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Capitulo 1

Perspectiva y movimientos

Porque le pego al clavo de como vemos al mun-
do, la perspectiva es una de las aportaciones cul-
turales mas preciadas y caracteristicas del Renaci-
miento. Entendamosla por el momento como una
serie de técnicas que ayudan a los artistas a plas-
mar escenas tridimensionales en lienzos planos,
con tal realismo que al estar frente a sus cuadros,
nuestro cerebro reconstruye la escena original: nos
hace sentir que estamos “ahi” al intuir o recuperar
esa “profundidad” que, en principio y hasta antes
de esa época, se perdia por eliminar a una dimen-

sion. Estas técnicas o recetas, que involucran a li-
neas (como el horizonte) y a puntos (como los pun-
tos de fuga) abstractos —en el sentido simple de
no ser parte de la “realidad inmediata”- se derivan
de tener muy, muy claro ;qué es pintar? aderezado
con algunos granitos de geometria elemental. Esto
quedo plasmado en el libro iconico de la revolu-
cion pictorica renacentista, Della pittura, en el que
su autor Leone Battista Alberti (1404-1472) explicay
desarrolla en lenguaje vernaculo —cuando lo usual
era alin escribir en latin- las ideas al respecto de



su maestro Filippo Brunelleschi (1377-1446) y de los
gremios de arquitectos y artistas que florecen or-
gullosos en la Florencia del siglo XV.

Los pintores renacentistas —entre los que des-
tacan el también florentino Leonardo (1452-1519)
y el holandés Durero (1471-1528)- y aln en la ac-
tualidad los arquitectos y los pintores realistas, se
basan en aquellas técnicas de la perspectiva pa-
ra presentar sus proyectos o componer sus cua-
dros. Esas técnicas tienen como fundamento a la
geometria euclidiana, que es la que explica mé-
tricamente a nuestro entorno inmediato. Asi que
en su libro, Alberti se apoya en la autoridad in-
telectual de “los matematicos” para zanjar, o en
ocasiones de plano esquivar, discusiones compli-
cadas respecto a los por-qués de las recetas que
propone. Y es natural esa reticencia, pues al expo-
ner los argumentos, surgen problemas filosoficos
serios que ponen en duda la concepcion comin
de lo que es la geometria. En particular, es ineludi-
ble mencionar al infinito -y en ese entonces ni los
matematicos se sentian seguros pisando ese res-
baloso terreno-, o bien, a veces parece que se es-

ta cuestionando al Axioma de las Paralelas de Eu-
clides —aln “sacrosanto” en aquella época. En fin,
se ve que Alberti sentia complicada la argumenta-
cion precisa y deductiva. Y entonces, como sucede
mucho en la ensenanza de las matematicas, op-
ta por dar recetas y aleccionar en procedimientos,
mas que en buscar el entendimiento de los razo-
namientos que los implican.

Asi que pasa mas de un siglo para que el ma-
tematico francés Girard Desargues (1591-1661) aga-
rre a ese toro -el de la argumentacion sistema-
tica y formal de la perspectiva- por los cuernos.
Se le considera el padre de la Geometria Proyec-
tiva pues, ademas de su teorema seminal, propo-
ne ampliar, en abstracto, al Plano Euclidiano para
que los horizontes y los puntos de fuga se incor-
poren con plenos derechos a la teoria geométrica;
[lamaremos a ese plano extendido el Plano Desar-
guesiano. Pero sucedio que su trabajo no tuvo eco
inmediato entre los matematicos -y alin no alcan-
za la presencia que le corresponde en la cultura
cientifica general.

Pasan otros dos siglos para que las ideas de Gi-



rard Desargues reciban la atencion de otros ma-
tematicos y se afianzen como teoria geometrica.
Una buena razon historica para que sucediera asi
—-para que pasara tanto tiempo- es que un pai-
sano contemporaneo de Desargues, llamado René
Descartes (1596-1650), coordinatiza al Plano Eucli-
diano. Surge —simultaneamente a la Proyectiva- la
Geometria Analitica basada en el Plano Cartesiano
(el que usa coordenadas) y da trabajo de sobra al
gremio matematico: el interés general se concen-
tra en esta vertiente de la geometria que se roba
los reflectores de la historia. (Y con sobrada razon
pues pronto, con Isaac Newton (1642-1726) y Gott-
fried Wilhelm (von) Leibnitz (1646 -1716), surge el
Calculo para el cual el método de coordenadas es
esencial, como también lo seria en la conquista de
las muchas dimensiones).

Cuando, ya de regreso en el siglo XXI, se pre-
sentan los argumentos que explican las técnicas
de la perspectiva con figuras interactivas o dina-
micas, irrumpe en la escena un concepto que ha
sido fundamental en la historia mas reciente de las
matematicas: los movimientos. Las computadoras

han realizado el sueno de ilustrar teoremas o cons-
trucciones geométricas con figuras que no son una
instancia Gnica y estatica de ellos congelada en el
papel, sino que se mueven a voluntad en la pan-
talla y entonces, en principio, se puede transitar
por todas las instancias a las que se refieren. Estas
figuras dinamicas se acercan un poco mas a la ge-
neralidad que pretende un razonamiento geome-
trico, o lo ilustran mejor. Pero, como pronto vere-
mos, algo inesperado sucede con las construccio-
nes en las que se basa la perspectiva renacentista.
No solo se mueve una figura geométrica plana y
abstracta, sino que nuestro aparato perceptivo se
involucra tercamente e interpreta mucho mas: in-
siste en convencernos que algo se mueve en el es-
pacio. Nos parece que se esta moviendo capricho-
samente todo un plano vy, a la vez, que ese plano
se esta transformando internamente.

En el siglo XIX, las matematicas ampliaron su
abanico de objetos de interés; entre estos nue-
vos entes, destacan los grupos asociados al estu-
dio de la simetria, y en particular los grupos de



Lie! que son los que acogen y agrupan -valga la
redundancia- a los movimientos geomeétricos (los
internos de un plano) de los que estamos hablan-
do. En su famoso Programa de Erlangen que da-
ta de 1875, Christian Felix Klein (1849-1925) hace
énfasis en que estos grupos de movimientos son
los que le dan su caracter distintivo a las diversas
geometrias que, para ese entonces, ya se habian
descubierto; y ademas, que hay modelos de todas
ellas dentro de la Geometria Proyectiva que inicio
Desargues. Lo que distingue a los modelos son los
subgrupos de movimientos a considerar.

Darle un sentido vivencial y visual a esto que
acabamos de describir historicamente es el obje-
tivo del Capitulo 1, y lo desarrollaremos matema-
ticamente en los siguientes tres capitulos.

LEL nombre es en honor a Marius Sophus Lie (1842 — 1899),
matematico Noruego que empezo su estudio.

11.  Cuadriculas en perspectiva

Para los renacentistas, segin el libro de Alberti:

Pintar es el arte de plasmar en un lienzo
lo que ve —o deberia ver- el pintor ante
una escena real —o imaginaria.

Y para precisar qué va en cada punto del cuadro,
basta fijar la escena, el plano del lienzo y el ojo del
pintor.

Este grabado de Durero, ilustra con claridad esta
intencion y una técnica para lograrlo (con un cua-
dro de dificil perspectiva) en la que se usan cua-
driculas, tanto en el plano que sera el del lienzo
como en el papel en el que se esta dibujando un
primer boceto.



Con escenas mas abiertas, que incluyen perso-
najesy objetos a distintas profundidades, se pue-
den usar otras técnicas. Para saber en qué lugar del
lienzo y con qué escala hay que dibujar algo en la
escena, es conveniente saber como se deben di-
bujar en perspectiva las cuadriculas. Pues los pla-
nos cuadriculados permiten situar con precision a
cualquier objeto en él —usando el método que hi-
zo ilustre a Descartes: prefijar un cuadro como ori-
gen o “la base”, y determinar cuantos cuadrados
en cada una de las dos direcciones de la cuadri-
cula hay que moverse desde la base para llegar al
punto deseado.

114. A partir de una loseta

Enfrentemos primero al “problema del pintor”.
Consiste en que un pintor nos entrega en un lienzo,
el dibujo -a ojo de buen pintor- de una de las lo-
setas cuadradas de un mosaico en el piso (la loseta
basica, llamémosla) y nos pregunta ;como dibujar
al resto del mosaico?

Un cuadrilatero dibujado en el lienzo, o pantalla,

10

consiste de cuatro segmentos que son sus lados.
Hemos pintado de rojo a un par de lados opuestos
y de azul al otro par. Nos dan las dos direcciones
principales (o ejes) de la cuadricula.

Altrazar las lineas que corresponden a los lados
opuestos de la loseta basica, éstas se intersectan
en dos nuevos puntos que hemos denotado H, de
“infinito horizontal” y V de “infinito vertical”. Y por
estos puntos hemos trazado una nueva linea que
llamaremos horizonte y que depende de la loseta
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basica.

Una de las diagonales del cuadrangulo corta al
horizonte en un punto D, de “infinito diagonal”. Es-
tos tres puntos en el horizonte que hemos bautiza-
do “Infinito de Tal” son tres de los famosos “puntos
de fuga”.

Pero de hecho:

cualquier punto de la linea al horizonte
es un punto de fuga.

Para verlo, hagamos un experimento mental de
€s0s que usaba Einstein. Supongamos que la lo-
seta basica es el dibujo de una loseta en un piso
infinito sobre el que estamos parados. Mandemos
a una pareja, agarrada de la manita, a caminar en
una direccion fija sobre el piso ;Qué vemos? Por
supuesto: que se hacen chiquitos. Ellos caminan
tan campantes sobre lineas paralelas en el piso,
pero en el lienzo tienden a convertirse en un punto
del horizonte; y ademas, cualquier otra linea para-
lela a las suyas se dibuja como linea que también
incide en ese punto (basta pensar en un tercer per-
sonaje viajando a su misma velocidad por esa otra

1

paralela: sus distancias “reales” se mantienen fijas,
pero en el lienzo se encogen). Entonces los haces
de lineas paralelas en el piso se ven (y por tanto
se deben dibujar) como haces concurrentes en un
punto de su linea horizonte; los puntos en ella co-
rresponden a distintas direcciones: son sus puntos
de fuga.

De este hecho se deduce un procedimiento para
extender el dibujo de la loseta basica al de todo el
mosaico, o cuadricula, que determina.
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La linea diagonal de la siguiente loseta (en di-
reccion a H) tiene que ser la linea que va al punto
D desde la esquina inferior (en esa direccion a H)
de la loseta basica. Esto nos da al vértice supe-
rior de la loseta siguiente. Desde ahi debe dibujar-
se la siguiente linea vertical (a V); y entonces, su
interseccion con la otra diagonal es un nuevo pun-
to desde el cual podemos trazar al otro infinito, el
horizontal, H...y esto nos produce un nuevo punto
para repetir el proceso.

Se puede seguir asi, en escalerita, trazando li-
neas hacia V'y hacia H desde puntos que se alter-
nan en las dos diagonales hasta donde sea nece-
sario.

E inclusive, la técnica de la escalerita se pue-
de implementar para extender la cuadricula hacia
atras.

iAhora si! Es importante que el lector se invo-
lucre y juegue con la figura dinamica para percibir
aquello que deciamos en la introduccion sobre los
movimientos. Los cuatro puntos iniciales son va-
riables (se distinguen por estar pintados con cir-
culitos mas que con bolitas sélidas) y todo lo de-
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mas de la construccion (lineas, segmentos y pun-
tos) depende de ellos, de su posicion. Muévalos
con el dedo o el raton; basta seleccionarlosy arras-
trarlos.

Se puede ampliar la imagen para abarcar toda
la pantalla, pulsando al icono correspondiente y
en cualquier momento, pulsando el icono de “re-
torno”, se puede regresar a la posicion inicial -la
que escogieron los autores y se puede llamar “el
andamio constructivo de un piso” .
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Es importante que el lector mueva la construc-

cion para que sea el andamio constructivo de:

a) un techo;

b) una fachada (haciendo paralelos y verticales a
dos de los lados opuestos), y pasar de la vista de
ella en nuestro lado izquierdo a la vista de la fa-
chada en el lado derecho moviendo tan solo a uno
de los puntos libres, y en particular

¢) una cuadricula euclidiana (haciendo paralelos a
ambos pares de lados opuestos y a estos, ortogo-
nales).

También se le pueden anadir objetos geomé-
tricos a la construccion (e inclusive modificarla o
reconstruirla paso a paso) pulsando al icono de
“trabajo”, abajo a la izquierda. Al hacerlo, apare-
cen mends de herramientas a la derecha (para
construccion)y abajo (de aparienciay navegacion).
Hasta ahora, solo hemos usado las tres herramien-
tas constructivas de hasta abajo (para “crear pun-
tos y lineas”, de “interseccion” y de “segmentos”).

En este momento —que tenemos trazada una
cuadricula y podemos acceder a sus miltiples
puntos de interseccion- un buen ejercicio para fa-
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miliarizarse con ProGeo3D, es trazar varias lineas
con una misma “pendiente” por ejemplo la 2 : 1
(es decir, 2 cuadrados en la direccion horizontal -
hacia H-y uno en la vertical -~hacia V-) o bien la
1:2 para ver que efectivamente concurren, como
argumentamos a la Einstein, en el horizonte.
Toda la construccion se mueve siguiendo el mo-
vimiento de uno de los puntos libresy, como decia-
mos en la introduccion al capitulo, sentimos que
un plano se bambolea en el espacio a la vez que la
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cuadricula dibujada en él se deforma. No es facil
controlarlo, pues no es obvio o intuitivo predecir
qué pasara con la imagen; sentimos cierta torpeza
pues solo podemos mover un punto a la vez. De he-
cho, son ocho los grados de libertad —dos por cada
punto libre en la pantalla- que hay para moverse
dentro de estas figuras (o grupo de movimientos) y
ahi, solo se nos permite movernos en direcciones
muy rigidas, sin fluidez, como si en un plano so-
lo se nos permitieran movimientos horizontales o
verticales y en tramos grandes; en esas condicio-
nes, podriamos trazar solo escaleras y garabatos
llenos de esquinas. Sin embargo, aunque los mo-
vimientos de las figuras dificilmente correspondan
a unavivencia real, es innegable que nuestro cere-
bro nos hace sentir tridimensionalidad; interpreta
-y quiere que veamos—- que un plano cuadriculado
se mueve en el espacio.

11.2.  Con horizonte fijo

Para ganar control sobre los movimientos, po-
demos cambiar a uno de los cuatro puntos varia-

14
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bles de la loseta basica por su horizonte.

Consideremos una linea (controlada por dos
puntos, pero dejémosla fija): asumira el papel de
horizonte. Para determinar como se ve una cuadri-
cula en el piso (el horizonte debe estar horizontal),
nos basta ahora con tres de los puntos de la loseta
basica. Uno de ellos ya es una esquina y jugara el
papel de origen de dos vectores o segmentos diri-
gidos.

Las lineas del origen a las otros dos veértices, cor-



tan al horizonte en los puntos Hy V que, como
antes, seran los puntos de fuga de las dos direc-
ciones basicas de la cuadricula. De ellos, pode-
mos trazar lineas al otro punto (asi se deben dibu-
jar en el lienzo esas rectas que son paralelas en el
piso), y su interseccion nos da al cuarto vértice de
la loseta basica.

De aqui, procedemos como antes (encontrando
al “infinito diagonal” D, trazando otra diagonal a
él, yluego dibujando lineas alternadamentea Hy
V en escalerita) para extender la cuadricula hasta
el tamano que queramos.

Ahora, se distinguen con mas claridad los movi-
mientos internos del plano (cambios en la cuadri-
cula), de lo que nuestro cerebro interpreta como
movimientos del plano como un todo en el espa-
cio. Para ver a los primeros, hay que mover a los
puntos libres (con seis grados de libertad). Y pa-
ra ver los segundos hay que mover al horizonte
(que absorbe los otros dos grados de libertad ori-
ginales): sentimos entonces que, siguiendo a esa
linea, se mueve un plano en el espacio; aunque su
cuadriculatambién se deforma internamente pues

15
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cambia la posicion relativa de sus puntos basicos
-se incomoda nuestra intuicion del mundo real ya
que, a diferencia de lo que vemos cotidianamente,
el plano no parece moverse de manera rigida.

Vale la penavolver a llevar la construccion a que
parezca una fachada vertical (hay que hacer verti-
cal al horizonte y a una de las direcciones basicas)
y entonces, moviendo a uno solo de los puntos li-
bres, se puede experimentar con la altura relativa
del observador (desde qué piso se esta viendo al



edificio).

Lo que no se puede lograr es que la cuadricula
se haga euclidiana, como lo hicimos en la cons-
truccion anterior, pues ahora el horizonte siempre
esta en la pantalla (o cerca de ella si acaso se le
expulsa con el efecto “zoom” o “lupa”).

16

11.3. Las recetas de Alberti

Esta Gltima construccion es muy cercana a las
recetas para pintar con buena perspectiva que pro-
ponia Alberti en Della Pittura. El decia que lo pri-
mero que hay que hacer para preparar un cuadro,
es trazar en el lienzo una linea “horizontal a la al-
tura de los ojos” (que es la que hemos llamado ho-
rizonte) y luego, dibujar bajo ella a una cuadricula
(que llamaba pavimento) para determinar la pro-
fundidad.

En nuestro caso, se logra poniendo también ho-
rizontal la direccion al punto H (entonces H sale
de la pantalla y se va, literalmente, al infinito) y si-
tuando a V en el centro del horizonte, justo frente
al ojo teorico del pintor-lector. Con base en esta
cuadricula, ya se pueden deducir las escalas que
se deben usar en el cuadro para las distintas pro-
fundidades en la escena. Por supuesto, esta pre-
paracion del lienzo casi nunca aparece en la ver-
sion final del cuadro; es auxiliar para la compo-
sicion, por lo cual la estamos llamando andamio
constructivo.



Sin embargo, hay cuadros famosos como La es-
cuela de Atenas de Rafael, en los que el cuadro mis-
mo se acerca mucho a la receta de Alberti. Véanse
los cuadrados en el piso. Es interesante jugar con
lineas sobre este cuadro; y para eso, hemos anadi-
do a varias rectas movibles.

Cada porcion de plano en la escena (por ejem-
plo, una pared, un piso, un techo o una puerta en-
treabierta) genera a un plano -su continuacion en
todas sus direcciones, abstracta e infinita- y como

17

tal define su linea horizonte en el lienzo. Es donde
lo intersecta el plano paralelo que pasa por el ojo
del pintor; justo ahi donde veriamos que se “aca-
ba el plano” si en realidad fuera infinito, ya que al
girar la vista un poquitito mas dejariamos de verlo
pues el rayo “de atencion” que sale de nuestro ojo
ya no le pega.

Pero mas adn, el punto de fuga de cualquier li-
nea (y conviene insistir otra vez, no es que haya
lineas en la escena real pero si hay muchos seg-
mentos que generan, cada uno, su linea abstracta)
es donde intersecta al lienzo la linea paralela (y
también abstracta) trazada por el ojo; ahi donde
estariamos enfocando al infinito (hipotético) de la
linea -justo ahi donde debemos voltear cuando se
nos senala una estrella: el indice y el ojo del que
sefnala definen una linea, pretende que enfoque-
mos y pongamos atencion en la direccion paralela.

Asi, el horizonte que traza Alberti es la linea co-
rrecta (horizontal y a la altura de los 0jos). Es la
linea horizonte del plano que define el piso, pero
también lo es del techo y de cualquier otra por-
cion de plano horizontal que aparezca en la esce-



na -una mesa o un escalon, por ejemplo. Y el cen-
tro de esa linea (donde habiamos puesto nuestro
punto V) es el punto de fuga de todas las lineas
perpendiculares al lienzo (las de la direccion de la
profundidad) cuando suponemos que el lienzo es
vertical y que el ojo del pintor esta frente al centro
del cuadro.

En el grabado atribuido a Alberti que reproduci-
mos aqui, se muestra que tenian claro, al menos él
y su maestro Brunelleschi, como es que las lineas
paralelas (de las puertas y ventanas entreabiertas)
deben dibujarse convergiendo a puntos de la linea
horizonte que comparten el piso (del cuarto) y el
techo, y que al pasar por los ojos de dos perso-
najes implica que el pintor esta a su altura. Pero
ademas, también sabian como se deben trazar los
circulos y podian deducir proporciones de perso-
najes no verticales. Sin embargo, hay un error de
perspectiva: el piso que se ve tras dos de las puer-
tas entreabiertas debia de concluir a la altura de
los ojos de los personajes, pues es el horizonte.

18




1.2. Movimientos

Dejando por un rato a la perspectiva, regrese-
mos a los movimientos.

Si el lector hizo su tarea, deambulamos ya den-
tro de dos grupos al mover las escenas anteriores.
En la primera escena, que depende de cuatro pun-
tos libres (la loseta basica), viajabamos por los mo-
vimientos proyectivos o proyectividades que tienen
dimension 8. Y en la siguiente escena, con el hori-
zonte fijo, deambulabamos por su subgrupo de los
movimientos afines o afinidades, que tiene dimen-
sion 6. Se pueden pensar a estos como movimien-
tos de un plano euclidiano (el piso), pero vistos, o
dibujados, en perspectiva. Veremos ahora que este
Gltimo grupo se puede descomponer en dos.

1.21. Traslacionesy transformaciones li-

neales

En esta construccion, al mover al punto O ve-
mos que se traslada un rectangulo dentro de un
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plano horizontal visto en perspectiva; nos move-
mos ahora dentro del grupo de traslaciones del
plano que tiene dimension 2. Y este grupo si que
esta registrado en nuestra experiencia visual, y
desde nuestra mas tierna infancia; piénsese, por
ejemplo, en empujar un libro sobre una mesa.

Por otro lado, al mover los puntos rojo y azul en
laesquinainferiorizquierda, se deforma la geome-
tria del rectangulo -que, mas precisamente, es un
paralelogramo-, y siguiéndolo a él cambia la geo-



metria de todo el plano. Tenemos 4 grados de li-
bertad y, pensando que el punto O es el origen
del plano, este grupo de movimientos es conoci-
do como las transformaciones lineales. Asi que las
transformaciones afines (las de la escena anterior)
son las lineales compuestas con las traslaciones,
pues lo Gnico que ha cambiado es la manera de
controlar estos movimientos.

;Como se logra esta construccion?

El punto clave es que con el horizonte fijo, po-
demos trasladar. Los segmentos dirigidos (o vecto-
res abstractos) que rigen la geometria del plano se
pueden trasladar a cualquier punto O en el plano,
pues, como ya vimos,

las paralelas del piso se dibujan como
lineas que se intersectan en el horizonte.

Asi que se traza la linea del “origen abstracto” a O
y del punto de fuga de esta linea, o direccion, se
trazan lineas a los extremos de los dos vectores.
La direccion de los vectores trasladados se obtie-
ne, de nuevo, de sus dos puntos de fuga en el ho-
rizonte, y entonces, los puntos de interseccion co-
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rrespondientes nos dan los extremos de los vecto-
res trasladados.

Ya tenemos los tres puntos de la loseta basicay
el horizonte, asi que de aqui en adelante se traza
la cuadricula en escalerita como antes.

Finalmente, se trazaron segmentos en vez de las
lineas del andamio constructivo y se ocultaron los
colores de las construcciones auxiliares, para dar
la sensacion de movimientos reales con las tras-
laciones. (En el meni de colores, los colores que



tienen tache estan ocultos y se les puede pintar,
u ocultar, volviendo a pulsar el color -y teniendo
activa la herramienta “explorar”.)

1.2.2.  Movimientos rigidos

Los movimientos que nutren nuestra basta ex-
periencia geométrico-espacial, son los rigidos. Los
que no cambian distancias entre puntos. Mover
cualquier objeto involucra a uno de ellos. Pues to-
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dos sus puntos pasan a otro lugar en el espacio,
y lo comin es que en los solidos no se alteren las
distancias entre sus componentes, y de aqui el uso
de la palabra “rigido” para estos movimientos.

A sus analogos abstractos en el plano también
los llamamos movimientos rigidos. Las traslacio-
nes son un ejemplo que ya vimosy el otro ejemplo
basico son las rotaciones: fijar un punto (que tra-
baje como tachuela) y girar al plano a su alrede-
dor un cierto angulo. Mover, por ejemplo, un libro
sobre una mesa, generalmente involucra a ambos
tipos de movimientos. Y mas aun, cualquier movi-
miento rigido en el plano queda especificado con
estos dos datos (angulo de rotacion y vector de
traslacion)?.

En esta escena se controlan los movimientos ri-
gidos de un plano visto en perspectiva con dos
puntos: uno llamado O (y negro como en la escena
anterior) que da las traslaciones de un cuadrado,
y otro, P (rojo), que hace girar una linea alrededor

2Donde -hay que especificar para los que saben- estamos
suponiendo que los movimientos preservan orientacion



de un punto fijo y con ello, controla a la rotacion
alrededor de O.

Hay un tercer punto de control, el gris, que se
mueve en una linea horizontal y actiia como homo-
tesia, es decir, “zoom” o amplificacion-disminucion
alrededor de O. Tiene el efecto de hacernos sen-
tir que el cuadrado se acerca o se aleja paralelo a
si mismo y con el punto O en trayectoria directa
a nosotros (al 0jo). Esta es la interpretacion visual
mas plausible conforme a nuestra experiencia per-
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ceptiva. Pero también podemos interpretar a este
movimiento como algo que sucede dentro del mis-
mo plano: el cuadrado crece o decrece (que hoy dia
ya también nos es familiar por la manipulacion de
fotografias en los teléfonos celulares).

Esta escena concluye como antes, con una cons-
truccion en escalerita a partir de tres puntos y un
horizonte. Lo dificil es construir los dos vectores
que giren como lo harian dos perpendiculares que
mantienen su tamano.

El giro de un vector de tamano fijo produce un
circulo y los circulos se ven como elipses.

Si: nuestro mundo visual esta lleno de elipses.
Los platos, las tazas, las ruedas de los coches, etc.
Aunque sepamos que son circulos, lo que vemos
son elipses. Levante la vista: casi seguro que hay
elipses en su entorno, y si no, vaya por un vaso de
aguay observe su boca.

El meollo de esta construccion es trazar la elipse
que veriamos si un cuadrado y el circulo que pa-
sa por sus vertices estan en el piso y el pintor nos
entrega el dibujo del cuadrado, es decir, un cuadri-
latero. Resulta que con estos datos se define una



Unica elipse y que se puede trazar usando solo las
herramientas de incidencia (trazo de lineas e inter-
seccion de ellas). Esto lo veremos con cuidado en
los siguientes capitulos en los que desarrollamos
el concepto de armonia y el de curvas armonicas
(de las cuales, esta elipse con su cuarteta armoni-
ca es un ejemplo).

Por lo pronto, para ver como es que el cuadrila-
tero rosa define la geometria rigida del plano, pon-
ga al punto O en el centro del cuadrilatero y ajuste
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eltamano de la cuadricula para que alguno de sus
vertices caiga en la elipse. Al girar, ese vértice y los
otros tres que hacen un cuadrado con centro en O
se mantienen siempre en la elipse, y esta rotacion
es justo lo que veriamos si estuviera sucediendo
rigidamente.

Observemos, por ultimo, que si no cambiamos
de escala, el grupo de movimientos que se obtie-
ne (los rigidos) es de dimension 3: dos grados de
libertad por las traslaciones y uno mas por las ro-
taciones; y en cada punto tenemos un subgrupo
de estas rotaciones, llamado su estabilizador, que
podemos pensar como un circulo de movimientos
-las rotaciones con ese punto como centro. Por su-
puesto, al incluir las homotesias (o zooms), el gru-
po crece a uno de dimension 4: el de las llamadas
semejanzas.

1.2.3.  Movimientos hiperbolicos

Consideraremos ahora a una curva armonica fi-
ja. Y un circulo es el ejemplo ideal. Los Gnicos mo-
vimientos euclidianos (o rigidos) que dejan a un



circulo en su lugar son las rotaciones alrededor de
su centro, pero hay muchos mas movimientos pro-
yectivos que lo dejan invariante, es decir, en su lu-
gar. Estos son los que construiremos a continua-
ciony dan pie a una nueva nocion de “rigidez".
Por primeray Gltima vez en este libro, usaremos
unas pocas herramientas euclidianas (las que apa-
recen en el bloque de arriba de herramientas en
ProGeo3D) llamadas asi porque usan nociones de
distancia, angulo o paralelismo. Por ejemplo, para
trazar un circulo con centro en el punto gris —que
pronto ocultaremos- se necesita distancia.
Ademas de este circulo que se mantendra fijo,
% llamémoslo, sean O un punto en el interior del
circuloy P un punto en él(P € €, léase “P en 6€”).
Estos son los datos iniciales. Tenemos entonces 3
grados de libertad —-dos que da O y uno mas de P.
La linea OP intersecta a € en otro punto ade-
mas de P. Trazamos las tangentes al circulo en es-
tos dos puntos —usando la herramienta de trazo de
lineas perpendiculares. (Este es nuestro Gltimo uso
de las herramientas euclidianas; a partir de aqui ya
solo usaremos las proyectivas o de incidencia.) La
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interseccion de las dos tangentes da un punto Q
afuera del circulo 6.

La linea OQ intersecta al circulo en dos nuevos
puntos, que junto con los dos que ya teniamos de-
finen un cuadrilatero (en rojo) inscrito en €6; pero
mas que eso, es una cuarteta armonica en €6 en el
sentido en que se uso —aunque sin definir- en el
apartado anterior.

Resulta entonces -y en su momento habremos
de probarlo- que el horizonte del cuadrilatero rojo



contiene a Q.

Podriamos construirle su cuadricula a este cua-
drilatero, pero ahora nos interesa ver qué pasa
dentro del circulo mas que lo que sucede afuera.

Para ello, trazamos desde los dos puntos basi-
cos en el horizonte, lineas a O, y obtenemos otros
cuatro puntos en el circulo € con su correspon-
diente cuadrilatero (azul).

El resto de la construccion consta de trazar seg-
mentos del octagono que tenemos definido en el
circulo €, y un par de tangentes mas (en amari-
[lo) -pero ahora las podemos trazar por incidencia:
usando al punto que se sentia solito en el horizon-
te (quiza haya que mover a P en el paso anterior
para hayarlo).

Disfrute por un momento de estos movimientos
pues hay algo organico en ellos; no nos son total-
mente ajenos 0 nuevos, nuestro aparato percepti-
vo intenta darles sentido... producen sensacion de
deéja-vu.

Se puede mover a O por todo el interior del
circulo (al que llamaremos el disco en el entendi-
do de que es abierto, de que no incluye a los pun-
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tos de ¥, su limite que también sera llamado el
circulo al infinito). Aunque nos interesan los movi-
mientos del disco en si mismo, hay que notar que
O acarrea consigo no soélo al disco, sino a todo el
plano (a toda la pantalla y mas alla), pero siempre
partido nitidamente en tres pedazos: lo de afuera,
el discoy lo que los separa, su frontera comun, el
circulo.

Si ahora movemos a P, todo gira agradable y
coordinadamente alrededor de O -donde quiera



del disco que éste. (Es bonito animarlo al selec-
cionar a P y oprimir el boton de “play”, para que P
de la vuelta a lo largo de su carril que es el circulo
€); y este giro, visto afuera del disco se describe
mejor como “empujar” o “trasladar” a lo largo del
horizonte. Observe que entre mas cerca del centro
del disco esté O, el horizonte se aleja, y estas ro-
taciones se van pareciendo mas a las euclidianas.
Y ademas, en el centro coinciden, son justo las ro-
taciones euclidianas. Ahi también (O en el centro
de %), los tres cuadrilateros -dos inscritos y uno
circunscrito- se cuadran (se vuelven cuadrados).

Lo que queremos resaltar es la enorme similitud
de este grupo de movimientos con la de los mo-
vimientos rigidos (euclidianos) de la escena ante-
rior (sin considerar las homotesias). No solo por las
tres dimensiones que tienen ambos grupos, sino
por como se obtienen éstas. Un punto (O en am-
bas escenas) se mueve con dos grados de libertad
en lo que podemos llamar un plano, arrastrandolo
consigo; y al dejarlo fijo en cualquier lugar, el otro
punto de control, P, hace que todo gire a su alre-
dedor.
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Este es el grupo de movimientos hiperbolicos. Se
[lama asi porque son los movimientos rigidos (que
preservan distancia) de la geometria hiperbélica:

Si consideramos al disco (recuérdese, el interior
del circulo sin incluirlo) como los puntos, a los seg-
mentos de recta que lo cortan como las lineas 'y a
todo esto como un plano geomeétrico en si mismo,
llamado el plano hiperbélico (o Plano Kleiniano);
se cumple que por cada par de puntos pasa una
Unica linea, el axioma basico de la geometria des-



de Euclides. Lo que no cumple este plano es el
Axioma de las Paralelas: en el plano hiperbolico
por un punto fuera de una linea pasa una infini-
dad de lineas que no la tocan y no una Unica que
es lo que estipula el quinto postulado de Euclides.

Usando al grupo de movimientos podriamos, en
principio, definir distancias en el plano hiperbéli-
co como lo hacemos en el mundo real. Pues si de-
terminamos que dos puntos estan a distancia 1,
si decretamos que ellos son la vara de medir, po-
demos moverla a cualquier lugar y medir ahi con
ella.

Ademas, también podemos medir angulos.
Puesto que en el centro del disco las rotaciones
corresponden a las euclidianas, dos rectas que se
intersecten las podemos llevar ahi para medir su
angulo. En particular, los pares de rectas perpen-
diculares son exactamente las que vemos resalta-
das (en naranjay verde, cruzandose en O)y corres-
ponderan a las “cuartetas armonicas” en la “curva
armonica” que es el circulo al infinito.

El primero que hizo el trabajo para obtener for-
mulas explicitas para estas distancias y angulos
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usando coordenadas, fue el matematico italiano
Eugenio Beltrami (1835-1900). Se encontraban asi,
modelos analiticos (es decir, dados por medio de
coordenadas y formulas explicitas) de una geome-
tria no euclidiana.

Sin embargo, ésta geometria ya se habia empe-
zado a estudiar en abstracto, como sistema axio-
matico en la mejor tradicion de Euclides. En es-
te terreno, hay que destacar los trabajos indepen-
dientes y casi simultaneos de Janos Bolyai (hun-



garo: 1802-1860) y Nikolai Ivanovich Lobachevsky
(ruso: 1792-1856). Pero en la comunidad matema-
tica se seguia dudando de la pertinencia de sus
estudios, de la existencia de esta geometria, pues
contradecia al postulado de las paralelas.

Con éste modelo de Beltrami, y otros que vi-
ven dentro de la geometria euclidiana -la geome-
tria oficial, podriamos decir-, se saldaba una dis-
cusion filosofica profunda, apasionada y larga so-
bre la posibilidad de geometrias donde el postu-
lado de las paralelas no fuera valido: isi existian
esas geometrias no euclidianas! Acabamos de mo-
vernos dentro de una de ellas.

De manera independiente y casi simultanea al
trabajo de Beltrami, Felix Klein en su programa de
Erlangen que ya mencionamos, también propone
este modelo del plano hiperbélico, haciendo én-
fasis en que vive dentro del plano proyectivo (o
Plano Desarguesiano, que pronto definiremos)y en
que el grupo de movimientos es una pieza de in-
formacion fundamental (equivalente, o casi, a dar
la métrica, como ya lo intentamos argumentar con
varitas de medir). Por esta razon, a este modelo se
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le conoce como modelo de Beltrami-Klein, o mo-
delo proyectivo y a veces se usa solo el nombre de
Klein para él.

Pero hay otros modelos del plano hiperbolico, y
cabe destacar al de Poincaré® porque es el que ha

SNombre en honor de su autor, el matematico francés Ju-
les Henri Poincaré (1854 —1912).



tenido mas roce social... los artistas lo conocen. En
él se baso Escher para su famoso mosaico Angeles
y Demonios. Este modelo tiene a los mismos pun-
tos que el de Klein, el interior de un circulo —o un
disco abierto—, pero las lineas son ahora arcos de
circulos que intersectan ortogonalmente a la fron-
tera -no segmentos de linea como en el de Klein,
por lo que las formulas explicitas para la distan-
cia difieren. Pero tiene el encanto de ser confor-
me, es decir, los angulos si corresponden a lo que
vemos aunque, por supuesto, las distancias no (to-
dos los angeles y todos los demonios son, hiper-
bolicamente, iguales).
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1.3. Geometria proyectiva

Una manera comin (aunque poco descriptiva)
de definir a la geometria proyectiva es como aque-
lla geometria que es invariante bajo proyecciones.
Ya hemos usado este término, tiene un uso coti-
diano muy claro y hemos visto miltiples ejemplos
con las cuadriculas, pero tenemos que precisarlo.

1.3.1. Proyecciones

Un cuadro con buena perspectiva nos hace sen-
tir la tridimensionalidad de una escena pues para
reconstruir en la mente al mundo que nos rodea,
nuestro sistema o aparato perceptivo usa el mismo
principio de proyeccion que adoptaron los pintores
renacentistas para pintar sus cuadros.

Proyectar es asociar a cada punto en la esce-
na (llamada también dominio o fuente de la pro-
yeccion), el punto en el lienzo (o rango de la pro-
yeccion) en que corta al lienzo la linea que une al
punto-fuente con el foco de la proyeccion. Es decir,
el principio de proyeccion es que un punto fuente



-en la escena-, su punto imagen -en el lienzo-vy el
foco, siempre estan alineados.

Puesto que la luz viaja en lineas, la evolucion
implemento una muy buena aproximacion de este
principio en nuestro ojo, cuyo diseno compartimos
con todos los animales superiores.

La pupila (el hoyito por el que pasan los rayos de
luz) y el cristalino (el pequefio lente que atravie-
zan) seleccionan a los rayos luminicos que pasa-
rian por un punto que es el foco de la proyeccion,
y la retina juega el papel del lienzo o rango. Los
“puntos”, “pixeles” o células de la retina son sen-
sibles a la intensidad y el color del rayo que les
pega; mandan esta informacion al cerebro y éste
compaginay procesa las imagenes de los dos ojos
para acabar de armar la idea del mundo tridimen-
sional que nos rodea.

Por supuesto, la camara fotografica se basa en
este mismo principio de proyeccion —un sistema
optico que simula al foco y como lienzo una peli-
cula o detector bidimensional fotosensible-y pro-
duce entonces el “cuadro ideal” al que aspiraban
los pintores renacentistas para escenas reales. No
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es de extranar que el paradigma de lo que es pintar
haya tenido que cambiar; hoy traemos todos en el
bolsillo proyecciones perfectas de escenas reales.
Y efectivamente, reconocemos todos que las fotos
reflejan bien como vemos al mundo.

La Gnica diferencia entre una “proyeccion de
pintor” y una de “ojo o camara fotografica” esta
en el orden de los tres elementos involucrados: el
lienzo (rango) del pintor esta colocado entre el ob-
jeto (fuente) y el foco, mientras que la pelicula sen-
sible de la camara (o la retina) esta después del fo-
co en el sentido en el que viaja la luz en las lineas
-esta atras del foco.

Sin embargo, en nuestras construcciones de
cuadriculas en perspectiva de la Seccion 1, nunca
hubo consideracion alguna sobre la direccion en
las lineas. Simplemente se les trazaba o se les in-
tersectaba. Y efectivamente, como veremos en se-
guida, cuando consideramos a esas construccio-
nes como provenientes de una proyeccion se in-
cluye a ambos casos, pues solo se basan en que

las lineas se proyectan en lineas,



yenque alaslineas, dos de sus puntos bastan para
definirlas.

1.3.2. El otro lado del horizonte

Consideremos a una variante de la construccion
de movimientos afines determinados por dos vec-
tores y un centro de traslacion. Pero ahora tene-
mos al horizonte vertical en el centro del lienzo y
una cuadricula simple de tres por tres coloreada.

Para fijar ideas, consideremos a la imagen como
el boceto (con perspectiva perfecta) de un edificio
anuestraizquierday que estamos viendo fijo hacia
adelante a mitad de su calle, con el lienzo enfrente
de nosotros (vertical, a nuestra altura, y perpendi-
cular al edificio); es simple la situacion y la facha-
da, pero suficiente para nuestros fines. Mover poco
al centro del edificio, traslada al rectangulo dentro
de un plano a nuestra izquierda, llamémos IT a ese
plano abstracto vy fijo.

Llevémos ahora el centro del edificio, despacio,
al otro lado del horizonte. Nuestro aparato percep-
tivo nos asegura que el edificio se fue, bien alinea-
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dito en su plano TTy acelerando, hasta esconderse
detras de un punto cerca del horizonte, pero que
regreso tan campante por el otro lado de la calle
hasta posarse como un edificio gemelo, justo en-
frente del original.

Sin embargo, lo que esta pasando es otra cosa.
Nuestro aparato perceptivo nos hace creer lo que
para él, parece verosimil.

Repita la operacion y observe la posicion de los
colores. O, mas drastico alin, siga moviendo al cen-



tro hacia la derecha hasta que por la izquierda
aparezca la esquina delantera del edificio: y obser-
ve que ahi si, los colores de arriba y abajo coinci-
den con el original.

Para explicar lo que esta pasando, regresemos
al centro del edificio al lado izquierdo y sigamos
moviéndolo hacia la izquierda (en el lienzo). Esto
equivale a trasladar al edificio hacia atras en su
plano TT, que sigue impavido a nuestra izquierda y
perpendicular al lienzo. Hay un momento en el que
algo aparece por el extremo derecho de la panta-
lla. Es cuando el rectangulo de la fachada ha llega-
do lo suficientemente atras de nosotros como para
que las lineas que van de él a nuestra cabeza (don-
de esta el foco de la proyeccion) vuelvan a tocar al
lienzo-pantalla. Lo que estamos viendo es la pro-
yeccion al estilo ojo-camara (con el lienzo detras
del foco) que enfoca justo hacia atras de nosotros.
Pero entonces lo que se obtiene es el “negativo”:
lo de arriba, abajo; lo de abajo, arriba y la derecha
intercambiada con la izquierda.

En los viejos tiempos de la fotografia por me-
dios fisico-quimicos, no digitales, en la pelicula fo-
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tosensible se imprimia lo que se llamaba el “nega-
tivo de la foto”; luego, habia que pasar al positi-
vo volviendo a proyectar con una fuente de luz 'y
haciendo un proceso quimico equivalente sobre el
papel final. Ese proceso de volver a invertir la ima-
gen lo hacen las camaras de hoy (y nuestro cere-
bro) con un simple algoritmo.

En resumen, el lado derecho del horizonte co-
rresponde a (es la proyeccion -tipo camara- de) la
parte trasera del plano TTy, por tanto, lo que se ve



en la pantalla es su negativo; en el lado izquierdo
vemos la proyeccion tipo pintor.

El punto de control, obligado a vivir en la panta-
lla, da los centros de rectangulos en I'Ttan al frente
de nosotros, o tan atras de nosotros, como quera-
mos (izquierda o derecha del horizonte y qué tan
lejos el rectangulo corresponde a qué tan cerca del
horizonte esté el control). A donde si no se puede
llegar es a centros cerca de la direccion de la oreja
izquierda, o en general en direcciones perpendicu-
lares a nuestra vista (recuérdese, se mantiene fija
al frente) pues el lienzo (la pantalla) sigue fijo en-
frente y es chiquito.

Lo que si hemos logrado en la configuracion ini-
cial de esta escena es tener rectangulos que apare-
cen en ambos ladosy la razon es simple: el control
que da el largo (o profundidad) de los rectangulos
esta puesto generosamente. Esto implica que pue-
den tener la esquina de adelante muy adelante y
la de atras, lo suficientemente atras, para que si-
multaneamente puedan “salir en la foto”, o dicho
mas precisamente, en la proyeccion.

Aunque fisicamente se pueden diferenciar los
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dos procesos de proyeccion pues la luz viaja en
las lineas con una direccion fija; en nuestras cons-
trucciones geométricas este elemento de direccion
en las lineas nunca se tomod en cuenta. Se traza-
ron lineas y se intersectaron, punto. Se amalga-
man entonces, tedricamente, ambos procesos fisi-
cos en un solo ente matematico: la proyeccion de
un plano en otro. Aunque se hayan deducido las
construcciones de las cuadriculas en perspectiva
pensando en el problema del pintor, éstas abar-



can mas de lo que se pretendia con ellas: siguen
funcionando del otro lado del horizonte; incluyen
a la camara, y mas ain, compaginan logicamente
a ambos casos. Este es un fenomeno recurrente
en matematicas. Alguna construccion o proceso di-
sefado para un problema especifico: funciona, es
aplicable o ayuda a entender mucho mas de lo que
se tenia en mente; sentimos que cobra vida propia.

1.3.3. Espacio (y Plano) Desarguesianos

Lo que Girard Desargues propone para hacer
sentido preciso de lo que las técnicas de la pers-
pectiva indicaban,y que mas adelante se habria de
[lamar Geometria Proyectiva, es ampliar el Plano
y el Espacio Euclidianos. Anadirles, en abstracto,
nuevos puntos, que llamaremos ideales, y que se
deben situar en el infinito. Esto Gltimo parece cau-
sar serios problemas existenciales si se concibe
que el Espacio Euclidiano es este mismo espacio
en el que vivimos y entonces sentimos que ya no
hay lugar para anadir nada mas. Pero NO: éste en el
que vivimos es el Espacio Fisico y el otro, el Eucli-
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diano, es una construccion abstracta —cimentada
en axiomas- que nos ha ayudado mucho a enten-
der al Espacio Fisico, pues surge de nuestra expe-
riencia cotidiana de vivir en él y de nuestro afan
por dominarlo que involucra entenderlo; pero es-
tan muy, muy lejos de ser lo mismo.

Para cada clase de paralelismo de lineas en
el Espacio Euclidiano, Desargues anade un nuevo
punto, un punto ideal y que pensamos en el in-
finito, por el que todas estas lineas pasan (justo
lo que hemos visto en lontananza de los planos:
que cualquier conjunto de lineas paralelas en él
concurre en un punto de su linea horizonte y que
ademas, lineas paralelas a ellas —aunque ya no es-
tén en ese mismo plano-también vany concurren
ahi). Se les da identidad a los puntos de fuga mas
alla de su aparicion utilisima en los lienzos. Pues-
to que ya aparecen en los dibujos, Desargues les
confiere existencia abstracta para incorporarlos a
la teoria.

En consecuencia, a cada linea euclidiana hay
que anadirle un nuevo punto: el ideal correspon-
diente a su clase de paralelismo.



Como el elemento basico de la geometria son
las lineas, tenemos que extender este concepto:

Se decreta que los puntos ideales que corres-
ponden a las lineas en un plano forman una nueva
linea (en el infinito, y que se ve como su horizonte).
Y se deduce entonces que todos los planos para-
lelos a él, también contienen a esa linea. (De nue-
vo, lo que ya habiamos observado: planos parale-
los comparten horizonte.) Y por Gltimo, aparece un
nuevo plano, en elinfinito: el que esta formado por
todos los puntos ideales.

En el Espacio Desarguesiano se cumple enton-
ces la propiedad basica y primordial de la geome-
tria, esa de que por cualquier par de puntos pasa
una tnica linea:

= Si los dos puntos son euclidianos, la linea es
la euclidiana correspondiente (con todo y su
flamante punto ideal).

= Si un punto es euclidiano y el otro ideal, la
linea es la de la clase de paralelismo que in-
dica el punto ideal y que pasa por el punto
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euclidiano (Gnica segin el quinto postulado
de Euclides).

= Si los dos puntos son ideales: tdmese cual-
quier punto euclidiano; por él pasan lineas
que van a los dos ideales; estas dos lineas
generan un plano pues se intersectan, y ese
plano define en el infinito a la linea de pun-
tos ideales que los contiene.

Desargues se adelanta a su tiempo en la osadia
de definir entes abstractos y le pega justo al cla-
vo de la geometria y la perspectiva; de como ve-
mos al mundo. Tan es asi que todos los dibujos
y construcciones que hemos visto aqui, asi como
las imagenes de la bouyante industria de la anima-
cion por computadora, se basan en su concepcion
de como extender a la geometria euclidiana para
que las proyecciones se comporten con la elegan-
cia matematica que les corresponde. Pues en el Es-
pacio Desarguesiano, la proyeccion de un plano en
otroya esunoauno, se vuelve una correspondecia
biunivoca; lo que antes era una linea en el lienzo
pero no en la fuente, el celebérrimo y multicitado



horizonte que ha sido el héroe de todas nuestras
construcciones, es ahora la imagen de la nueva li-
nea al infinito (la que ésta armada por los puntos
ideales de ese plano fuente). Y al verla y trabajarla
en los dibujos, debe quedar claro que es una linea
que se comporta como cualquier otra.

Pero los anadidos de Desargues si implican una
fuerte ruptura con la geometria euclidiana clasica
(y quiza esto es lo que necesité mucho tiempo pa-
ra digerirse) sobretodo en el tema del paralelismo.
En el Plano Desarguesiano (cualquier plano del Es-
pacio Desarguesiano con su linea al infinito hecha
de puntos ideales) se elimina de tajo esa suerte de
compadrazgo; cualquier par de rectas se intersecta
en un punto:

= Sivienen de lineas euclidianas y éstas se in-
tersectaban: ahi ésta ya el punto. Y si no se
intersectaban es que eran paralelas, pero en-
tonces, ahora comparten su punto ideal.

= Siunaeseuclidianay la otra es la del infinito,
también comparten un punto ideal.
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Dentro de un Plano Desarguesiano se logra una
democracia total: cualesquiera dos puntos gene-
ran una linea y cualesquiera dos lineas se cortan
en un punto. Este simple hecho, como observacion
abstracta y logica empieza un nuevo coqueteo con
una simetria que, con el tiempo, acabo por llamar-
se “dualidad”: hay puntos y hay lineas relaciona-
dos por algo que hemos llamado “incidencia” para
que se pueda aplicar en dos sentidos —un punto
incide (“estd”) en una linea si y solo si esa linea
incide en el punto (lo contiene); y hay dos opera-
ciones “generar” o “trazar” —dicese de la linea que
pasa por (o incide en) dos puntos-, y la de “cortar”
o0 “intersectar” que de dos lineas produce un pun-
to... este nuevo fenomeno de dualidad que aparece
en el Plano Desarguesiano, habremos de manejar-
lo con cuidado, pues a los matematicos les llevo
siglos familiarizarse con él, pero debemos mante-
nerlo presente.

Y, regresando al Espacio Desarguesiano (de 3 di-
mensiones), también ahi se termina con los casos
especiales: dos planos distintos siempre se inter-
sectan en una linea; y un plano y una linea no con-



tenida en él se cortan en un punto. No es dificil ar-
gumentarlo con detalle.

Y no es que se haya eliminado sin piedad al pa-
ralelismo. Se le cambio por el concepto mas mun-
dano y flexible de tocarse en un cierto lugar.

1.3.4. Cubo en perspectiva

Hasta aqui, solo hemos pretendido proyectar
planos en planos. Daremos ahora un salto concep-
tual para afianzar el uso de los términos e ideas
que acabamos de presentar. Vamos a dibujar con
buena perspectiva a un cubo solido; pero sin preo-
cuparnos por la exactitud en sus dimensiones, mas
bien sera una caja o edificio de tamanos varia-
bles, aunque le sigamos llamando cubo. Supone-
mos que el cubo esta en el Espacio Euclidiano, y
algunos de los nuevos puntos que introdujo Desar-
gues intervendran para ayudarnos a dibujarlo.

La clave es que las aristas y las caras de un cu-
bo tienen relaciones de paralelismo muy intimas
y claras. Sus 12 aristas se agrupan en tres cuarte-
tas de segmentos paralelos; entonces, sus corres-

37

pondientes lineas determinan a tres puntos idea-
les, que son los de las “perspectivas de tres puntos
de fuga ".

Empezamos con ellos. Con el triangulo que de-
finen (que vive en el plano al infinito pero se pro-
yecta al lienzo), y ademas, con un punto que lla-
maremos origen como esquina del cubo (y a éste
si lo pensaremos como la proyeccion de un punto
euclidiano) .

Con puntos variables en los tres “ejes”, que de-

——




finan el tamano de las tres aristas en el origen ya
se determina al cubo.

Pues cada par de segmentos, junto con su hori-
zonte correspondiente, define (por su nuevo vérti-
ce) a una de las tres caras del cubo en el origen.

Y el vértice del cubo que falta (el opuesto al ori-
gen) es donde concurren las tres lineas de los nue-
vos vértices a los puntos de fuga que les faltan. Y
que estas tres lineas concurran no es coincidencia,
se desprende de que cada cara del cubo es para-
lela a su opuesta (estos pares de caras comparten
horizonte como cuadrilateros).

Es interesante jugar con esta figura. Ademas, es
ilustrativo de como vemos al mundo, pues se pue-
de lograr, en principio y si pudiéramos sacar a los
tres puntos de fuga del lienzo, a cualquier vista de
cualquier paralelepipedo. Se lo dejamos como ta-
rea formativa y ldica al lector; quiza haya que em-
pezar la construccion con otros datos para lograr
todas las vistas.

A partir de la figura que tenemos ahora (si se le
movio, quiza convenga recargarla para tenerla en
la posicion inicial mientras hablamos de ella), po-
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driamos construir cuadriculas en los tres planos
basicos que compaginarian bien para “cubicular”
al espacio y asi poder situar con precision a cual-
quier objeto en la escena tridimensional respec-
to al cubo. Pero preferimos observar algo simple y
elegante que después nos sera (til.

Los tres puntos ideales de las diagonales de las
caras (que habiamos llamado “infinito diagonal”
y que se habrian usado para cuadricular) tienen
una propiedad muy especial que llamaremos ser

——




una configuracién de Ceva (pues hay que asociar-
la al nombre del matematico italiano Giovani Ceva
(1647-1734) por la hipotesis de su famoso teorema
—cuya conclusion, ahorita no viene al caso).

A saber, ser una configuracion de Ceva es que las
lineas al vertice opuesto son concurrentes. Donde
estamos usando que los tres infinitos diagonales
estan en los lados del triangulo de horizontes.

La demostracion de este hecho, consiste en ob-
servar que las lineas descritas (de un infinito dia-
gonal al vértice opuesto en el triangulo de horizon-
tes) son los horizontes de los planos diagonales
que cortan al cubo en dos mitades simétricas:

hay un plano rojo,

otro pintado de azul

y el tercero es verde.

Estos tres planos comparten a la “tri-diagonal”:
la linea (gris) que va del origen al vértice opuesto.
Por tanto su punto ideal, de fuga o en el infinito,
tiene que estar en los tres horizontes: es el punto
deseado (el de Ceva).

EJERcICIO. Conociendo al punto de fuga (o ideal) de la
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tridiagonal del cubo, ;se podra construir directamente
(sin usar los otros puntos diagonales infinitos) al cubo
que le sigue en esa linea?

Concluimos este capitulo con una construccion
de una casita en perspectiva que es una variante
de la construccion anterior. La linea horizonte (del
piso) esta fijay el punto de fuga de la direccion ver-
tical esta en el infinito; en el punto ideal del plano
desarguesiano del lienzo que corresponde a esa
direccion (la vertical), asi que todas las verticales

——




deben dibujarse paralelas.

La herramienta de ProGeo3D que permite trazar
lineas por puntos ideales o al infinito es la de trazo
de paralelas en la seccion de Geometria Euclidiana
(0, como en este caso, la de trazo de perpendicula-
res). Lo que quedara claro en el capitulo siguiente
es como se escogio al punto medio de un segmen-
to para subir ahi al techo (es buen momento para
pensarlo por si mismo pues conduce a la armo-
nia).
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Capitulo 2

Armonia

La armonia es un concepto elegante y profundo
que, como pretendemos presentar en este libro, es
capaz de hilvanar a una buena parte de la geome-
tria proyectiva elemental a su alrededor. Y, como
es usual con conceptos fundamentales de las ma-
tematicas, surge de distintas fuentes.

El nombre tiene que ver con la mdsica. Histori-
camente, las cuartetas armonicas son puntos co-
lineales, cuyas distancias cumplen una cierta re-
lacion. Y cuando se considera a la cuerda vibran-
te (como lo hicieron los Pitagoricos): que las notas
sean “armonicas” en el sentido musical tiene todo

[

que ver con que ciertos puntos asociados a ellas
en la linea-cuerda sean “armonicos” en el senti-
do geomeétrico; esto lo veremos con cuidado en un
Apéndice.

Sin embargo, resulta que esta “armonia” defini-
da originalmente por distancias, también se pue-
de definir en términos puramente geomeétricos y
sin referencia alguna a nociones métricas. De he-
cho, es algo que esta intimamente relacionado con
las cuadriculas con que hemos estado trabajando.
Asi que empezamos este capitulo con una dltima
construccion relacionada con las cuadriculas, y ba-



sica como herramienta para el pintor, para motivar
la construccion del cuarto armonico y la definicion
de armonia.

En la siguiente seccion, demostramos las pro-
piedades basicas de este concepto. Y damos im-
portancia al espiritu matematico de demostrar las
afirmaciones; pues ya no basta con observar lo
bien que se comportan las construcciones, quere-
mos entender por qué funcionan.

Cerramos el capitulo con una generalizacion na-
tural del concepto de armonia a mas dimensiones.
Sera la herramienta de trabajo basica para el si-
guiente capitulo.
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21. Motivacion y definicion

214. Refinamiento de la cuadricula

Regresemos un momento a un problema tipico
de pintor. Sabemos construir cuadriculas tan ex-
tensas como queramos, el problema ahora es re-
finarla hacia lo pequeno. Un pintor quiere trans-
cribir con detalle algo de la realidad (un cuadro en
una pared, digamos) al lienzo, y nos pide hacer una




cuadricula mas chica o fina en esa zona de la pro-
yeccion.

Supongamos que tenemos ya los tres infinitos
en el horizonte del cuadrilatero o loseta basicay
que ahi es donde queremos refinar.

Es muy facil, se traza la otra diagonal que nos da
un nuevo punto de fuga D’ en el horizonte y que
pudo haberse utilizado para extender la cuadricu-
la. Pero este trazo también nos da el centro de la
loseta.

De ahi, se trazan nuevas lineas “horizontal” y
“vertical” (@ H y a V) que parten al cuadrilatero
en sus cuatro semejantes de la mitad del tamano.

Se puede refinar aiin mas trazando una nueva
diagonal para encontrar otro punto central, y de
él dos nuevas lineas del siguiente nivel de refina-
miento de la cuadricula.

Con esto, se obtienen nuevos puntos de inter-
seccion que permiten extender este nivel.

Y se puede usar a cualquiera de los dos tipos de
diagonales para acceder a nuevos niveles de refi-
namiento.

Queda claro, entonces, que se puede refinar la
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cuadricula tanto como se quiera en cualquier re-
gion del plano.

Pero lo que queremos remarcar es que el an-
damio de paralelas (o cuadricula) para el dibujo
se puede hacer tan extenso y tan preciso como se
quiera, mientras que en la linea horizonte lo tnico
que aparece o hemos usado son cuatro puntos. Lo
que llamaremos una cuarteta armonica.




21.2. Construccion del cuarto armonico

Antes de dar la construccion, conviene estable-
cer notacion que nos permita hacer mucho mas
precisos y claros nuestros argumentos, que respe-
te aquel eshozo de dualidad en el Plano Desargue-
siano que senalamos en (§1.3.3) y que, a la vez, sea
natural de generalizar. Por lo pronto, sera muy im-
portante para el ejercicio con el que cerramos este
apartado y que “dualizara” la nocion de armonia a
lineas concurrentes.

Hasta ahora hemos denotado con letras
maylsculas a los puntos: mantendremos es-
ta practica. Cuando haya que dar nombre a
una linea, usaremos letras minlsculas como
a,b,c,...,4...,x,y,z. Para la relacion de
incidencia, vamos a usar el simbolo &€, que se lee
“esta en”, asi que A € { significa que el punto A
esta en la linea £. Para los planos, usaremos letras
griegas; 7t es la de batalla.

Tenemos ademas dos operaciones. La de “gene-
rar” o de “trazar por” que de puntos nos da lineas
y la de “cortar” o “tomar la interseccion” que de
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lineas nos da puntos. Para ser parejos, las denota-
remos

Voy A

respectivamente; “cuna” y “pico” se les puede lla-
mar a los simbolos, que se parecen mucho a los de
“union” e “interseccion” (Uy N), pero no es lo mis-
mo “la union” que “la linea generada por” aunque
estén relacionados. Asi que de dos puntos A,B
siempre se obtiene una linea

AVB,

y de dos lineas a y b cuando estan en un mismo
plano se obtiene un punto

a/\b.

Si nos ponemos necios, hay que especificar que asi
sucede cuando son distintos los ingredientes; y si
por alguna razon resultan ser iguales, el resultado
de la operacion es él mismo (e,g, AVA =A).

Y ahora si, pasemos a lo barrido:



Construccion del cuarto armoénico.

Consideremos tres puntos colineales. Sean Ay
B los dos de ellos que controlan la recta en cues-
tion y sea X el tercer punto, variable en la linea. El
punto armoénico de X respecto a A, B (que llama-
remos Y,y que también vive en la linea AV B) se
construye de la siguiente manera:
Paso 1. Sea O un punto cualquiera fuera de la linea
AV B;ysea P un tercer punto en la linea OV X.
Paso 2. Por los puntos que tenemos se pueden tra-
zar cuatro nuevas lineas, y sus intersecciones defi-
nen dos nuevos puntos. A saber,

Q=(AVO)A(BVP)
y R=(AVP)A(BVO).

Paso 3. Se traza la linea QR que, al intersectarla
con la recta original A\ B, da al cuarto arménico:

Y=(AVB)A(QVR).

En otras palabras, una cuarteta de puntos en una
linea es una cuarteta armonica, si afuera existe un
cuadrangulo (o loseta) que tiene a la linea como
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horizonte y con la cuarteta de puntos como sus
puntos basicos (en dos de ellos concurren pares de
lados opuestos de la loseta y los otros dos estan en
donde la cortan las diagonales). Lo que acabamos
de ver es que dados tres de los puntos, se puede
construir a un cuadrangulo exterior para encontrar
asi al cuarto armonico; el que completa a la terna
para hacer una cuarteta armonica.

Para alguien que ve esta construccion sin las ex-
periencias visuales del Capitulo 1, resulta sorpren-



dente que al movera Oy a P: el punto Y se quede
quietesito en su lugar. Lo que nos indican aque-
llas construcciones y la del refinamiento, es que
los puntos auxiliares O y P solo definen el tama-
no y la posicion especificos de un cuadrado den-
tro de una cuadricula (cuyas direcciones basicas ya
estan definidas en el horizonte); y entonces, como
las proporciones se mantienen, la segunda diago-
nal (que da al cuarto armonico) no debe moverse.

Pero también se puede argumentar al revés. Que
las construcciones de cuadriculas hayan funciona-
do tan facil, tan bien y sin ambigiiedades (que las
lineas que se van trazando siempre pasan puntua-
les por los puntos por donde deben pasar); se de-
be a que hay una buena nocion de armonia. Eso
es lo que, sin recurrir a las cuadriculas, demostra-
remos en la siguiente seccion: que la construccion
del cuarto armonico no depende de los puntos au-
xiliares; y por lo tanto, que al fijar un horizonte si
existe una buena nocion de semejanza de parale-
lepipedos; entonces, movera Oy a P es como via-
jar entre ellos.

Lo que si debemos senalar antes de pasar a esa
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demostracion basica, es que la definicion del cuar-
to armonico se extiende bien para X en toda la rec-
ta. Cuando X se mueve, Y se mueve (y “armonica-
mente”, vale ahora el calificativo) en la direccion
opuestay se cruzan puntuales en Ay en B. Es de-
cir: A,B,B,By A, A B, A son cuartetas armoni-
cas pues ahi (cuando X = B o X = A), la cons-
truccion se colapsa correctamente (en el sentido
de que algunos puntos y rectas se identifican, pe-
ro las definiciones funcionan bien). Y también hay



que remarcar que la nocion de armonia necesita
al Plano Desarguesiano para expresarse con plena
nitidez:

Al mover a X de estar cerca de B a estar cerca
de A (al recorrer el segmento de B a A), su armo-
nico Y recorre lo de afuera en la linea AV Byen
alglin momento cambia de lado: ahi es cuando usa
al punto ideal de la recta. Mas precisamente:

Cuando X es el punto medio entre A y B,
su armonico Y esta en el punto ideal o al
infinito de la recta A\ B.

EJERCICIO. Haz una construccion del cuarto arménico en
el que los puntos auxiliares con los que se empieza no
son colineales con X sino con A o equivalentemente,
con B.

EJERCICIO. Adecua la construccion del cuarto armonico
(usando al ejercicio anterior) para construir la paralela
a la recta AV B que pasa por un punto Q fuera de
ella, usando la herramienta euclidiana que da el punto
medio.

EJERCICIO. Y al revés, construye al punto medio de dos
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puntos dados, usando la herramienta de paralelasy la
construccion del cuarto armonico.

EJERcCICIO. Desarrolla la construccion dual a la del cuar-
to armonico. Se empieza con tres lineas concurrentes
(en vez de tres puntos colineales), a,b y x. (Como en
ProGeo3D las lineas se definen con dos puntos libres,
podemos llamar A, B, X a los tres puntos que definen
a las tres rectas junto con un punto L, que seria el dual
de lalinea { = AV B, como en la figura siguiente). Des-
pueés, sigue paso a paso la construccion del cuarto ar-



monico, cambiando en cada formula maydsculas (pun-
tos) por mintsculas (lineas); \V (cufias) por /\ (picos)
y “ser colineales” por “ser concurrentes”. El resultado
de la construccion debe ser una linea y que pasa por
L. Juega con la construccion y observa las propiedades
duales del cuarto armonico.

Figura 2.1: El principio de la construccion.

Asi que también hay una nocion de armonia pa-
ra lineas concurrentes.

48

2.2. Principios basicos

El objetivo de esta seccion es demostrar los pri-
cipios basicos que sustentan a la armonia. Al pri-
mero de ellos lo [lamaremos “Teorema Armonico”
pues establece que la nocion de armonia esta bien
definida. El segundo, senala que su relacion con las
proyecciones es entranable; las dos demostracio-
nes son como hermanas. El tercero, es la elegante
simetria que ostenta la armonia; y para cerrar la
seccion vemos una aplicacion que la incorpora a
nuestro entorno cotidiano.

2.21. Teorema Armonico

Teorema 1 (Armonico) La construccion del cuarto
armonico no depende de los puntos auxiliares.

Demostracion.  Consideremos una construccion
del cuarto armonico con los mismos elementosy la
misma notacion de la seccion anterior, pero ahora,
pintada toda de azul.
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Debemos demostrar que si hacemos otra cons-
truccion, con distintos datos (ahora con nombres
primados y de color rojo), llegamos al mismo pun-
to Yen larecta AV B.

Lo haremos en dos casos.

El primer casoy que es el principal, es cuando el
punto O’ con el que empezamos la segunda cons-
truccion esta en un plano diferente del que pode-
mos llamar el plano azul en donde se hizo la pri-
mera construccion.
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Esta es la primera vez que usamos una escena
tridimensional; y aunque muchas veces nos hemos
referido al espacio, todas las figuras que hemos
usado han sido planas.

ProGeo3D tambieén tiene la posibilidad de traba-
jar en 3 dimensiones. Y para ver que algo dibujado
en una pantalla esta en 3D se necesitan dos cosas:
que esteé con buena perspectiva (una proyeccion al
lienzo desde un punto, llamado la camara) y que
se mueva rigidamente lo suficiente. Pues si se esta
moviendo, nuestro cerebro sabe muy bien interpre-
tar los cambios relativos en las imagenes como si
fueran causados por la tridimensionalidad del ob-
jeto. “No es que la distancia de A a B esté cambian-
do” —presupone de acuerdo a su experiencia- “es
que ambos estan girando rigidamente junto con to-
do lo demas, y entonces uno se mueve detras del
otro”, concluye. Y de hecho nuestro cerebro nos ha-
ce, y casi nos obliga a, verlos asi.

...aqui sigue un “tutorial” ;quiza video? de las
particularidades 3D de ProGeo3D.

Regresando a nuestra demostracion, teniamos
como primer caso que los planos (AV BV O)
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y (AV BV Q') son distintos. Donde denotamos
al plano que generan tres puntos, con cunas, V,
en concordancia con como ahora denotamos a las
rectas (“lo que generan .. es lo que significa V).

La idea de la demostracion es encontrar a un
punto desde el cual no se distingan las construc-
ciones; descubrir por ahi a un “voyeur tuerto” que
las confunda.

Puesto que las lineas auxiliares O\V Py O’ \/ P’
se intersectan en el punto X, son coplanares. En-
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tonces, las lineas OV O’y PV P’ se tienen que
intersectar: ese es nuestro “voyeur”. Sea

V=(0OVO)A(PVP);

es tal que no distingue a O de O’ nia P de P'.
Falta ver que V no distingue a la construccion

azul de la roja; que la proyeccion del plano azul

en el plano rojo desde el punto V, manda a una

construccion en la otra; o bien, que prendiendo un

foco en V una es la sombra de la otra.
Consideremos los planos

AVOVO' y BVPVP.
Ambos contienen a V pues esta en las rectas
OVvO' y PVP.
Ambos contienen a Q, pues
Q=(AVO)A(BVP);
y también contienen a

Q' =(AVO)A(BVP).



BT~ $ K Q@ 9A0X

Por lo tanto, estos tres puntos (V, Q y Q') estan
en la linea de interseccion de los dos planos; y en-
tonces V tampoco distingue a Q de Q’. De manera
analoga se prueba que V, Ry R’ estan alineados.

Asi que a los Gltimos trazos en los planos azul
y rojo, V los ve como idénticos; ambas construc-
ciones concluyen con que el cuarto armonico de X
respectoa A, B es lainterseccion de la linea AV B
con el plano

VVQVR=VVQ VR.
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Queda el caso en que los puntos auxiliares O
y O’ son coplanares. Pero se sigue facilmente to-
mando un tercer punto O” fuera de ese plano y
por el caso anterior, la construccion coincidira con
ambas. [l

2.2.2. Invarianza bajo proyecciones

Una ligera variante de esta demostracion, da
que:

La proyeccion de una cuarteta arménica
es también una cuarteta armonica.

Para verlo, consideremos a unaterna colineal de
puntos

A,X,B

y a su proyeccion desde un punto V en una linea-
lienzo en donde sus imagenes seran primadas; es
decir, se proyectan respectivamente en los puntos

Al X\ B



Y todo esto sucede en un plano que llamaremos 7t.
Queremos demostrar que el cuarto armonico Y en
la linea-fuente se proyecta desde V también en el
cuarto armonico Y’ de sus primados en la linea-
lienzo.

A diferencia del caso anterior, el voyeur es aho-
ra un invitado distinguido entre los datos. Pero
la idea es la misma, utilizar la tercera dimension,
aunque lo que ahora debememos escoger con cui-
dado es a los puntos auxiliares para que V vuelva

8BH~ H K QA HAOX
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a confundir las construcciones.

Sea O cualquier punto fuera de 7t y entonces
escogemos a O’ en la linea VVVO.Y para un punto
P € OV X (recuérdese, € es “ser elemento de”) ya
tenemos que definir

P'=(VVP)A(O'VX).

Entonces, e igualito que en la escena anterior,
usando a dos planos se demuestra que cada pun-
to que se construye en un “piso”, queda en pers-
pectiva desde V (es decir, alineado con V) con el
analogo del otro piso.

Asi que, de nuevo, el Gltimo trazo de ambas
construcciones queda dentro de un plano por V.
Y su interseccion con el plano 7t es la linea que
debiamos exhibir. Ul

Al final del capitulo anterior, en la escena de la
casita, dejamos en el aire a la pregunta de como
se encontro el punto medio de uno de sus lados
para subir ahi el techo. Se puede hacer con tra-
zos de lineas diagonales, pero con la teoria que ya
tenemos, podemos contestar que debe de ser el



armonico del punto de fuga respecto a los extre-
mos de ese lado de la casita. Pues se trata de una
proyeccion, éstas preservan armoniay en el “mun-
do real” el punto medio es armonico del punto al
infinito que se proyecta en el punto de fuga.

EJERcICIO. Divide en cuatro partes iguales al otro lado
de la casita. Puedes usar la herramienta “Armonia” con
la que primero seleccionas a un punto (con un click) y
después a una pareja (arrastrando al primer punto ha-
cia el segundo) para obtener al cuarto armoénico.

2.2.3. Simetria de la armonia

Aunque a veces hablemos de “cuartetas armo-
nicas” a la ligera, debe quedar claro que se trata
de una simplificacion; de economia en el lenguaje.
Pues en realidad, la nocion de armonia se refiere
a dos parejas -y lo que se sobreentiende es que la
cuarteta ya viene partida en dos mitades.

En los ejemplos anteriores (que respetan la no-
tacion de la primera construccion) A y B son una
pareja mientras que Xy Y forman la otra. Esto si
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queda bien explicito al decir “Y es el armonico de
X respecto a A y B”. En esta frase, como en la
construccion del cuarto armonico (que tenemos en
pantalla) es claro que el papel que juegan Ay B es
simétrico; es decir, si cambiamos el nombre a los
puntos y seguimos a ciegas la receta, llegamos a
lo mismo (aunque en el camino algunos nombres
auxiliares se intercambien). Pero en la otra pareja
no es asi: X fue dato y su armonico Y salio como
resultado. Sin embargo, es facil ver que al dara 'Y



como dato, escogiendo adecuadamente a los pun-
tos auxiliares, el mismo cuadrilatero externo de la
construccion, nos regresa a X. Asi que dentro de
esa pareja también hay simetria; y es correcto de-
cir“X'y Y son armonicos respectoa A y B”, sin que
en ninguna de las parejas haya un orden preesta-
blecido.

Lo que no se sigue de la construccion, y vamos
a demostrar ahora, es que la armonia también es
simétrica respecto a las parejas. Es decir, que:

Si Xy Y sonarménicos respectoa A y B,
entonces A 'y B son arménicos respecto
aXyy.

Demostracion. Consideremos una construccion
del cuarto armoénico Y, de X respecto a A y B.

Sea C el punto de interseccion de las dos dia-
gonales (verdes).

De C podemos trazar lineas a A y a B, las ama-
rillas. Que, al cortarse con las lineas del cuadrila-
tero exterior (las azules), nos dan cuatro nuevos
puntos: los colorados.
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Al dibujar las cuatro lineas (moradas) que que-
dan por trazar entre los puntos colorados, resul-
ta que van y le pegan por parejas a Xy a Y. Es-
tas alineaciones de tres puntos, o co-incidencias,
no son casualidad o cuestion del dibujo: son con-
secuencia del Teorema Armonico. Por ejemplo, la
linea morada de arriba que pasa por Y, hace pre-
cisamente eso pues el pequeno papalote del que
es diagonal es el que surge de la construccion del
cuarto armonico al arrancarla con Cy P como au-



xiliares en vez de con O y P como se hizo original-
mente.

De manera analoga, se obtienen las otras tres
co-incidencias usando a los otros tres papalotitos
en que se partio el papalote original.

Al borrar las primeras lineas (azules y verdes), la
configuracion demuestra que A y B son arménicos
respectoa Xy Y como queriamos. [

A esta configuracion completa ya la habiamos
visto en la escena de movimientos hiperbolicos
(§1.2.3) y la volveremos a ver. La llamaremos la con-
figuracion 13-13 pues tiene 13 puntos y 13 lineas y
mucha simetria.

2.2.4. Sucesiones armonicas

Para terminar esta seccion de principios basi-
cos, queremos subrayar que los efectos de la ar-
monia estan muy presentes en nuestro mundo vi-
sual cotidiano.

Llamaremos sucesion armonica a la proyeccion
de una sucesion de puntos equidistantes en una
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lineay el nombre que hemos usado quedara claro
en la construccion. Pero esto implica que nuestro
mundo visual esta lleno de ejemplos: como vemos
los postes en una avenida, las ventanas en un edi-
ficio, los barrotes en una reja y, por supuesto, el
ejemplo paradigmatico: los durmientes de una via
de tren en el desierto.

Si un pintor nos da una linea con tres marcas,
digamos que son 0, 1y 2, que estan en donde se
ven tres puntos equidistantes en una linea, enton-
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ces con la armonia y las propiedades que hemos
deducido de ella, se determina en donde, en qué
puntos, se deben dibujar el resto de los nimeros
enteros; y es una sucesion armonica.

Primero, el infinito (o punto de fuga de la pro-
yeccion de esa linea), 0o, debe ser el armonico del
1 respecto al Oy el 2. Pues el T es el punto medio
entre el Oy el 2 y las proyecciones preservan ar-
monia. Notese que en la escena se uso como punto
auxiliar para la construccion del cuarto armonico
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al punto ideal en la direccion perpendicular a la
recta (nos garantiza que esta afuera y lejos).

Con el infinito ya determinado en la linea; el 3
debe ser el armonico del 1 respecto a 2 e 0o, pues
el 2 es el punto medio entre el Ty el 3.

La sucesion se puede prolongar tanto como se
quiera en las dos direcciones pues

n—I,nn+1,00

es una cuarteta armonica para cualquier entero n.

Hay que notar que las cuadriculas del capitu-
lo anterior estan llenas de tramos de sucesiones
armonicas, asi como el mundo moderno que nos
rodea también lo esta.



2.3. Reflexiones Armonicas
Terminamos este capitulo acercandonos de
nuevo al tema de los movimientos geomeétricos. Se
puede pensar al efecto final de un movimiento co-
mo una transformacion de un cierto conjunto (o
espacio) en si mismo. Y aunque no se pueda lle-
gar a ella por un movimiento continuo, sino que
su efecto esta alli de golpe y porrazo; el ejemplo
mas comdn y mundano es la reflexion en un es-
pejo. Resultdo ademas que la generalizacion mate-
matica de estas transformaciones geométricas ad-
quirieron en el siglo XX una gran importancia teo-
rica. En esta Gltima seccion veremos que se puede
considerar a laarmonia como la version unidimen-
sional de una reflexion en ese sentido abstracto y
que, a la vez, generaliza muy limpia y nitidamente
a las reflexiones de nuestro mundo, o euclidianas.

2.31. Definiciones

En el mundo real, llamamos reflexion al efecto
de un espejo:
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“Un plano que actla sobre los puntos
del espacio mandandolos del otro la-
do (de ese plano) de tal manera que un
punto y su imagen estan siempre a la
misma distancia del espejo.”

Por supuesto, esto no es estrictamente cierto.
Estamos claros que lo que hace un espejo real es
simplemente reflejar los rayos de luz. Pero lo ha-
ce con tal orden y exactitud que nuestro apara-
to perceptivo reconstruye objetos perfectamente
plausibles y coherentes, aunque inexistentes mas
que como imagen. Sabemos que no actlia sobre to-
do el espacio sino sobre un solo lado del espejo
y ademas, apenas sobre un subconjunto pequeni-
to (tipicamente un bafno). Sin embargo, la abstrac-
cion matematica de una reflexion, lo que entende-
remos de aqui en adelante por reflexion, si actla
sobre todo el Espacio Euclidianoy de la misma ma-
nera: preservando distancias, se intercambian los
dos lados de un espejo, que ahora es un plano en
toda su extension y magnitud.

Otra manera de describir el efecto de una refle-



xion es considerar al haz de lineas perpendiculares
al espejo: cada una de ellas se voltea, se refleja, en
su punto de interseccion con el espejo. Si nos re-
incorporamos al Espacio Desarguesiano, este haz
de lineas es el haz concurrente en un punto ideal y
en cada una de éstas lineas, la transformacion es
el apareamiento de armonia respecto a ese pun-
to ideal (en el infinito) y el punto en el que corta
al espejo; pues el punto medio entre cada punto-
fuente y su punto-imagen esta en el espejo.

Llamaremos reflexion arménica a la generaliza-
cion natural de esta idea:

Dado un plano 71, que llamaremos el es-
pejo, y un punto C fuera de 7t, que lla-
maremos el centro, la reflexion armoni-
ca que determinan 7ty C es la transfor-
macion que a cada punto X le asocia el
punto X’ que es arménico de X respecto
a Cy el punto en que la linea (CV X)
intersecta a 7t.

Por supuesto, esta definicion también tiene sen-
tido en un plano cuando el espejo es una linea e
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que no contiene al centro C -es lo que tenemos
en la figura, con el espejo e en negro. (La cuarteta
C,X,(CV X)Ae,X es armonica para cualquier
X). Ademas, una reflexion armonica en el espacio
se restringe a la correspondiente reflexion armo-
nica en los planos que pasan por el centro con es-
pejo en la linea de interseccion. Y en las lineas que
pasan por el centro es el apareamiento de armo-
nia, pensado ahora como transformacion de una
linea en si misma: fija dos puntos e intercambia



los dos segmentos en que éstos la parten; tipica-
mente, uno de ellos tiene al punto medio y el otro
al punto ideal.

Las reflexiones euclidianas son entonces las re-
flexiones armonicas (en la extension Desarguesia-
na correspondiente) respecto a un espejo (linea o
plano dependiendo del ambiente considerado) y
cuyo centro es el punto ideal asociado a (o al infi-
nito en) su direccion perpendicular. Asi, el espejo
se vuelve la mediatriz entre cualquier objeto y su
imagen.

Por otro lado, si en el plano tomamos como es-
pejo a la linea al infinito, la reflexion armonica es
la rotacion de media vuelta (180 grados) alrededor
del centro; y, en el espacio de 3 dimensiones, con
el espejo en el plano al infinito se obtiene la inver-
sion antipoda (o central) en el centro.

En general, una reflexion armonica cualquiera se
ve como estos dos ejemplos bien acoplados. Cer-
ca del espejo se ve como una reflexion y cerca del
centro como una inversion central (juegue con X
en la figura para observar este comportamiento);
en particular, deja fijos (en su lugar, sin mover) a
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cada uno de los puntos del espejo y al centro.

La simetria de la armonia implica que si aplica-
mos una reflexion arménica dos veces todo regre-
sa a su lugar. Como funcion es su propia inversa
que es lo que se llama una involucion. Y ademas,
veremos a continuacion que cumple la propiedad
basica que las transformaciones geometricas de-
ben cumplir.



2.3.2. Lineasvan en lineas

Proposicion 1 Una reflexion arménica manda li-
neas en lineas.

Demostracion. Consideremos a la reflexion armo-
nica en un plano con centro Cy espejo e.

Puesto que sera un personaje central, conviene
ponerle nombre a la transformacion, la llamare-
mos p (léase “rho”). Y sea £ una linea cualquiera.
Queremos demostrar que la imagen de { bajo p,
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que denotaremos {- p (se puede leer “{ punto p” o
“f bajo p”), que es el conjunto de todas las image-
nes de puntos en { bajo p, también es una linea.

Si la linea £ es el espejo e, se queda fija punto
a punto y no hay nada que demostrar (e = e - p).
Supongamos entonces que

P=eANl

es un puntoy podemos considerara un nuevo pun-
to X € {, de tal manera que { =PV X.
Sea X’ la imagen de X bajo p, esto es,

X =X-p.

Vamos a probar que si definimos ¢’ =P\ X/, en-
tonces
U=Cp

para concluir con la demostracion (a la linea ¢, p
la manda en la linea {').

Esto es facil de ver, pues si consideramos cual-
quier otro punto Y € £y definimos

Y =(CVY)A(PVX)=(CVY)AL,



obtenemos dos cuartetas alineadas y en perspec-
tiva desde P; es decir, P proyecta a una en la otra.
Por la definicion de p, una de ellas es armonica
(C,X,e A (CVX), X)),y por lo tanto la otra (aso-
ciada a Y) también lo es. Y esto implica que

Y=Y-pel p;

asique ' =¢(-p.
De hecho, y esto sera usado después, obsérvese
que p actia como la proyeccion desde el centro C
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entre la linea { y su imagen (.

También hay que remarcar que la cuarteta de li-
neas C\V P, L, e, (' es una cuarteta arménica de li-
neas concurrentes en P = e/\{ segln la definicion
del Ejercicio xxx.

Hemos supuesto -implicitamente por las
figuras- que C ¢ {, pero en el caso en que C € ¢,
la recta se queda fija como recta, pues p es una
reflexion armonica ahi.

Finalmente, para el caso de una reflexion armo-
nica en dimension 3, la argumentacion se restringe
al plano C\V £ con espejo en la linea de intersec-
cion con el espejo, y este es el caso que acabamos
de ver. [

Configuracion del cuadrangulo
extendido (y grupos)

2.3.3.

Las reflexiones armonicas son cruciales para ex-
plicar la existencia de las curvas armonicas. Muy
en particular, lo seran los ejemplos que surgen de
la configuracion del cuadrangulo extendido, que



aunque ya hemos visto en diversos contextos, nos
conviene tratarla con mas precision y en si misma.

Un cuadrangulo son cuatro puntos coplanares
en posicion general (es decir, ningunos tres de
ellos colineales) y que a veces llamaremos esqui-
nas. Entre ellos, se pueden trazar seis lineas. Es-
tas se dividen naturalmente en tres parejas, que
[lamaremos opuestas, y que tocan a las cuatro es-
quinas. Pintando a las seis lineas con tres colores,
este apareamiento queda muy claro; por cada pun-
to original pasan lineas de los tres colores.

Cada par de lineas opuestas se corta en un nue-
vo punto, que resulta natural pintar con el color
correspondiente. Y estos tres puntos definen un
triangulo a cuyos lados conviene asignar el color
del vértice opuesto.

Asi, tenemos un nuevo triangulo que llamare-
mos el triangulo derivado. Con él, se completa una
configuracion que tiene 7 puntos y 9 lineas: la que
denominamos configuracion del cuadrangulo ex-
tendido.

Antes de seguir adelante, conviene abrir un pa-
réntesis de terminologia. En la primera construc-
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cion del libro arrancamos con lo que [lamamos
una loseta, que ahora podemos definir como un
cuadrangulo junto con un punto distinguido en
su triangulo derivado. Esto es lo que determina
que su horizonte esté bien definido como el lado
opuesto en el triangulo derivado. Y, en ese enton-
ces, representamos a la seleccion de este punto
con algo mundano como “colorear la loseta”, pues
hubiera sido imposible abordar estos detalles téc-
nicos en aquel momento.



Los tres puntos del triangulo derivado corres-
ponden a los posibles ordenes ciclicos de la
cuarteta de puntos. También, hemos sido un poco
ambiguos en el uso de los términos “cuadrangulo”,
“cuadrilatero” y “loseta”. Pero ahora ya podemos
precisar: un cuadrangulo son cuatro puntos en po-
sicion general; un cuadrilatero son cuatro lineas
en posicion general (ninguna tercia concurrente).
Y entonces una loseta son los dos juntos: cuatro
puntosy cuatro lineas que dan un orden ciclico (en
puntos y lineas) y que dejan fuera a un par de li-
neas opuestas del cuadrangulo (las diagonales de
la loseta que se cortan en el punto escogido).

Regresemos a la configuracion del cuadrangu-
lo extendido. Obsérvese que cada linea derivada
corta a las dos lineas originales de su mismo co-
lor en dos nuevos puntos que naturalmente here-
dan color -les llamaremos “puntitos” para distin-
guirlos de los “originales” y los “derivados”. No es
dificil comprobar -y sin necesidad de ningln tra-
z0 nuevo- que cada una de las nueve lineas tiene
ahora a una cuarteta armonica de puntos.

Si el lector pensd en ese “no es dificil compro-
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bar que..”, y se convencio rapido, seguro que uso
un argumento de simetria: no hay que ver nueve
casos sino unicamente dos. Pues hay dos tipos de
lineas, las “derivadas” (3) y las “originales” (6). Lo
que queremos describir ahora es que esa simetria
logica (en qué paso de la construccion aparecio),
también se expresa de manera geomeétrica.
Consideremos a las reflexiones armonicas con
centro en un vértice del triangulo derivado y espe-
jo en su lado opuesto, que identificaremos con un



color.

Para experimentar con el efecto de estas tres
transformaciones, hemos incorporado a un punto
libre X (en gris) y a sus tres reflejados arménicos
con el color (tenue) correspondiente; y ademas los
unimos con segmentos a X para identificar visual-
mente su procedencia.

Al llevar X a los cuatro puntos-esquina, se ve
que las tres reflexiones los permutan: intercam-
bian -o transponen- a las dos parejas en las lineas
del color correspondiente (pues las cuartetas en
esas lineas son armonicas).

Y se puede observar algo mas:

La composicion de dos de las reflexiones da a
la tercera; por ejemplo, primero aplicar la roja a
X para después aplicarle la verde al resultado, da
lo mismo que aplicarle la azul a X. Esto es cierto
para las cuatro esquinas del cuadrangulo aunque
es cierto en general y lo demostraremos después.

Tenemos entonces lo que se llama un grupo de
transformaciones. Si al conjunto de las tres refle-
xiones le ahadimos la identidad (la transformacion
que no hace nada, que deja a todo mundo en su
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lugar y que en el dibujo, su efecto en X esta re-
presentado por X mismo), se tiene que cualquier
composicion de un par en el conjunto esta ahiy
que también estan ahi todas las transformaciones
inversas —que en este caso son ellas mismas.

Pero este grupo de orden (o tamano) 4, todavia
no incluye a todas las simetrias geométricas de la
configuracion, solo a aquellas que preservan la co-
loracion. Sin embargo, alin hay mas.

Consideremos la reflexion armonica con centro



en un puntito rojo y espejo en la linea roja que
no lo contiene. Su efecto en las cuatro esquinas es
que las dos que estan en el espejo se quedan en su
lugar pero las dos de su lado opuesto se transpo-
nen. Como los cuatro puntos que dan lugar a ella
se permutan, toda la configuracion es invariante,
aunque se muevan internamente sus elementos;
en particular, en el ejemplo transponen color to-
dos los elementos verde y azul.

Como se pueden obtener de manera analoga
(variando el color y el espejo), las 6 transposicio-
nes simples de cualquier par de los cuatro puntos-
esquina originales, entonces se puede lograr cual-
quier permutacion de ellos componiendo a estas
reflexiones armonicas. Y permutaciones de 4 ele-
mentos hay 24. Asi que componiendo a las reflexio-
nes armonicas que hemos senalado, se obtiene un
grupo de transformaciones de orden 24 en el que
ya no todas ellas son reflexiones armonicas.

Antes de demostrar el hecho que enunciamos
sin demostrar, debemos notar que estamos a un
paso de la configuracion 13-13 que ya habiamos
mencionado y usado en la prueba de la simetria
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de la armonia. El Teorema Armonico implica que
los seis puntitos se alinean en ternas tricolores pa-
ra dar cuatro lineas (grises).

EJERCICIO. Es un buen ejercicio de dualidad ver que si
con este Gltimo cuadrilatero (cuatro lineas en posicion
general) se desarrolla la construccion dual, se obtiene
exactamente la misma configuraciony el Gltimo paso es
encontrar los cuatro puntos originales donde concurren
tres rectas de distinto color.

Lo que quedamos de demostrar conviene verlo



en general (el caso que nos interesaba es aplicar
el siguiente lema al triangulo derivado).

Lema 1 (Triangulo Armonico) Sean A,B,C tres
puntos no colineales. Entonces la reflexion armo-
nica con centro en A y espejo en BV C sequida
de la reflexion arménica con centro en B y espejo
en CV A es la reflexion arménica con centro en C
y espejo en A\ B.

Demostracion. Sea X un punto cualquiera en el
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planoy sea X (respectivamente, X ) el reflejado
armonico de X con centro A y espejo BV C (res-
pectivamente, con centro By espejo C\VVA).Vamos
a demostrar que X5 y Xg son reflejados armoni-
cos con centro C y espejo AV B, y el enunciado
del lema se sigue cambiando los nombres de B y
de C.
Si llamamos

A'=(AVX)A(BVC)
y B'=(BVX)A(CVA),

entonces la proyeccion desde C de la linea AV X
en la linea BV X manda a la terna

A,X,A’ enlaterna B',X,B.

Y puesto que las proyecciones preservan armonia,
entonces tiene que mandar a X5 en Xg y por lo
tanto C, X, Xp son colineales.

Falta ver que la cuarteta

(AVB)A(CVXa),Xa,C,Xp



en la nueva linea por C es armonica. Pero esto
se sigue de que es la proyeccion desde A de la
cuarteta armonica B, X, B/, Xg.

O

Hay que notar que si continuamos la escena con
Xc como el reflejado armonico de X con centro C
y espejo AV B, y concluimos con los trazos equi-
valentes a los de la demostracion, llegamos a la
escena anterior que arranco con un cuadrangulo.
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Pero ahora se empez6 con el triangulo derivado
y el punto X es el que da lugar al cuadrangulo
X, Xa,Xp,Xc que se obtiene aplicando las cua-
tro transformaciones de un grupo a un punto cual-
quiera X. Ademas, hemos resaltado con su color
a las tres posibles losetas a las que da lugar esta
cuarteta para que, moviendo adecuadamente a X,
esto quede claro.



Capitulo 3

Curvas Armonicas y Reglados

Uno de los logros mas espectaculares de la ma-
tematica griega fue detectar la importancia de las
curvas conicas, definirlas y estudiarlas. De ellas,
convivimos cotidianamente con las elipses, pues
forman parte de nuestro mundo visual; las vemos
por montones: son los circulos vistos de ladito. Pe-
ro los griegos tuvieron la audacia de incluir en la
misma familia a las parabolas y a las hipérbolas.
Las llamaron curvas conicas pues las definieron co-
mo la seccion, o interseccion, de un plano con un
cono circular. Y ademas, con una profundidad teo-
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rica admirable, demostraron que también se pue-
den obtener intrinsecamente en un plano como lu-
gares geometricos determinados por ciertas pro-
piedades métricas que no viene al caso recordar.

Casi veinte siglos después, Johannes Kepler (1571
-1630) ech6 mano de las elipses para describir las
orbitas de los planetas y cuando Descartes coor-
dinatizo al plano, las curvas conicas resultaron es-
tar asociadas a los polinomios de segundo grado
en dos variables. Pues éstos polinomios definen
curvas en el plano, a las que se llamo de segun-



do orden o de segundo grado y se demostro que
incluian de manera protagonica a las viejas y co-
nocidas curvas conicas.

Sin embargo, para definirlas no se necesita la
nocion de distancia (de la que dependen los conos
circulares o sus definiciones como lugares geome-
tricos) ni de aritmetizar la geometria (para asociar-
las con los polinomios). Se les puede describir con
base en simple incidencia.

En los textos de Geometria Proyectiva se les de-
fine de diversas maneras que resultan ser, por su-
puesto, equivalentes (eso lo probaremos con cui-
dado en la Parte IlI). Nuestra definicion de batalla
—-que damos en este capitulo y es la que usamos
para vislumbrar los porqués de sus propiedades
basicas- esta en el espiritu de la definicion griega
clasica, en el sentido de que usa a la tercera di-
mension para obtenerlas como seccion plana de
ciertas superficies. En nuestro caso, seran las do-
blemente regladas pues éstas se pueden definir
por simple incidencia.

Como no es correcto presuponer cosas que no
se demuestren inmediatamente, aunque a la larga

69

sean ciertas, pues la esencia de las matematicas
es no aceptar hechos como dados hasta que estén
debidamente validados: preferimos cambiarles el
nombre. Las llamaremos “curvas armonicas” moti-
vados por, y en referencia a, su intima y sugestiva
relacion con ese concepto.

Antes de dar nuestra definicion de batalla, dare-
mos, en la primera seccion, una presentacion pre-
via de las curvas armonicas basada en una cons-
truccion muy simple que usa a la armonia como
herramienta. Esta construccion, ademas de apoyar
nuestra terminologia, permitira prever y enunciar
algunas de sus propiedades importantes. Y tam-
bién se presta para relacionarlas con las curvas co-
nicas clasicas.



341. Curvas Armonicas

Usando como herramienta a la armonia, cons-
truiremos una curva que pasa por tres puntosy es
“tangente” a lineas por dos de ellos. Hay que notar
que desde el principio el concepto de “linea tan-
gente” se esta usando, pues viene a la par con el
de curvas armonicas.

La idea de la construccion conduce a enunciar
las propiedades de las curvas armonicas que, a la
larga, pretendemos demostrar. También se presta
para construir los haces envolventes como colec-
cion de lineas tangentes; y para referirse a las cur-
vas conicas clasicas como curvas armonicas dife-
renciadas por la relacion que guardan con la linea
al infinito.

344. Curvas armonicasy polaridad

Construiremos una curva que pasa por tres pun-
tos A,B,Cyestangentealaslineas TVAyTVB
en Ay en B respectivamente. Supondremos ade-
mas, que los cuatro puntos A, B, C, T, de los cua-
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les depende la construccion, estan en posicion ge-
neral (no hay tres colineales).

Sea X € AVB un punto libre (pero restringido a
vivir en la linea) que servira como parametro para
dibujar la curvay, a la vez, como parametro para el
haz de lineas concurrentes en T.

Sea Y el armonico de X respecto a A, B.

Y sea Z el reflejado armonico de C respecto a
Yy TV X, es decir, Z es la imagen de C bajo la
reflexion armonica con espejo T\ X'y centro Y.



Al variar X € AV B, el punto Z se mueve y di-
buja a su paso una curva que llamaremos curva
armonica y denotaremos 6.

(En ProGeo3D se dibuja a €6 usando la herra-
mienta Curva/Familia -la que nos faltaba usar de
Geometria Proyectiva: se selecciona a Z que es el
que dejara rastro —al que se le pone tinta-y se le
arrastra a X que es el punto que se movera en su
pista o carril, que en este caso es la linea A\ B en
donde fue definido).

En la posicion original de los datos, 6 es una
elipse tangente a dos lineas dadas en dos puntos
dados y que pasa por un tercer punto. Pero al mo-
ver los datos geométricos que la definen, se pue-
de convertir en una hipérbola y las transiciones
(cuando los cuatro puntos no estan en posicion ge-
neral) son interesantes.

En esta construccion, se aplico una familia de
reflexiones armonicas (parametrizada por una li-
nea) a un punto fijo C, y se dibujo el rastro. Puesto
que estas transformaciones seran personajes prin-
cipales en lo que sigue, nos convendra ponerles
nombre: sea px la reflexion armonica con espejo
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en XV T ycentroenY, para X € AV B distinto
de A y B. Esta dltima condicion es necesaria pa-
raque Y & XV T (para que el centro no esté en
el espejo) y, efectivamente, px sea una reflexion
armonica. Asi, que la definicion funciona bien pa-
ra X distinto de A y de B, para los dos segmentos
abiertos en que se parte la recta, pero le anadimos
Ay B a %, pues por ahi claramente pasa Z.

Resulta que cada una de estas reflexiones ar-
monicas, px, no solo manda a C en un punto de la



curva (a Z = C- px, que recuérdese, lo leiamos “C
bajo px”) sino que deja invariante a toda la curva
%’; manda a cualquier punto de 6 en €6, que se
puede escribir

€ =% -px.

Para intuir este hecho, trate de mover a C en la
misma curva armonica que esta pintada de ro-
jo en la pantalla; y observe que (mas alla de
las inevitables vibraciones porque %€ depende de
C) Z se mueve como su reflejado armoénico bajo
px con X fija. (Esto se puede ver sin vibraciones
del pulso -pero lo dejamos como ejercicio— con
otro punto variable en AV B, X' € AV B diga-
mos, y aplicandole pxs a Z; es decir, viendo que
Z-px =(C-px)-pxs siempre esta en € al ani-
mara X oa X')

Lo que indica este experimento es que por lo
que funciona o a lo que apunta la construccion,
es que una curva armonica tiene muchas simetrias
de reflexion. De hecho, probaremos a la larga que
tiene tantas como podria uno esperar: cada punto
fuera de ella es un centro y cada linea no tangente,
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un espejo. Pero antes de precisar esta idea con lo
que llamaremos “polaridad”, observemos otra si-
metria de reflexion que surge de la figura: la que
tiene espejo AV B y centro T; la que intercambia
los dos cachetes (arriba y abajo) de €.

Sea Z' el reflejado arménico de Z en el espejo
AV ByconcentroenT.

Al mover, y animar, al punto X (del cual depen-
den Zy Z’), observa como Z' recorre a € en co-
reografia de “espejo” junto con Z. Esto muestra,



experimentalmente, que € es invariante bajo esa
reflexion armonica.

Diremos que lalinea AVVByelpunto T, son “po-
lares respecto a 6" y la otra familia de ejemplos
de “parejas polares respecto a 6" (las que usamos
para el trazo) son, para cualquier punto X € AV B,
la linea XV Ty el punto Y (y aqui ya no hay que
quitara Ay B).

Veremos a la larga que una curva armonica €
induce una polaridad en su plano 7t; es decir, un
apareamiento (o correspondencia 1-1) entre los
puntos vy las lineas de 7t que cumple:

i) Para P € €, su linea polar es la linea
tangente a € en P (y contiene a P).

ii) Si P € ¥, entonces P no esta en su
linea polar y la reflexion armoénica con
centro en Py su linea polar como espe-
jo, deja invariante a la curva 6.

iii) Si P esta en la linea polar de Q, en-
tonces Q esta en la linea polar de P.

Ya hemos dado varios ejemplos de parejas pola-
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res para %, aunque nos falto decir explicitamente
que las lineas TV A y TV B tienen como polos
(dicese del punto polar a una linea) a los puntos
Ay B respectivamente (caen en el caso (i) de las
lineas tangentes).

Para aclarar nuestra situacion logica y la direc-
cion teorica en la que vamos, conviene reconside-
rar y precisar nuestra terminologia.

Llamemos curva-A a una curva que se obtiene
de la construccion anterior —a la que llamaremos



la construccion-A. Estan definidas por dos puntos
con sus tangentes y un tercer punto (en posicion
general). Y dejemos al término curva armoénica co-
mo algo ain sin definir pero que queremos que
cumpla la propiedad de polaridad que acabamos
de hacer explicita. Si tomamos a esta propiedad
de polaridad como definicion, lo que no sabemos
es si existen tales curvas armonicas.

Lo que si es cierto, y dejamos la prueba como
ejercicio, es que si un conjunto € contiene a una
configuracion como la que da inicio a la construc-
cion de una curva-A, y ademas cumple la propie-
dad de polaridad, entonces tiene que ser a fuerzas
esa curva-A. Asi que las curvas-A, son hasta ahora,
nuestros mejores candidatos a ser curvas armoni-
cas. Pero falta un buen trecho que recorrer para
demostrar que las curvas-A tienen una polaridad
en toda la extension de la palabra.

3.1.2. Haces envolventes

Hemos declarado que las familias de lineas tan-
gentes a las curvas armonicas (y que llamaremos
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sus haces envolventes) son tan importantes como
ellas. Pues la propiedad de polaridad depende de
ello. Seria bueno entonces (y abonara en nuestro
optimismo) completar la construccion de curva-A
para que incluya también a su haz envolvente.

Para ello, recarguemos a la construccion de una
curva-A, denotada %, que pasa por un punto C con
tangentes dadas en otros dos puntos A 'y B. Se ob-
tuvo aplicando a C la familia de reflexiones armo-
nicas px con X en AV B distinto de A y B. Para




obtener a su haz envolvente, debemos encontrar
primero a la linea tangente a € en ese punto C.

Esta se obtiene para los valores de Xy Y que
nos dan Z = C. Los hemos denotado Xc vy Yc, vy
son los que hacen que C esté en el espejo de la
reflexion px pues C nunca sera el centro (que vive
en AV B). Primero se obtiene

Xc=(AVB)A(CVT)

y luego Y como su armonico respecto a A, B.
La recta

{=YcVC

es la tangente a € en el punto C. Pues al aplicarle
la reflexion armonica correspondiente (con centro
Yc yespejo TV Xc =TV C) se mantiene (como
recta con el punto distinguido C) en su sitio.

(Para referencia en el siguiente apartado, debe-
mos observar que la otra tangente a 6 que pasa
por Yc,es Yc VD donde D € 6 es el armonico
de C respecto a Xc y T que se obtiene como Z
para X =Yc.)
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Al variar X, si también reflejamos a £ junto con
C, bajo px, obtenemos a la tangente a € en Z; es
decir, como { es la tangente a € en C, entonces
(- px debe ser latangente a € en Z=C - px.

Y para obtener la reflexion de £ bajo px, basta
recordar (de §2.3.2) que su punto de interseccion
con el espejo se queda fijo, y entonces tiene que
ser la linea que va de ahi (de { A (XVT))a Z

Al dibujar la familia de estas rectas con parame-
tro X € AV B se obtiene el haz envolvente a 6. Y




hay que observar que al pasar X sobre la cuarteta
armonica de puntos marcados en la linea AV B, la
tangente a Z pasa sobre las cuatro tangentes que
ya conociamos.

También es ilustrativo preguntarse por la cons-
truccion dual a la original de curva-A.

Para ella, no se nos da un tercer punto C por
donde debe pasar la curva armonica, sino una ter-
cera linea £ que debe ser parte del haz envolvente,
ademasde TV Ay TV B cuyos polos son Ay B
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respectivamente; se nos dan tres lineas y puntos
en dos de ellas.

De nuevo, debemos aplicar la familia de refle-
xiones armonicas px con X € AV B alalinea{(la
morada, controlada por dos puntos). Pero ahora lo
podemos hacer mas inmediato.

Conviene parametrizar a las reflexiones armoni-
cas por su centro Y, en vez de por su espejo TV X.
Pues todas estas reflexiones armonicas intercam-
bian a las lineas T\VV Ay TV B, y al restringirse a
ellas se comporta como si fuera la proyeccion des-
de el centro Y (como vimos en §2.3.2).

Asi que la imagen de £, que llamaremos {y, es
la linea que pasa por los puntos a los que van sus
intersecciones con TV Ay TV B.

Al variar Y, se obtiene el haz envolvente.

Debemos ahora ver que efectivamente es el haz
envolvente de una curva-A.

Se encuentra a C como el armonico de
{/\(AV B) en larecta {, respecto a sus intersec-
cionescon TV Ay TV B.Y, segin lo que hemos
dicho, se tiene que Z (con la nomenclatura de la
curva-A, correspondiente) debe ser el proyectado



de C desde Y en la linea {y. Hemos dibujado su
trazo.

Para corroborar, al menos a vista, que coincide
con la construccion anterior, podemos anadir a X
como el armonico de Y respectoa Ay B,y asu
linea a T en azul. Pero notese que en esta cons-
truccion no se utilizo la herramienta de armonia,
pura incidencia.
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31.3. Laelipse de una loseta

Las curvas conicas clasicas viven en el Plano Eu-
clidiano. Las curvas-A que hemos construido viven
en el Plano Desarguesiano, pues necesitan a la ar-
monia y ésta necesita a los puntos ideales para
estar bien definida. Lo que determina a qué cur-
va conica corresponde una curva-A es como ésta
se relaciona con la linea ideal al infinito:

Si no la toca, es una elipse; si solo la toca en
un punto (es decir, si la tiene como tangente) es
una parabola, y si la corta en dos puntos es una
hipérbola.

Veremos con variaciones explicitas de nuestra
construccion, y al menos visualmente aunque aiin
no formalmente, que este es el caso.

Empezamos con la elipse que define una loseta
y que ya usamos en la construccion de movimien-
tos rigidos (§1.2.2).

Como vimos en (§2.3.3), hay que entender por
una loseta a cuatro puntos en posicion general
junto con un punto de su triangulo derivado, o
bien, junto con cuatro lineas que les dan un orden



ciclico definido..

Sean A, D, B, C los cuatro puntos (en ese orden
ciclico) de una loseta.

Tiene bien determinado su horizonte.

Y sitomamosa T como la interseccion de la dia-
gonal CV D con el horizonte, la curva-A €, que
pasa por A,B,Cyestangentea TVAyTVBes
la que queremos.

Pero en este caso, como ya tenemos trazadas las
lineas de C a Ay a B, dado X € AV B, la cons-
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truccion de Z = C - px, se puede simplificar.
Sidenotamosa=CVA,b=CVByx=TVX.

Entonces
Z=(AV (xAb)ABV (xAa)).

Esun buen ejercicio de construcciones de armonia,
demostrarlo. Aunque se puede mostrar animando
aX.

Mientras el cuadrilatero se mantenga “como lo-
seta” (es decir, convexo y con su orden ciclico), lo
que tenemos es una elipse. Si mandamos al ho-
rizonte al infinito (haciendo paralelos a los lados
opuestos), el centro (donde se cortan las diagona-
les) se va al centro euclidiano de la elipse, cuya
linea polar es la del infinito; pues en general, la li-
nea polar del centro (como punto derivado) es el
horizonte.

Ademas, ésta no es una cuarteta cualquiera en
una elipse, o mejor dicho, en una curva-A. Es una
cuarteta de puntos muy especial y tiene propieda-
des que la hacen calificar para el preciado titulo de
cuarteta armonica en 6. Primero, en la parametri-
zacion que da la recta AV B, viene de una cuarteta



armonica. Segundo (y ésta se puede tomar como
definicion), las tangentes en puntos opuestos (los
pares de la cuarteta arménica) concurren en la otra
diagonal -e.g., las tangentes en A y en B concurren
en CV D.Y tercero: las reflexiones armonicas con
espejos en las lineas AV By CV Dy centros en
los repectivos puntos polares, se comportan en la
curva € justo como las reflexiones armonicas en
la linea AV B que la parametriza, repecto a las
parejas de puntos A, By Xc, Yc.
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31.4. Parabolas

Las parabolas son la parte euclidiana de las
curvas-A que son tangentes a la linea al infinito.

Para construir una parabola siguiendo a la
construccion-A, debemos mandar a una linea tan-
gente al infinito. La que conviene, con la notacion
de la construccion, es la que habiamos llamado
YcVD,yenlaconstruccion de la elipse es la linea
tangente al punto D.




Para lograrlo, dados A, By T no colineales: sean
Xc el punto medio de A, B;y sea C el punto me-
dio de Xc y T. Tenemos entonces que Y¢ (que era
el armonico de X¢ respecto a A,B)y D (que era
el armonico de C respecto a Xc y T) estan en el
infinito. Y por lo tanto, la recta que definen, Yc\VD
-tangente a ¥ en D-, es la del infinito.

A partir de aqui, la construccion es exactamente
la misma. A saber: X € AV B es el punto variable;
Y es suarmonico respecto a A, B; Z es la reflexion
armonica de C respectoa XV Ty Y,y la parabola,
%, es lo que pinta Z al variar X € AV B.

Y efectivamente, la linea paralela a AV B por
C es latangente a € ahi (ambas lineas comparten
el punto al infinito Y¢), y el llamado eje de la pa-
rabola es, mas que una linea, una direccion: la de
la linea T/ C, cuyas paralelas solo cortan a la pa-
rabola euclidiana en un punto (y proyectivamente
todas pasan por el punto D en la linea al infinito).

Hay que observar que se perdio un grado de li-
bertad en la construccion. El punto C ya no es li-
bre (solo dependio la construccion de las tangen-
tes TV Ay TVB en los puntos A y B), pero se
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cambiod por la condicion de que la linea al infinito
fuera tangente.

Otra observacion que vale la pena hacer respec-
to a esta construccion, es lo cerca que esta de uno
de los resultados mas espectaculares de la mate-
matica griega que es la cuadratura de la parabo-
la, debida a Arquimedes. Esta asegura que el area
del sector de la parabola bajo el segmento AB es
4/3 elareadeltriangulo ABC.Y,usando las herra-
mientas punto medio y paralelas, hemos dibujado




dos pasos mas en la iteracion de la construccion
sobre los nuevos segmentos de parabola para in-
dicar una idea de la demostracion.

EJERCICIO. Despues del paso 3, falta trazar una linea y
tomar su familia para construir el haz envolvente co-
rrespondiente. Hazlo.

EJERCICIO. Concluye la demostracion de la cuadratura de
la parabola.

31.5. Hipérbolas

Para construir hipérbolas, mandamos a los dos
puntos A y B al infinito y entonces sus lineas tan-
gentes son las famosas asintotas de la hipérbola, y
T, donde se cortan, es su centro (de nuevo, el polo
de la linea al infinito).

Para controlar la direccion de las asintotas (que
es de lo que dependera la construccion) conside-
ramos dos puntos auxiliares A’ y B’ y entendere-
mos que A y B son los puntos ideales, o al infini-
to, de las lineas TV A’y TV B’ respectivamente.
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Ahora si, C vuelve a ser libre, finito y fuera de las
asintotas.

Nuestro punto variable X € A\ B vive aho-
ra en el infinito, pero lo podemos definir como
el punto correspondiente (alla en el horizonte) a
la linea TV X' con X’ € A’V B’ (es decir X =
(TVX')/A(AVB)).Y entonces, quien varia ahora
es X'.

El armonico Y, de X respecto a A, B es el que
corresponde en elinfinitoa Y’, arménico de X' res-



pecto a A’, B”. En el fondo, estamos identificando
-y controlando- a la linea al infinito {,, = AV B
con la linea A’V B’, a través de la proyeccion des-
de el punto T.

Y como antes, Z es el reflejado armonico de C
respectoa Yy TV X =TV X Cumple entonces
dos condiciones: esta en C\V'Y que es la parale-
laaTVY=TVY que pasa por C;y (por estar
el centro de la reflexion Y en el infinito) el punto
medio entre C 'y Z debe estar en el espejo TV X.

Hay muchas maneras de construir Z. En la
que presentamos aqui, se toma al armonico de
(TVC)A(A'VB') respectoa X', Y’y se toma la
interseccion de su linea por T con CVY.

EJERCICIO. Encuentra la tangente a la hipérbola en C;y
luego, dibuja su haz envolvente. (Hay que recordar que
trazar lineas por puntos en el infinito se hace trazando
paralelas.)

EJERcICIO. Construye al haz envolvente de una hipérbo-
lay a la hipérbola misma, siguiendo a la construccion
dual de haces envolventes y empezando con una linea
tangente dada en vez del punto por el que pasa C.

82




3.2. Superficies regladas

En un espacio de dimension 3, como éste donde
vivimos y estamos trabajando, es una coincidencia,
algo muy especial y raro, que dos rectas se corten
y esto equivale a que sean coplanares. El caso ge-
nérico es que estén en posicion general, es decir,
que no se toquen. Y se dice que tres lineas estan
en posicion general si es que dos a dos lo estan.
Estas ternas de rectas (con las simples relaciones
de incidencia que guardan planos, lineasy puntos)
producen unas superficies que llamaremos super-
ficies regladas. En el mundo euclidiano se llaman
hiperboloides de una hoja o paraboloides hiper-
bolicos,

3.21. Reglados

Para el caso de dos lineas que no se tocan, tam-
bién es correcto usar el término de lineas “genera-
doras”, pues entendemos que “generar” es tomar
a todas las lineas posibles y cualquier punto del
espacio vive en una linea que va de una a la otra.
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Para probarlo, consideremos dos lineas en po-
sicion general, ay b; y sea X un punto que no esta
en ellas.

Por esto Gltimo, aV Xy bV X son planos dis-
tintos pues a y b no son coplanares (notese que
nuestra notacion de usar cunas, V, para “lo que
generan .., la estamos usando ahora para puntos
y lineas, y funciona bien: una lineay un punto fuera
de ella generan un plano).



Por lo tanto,
(=(aVX)A\(bVX)

es unalinea que claramente pasa por Xy, por estar
en ambos planos, tambiéntocaaayab.

Esto demuestra que ay b generan al espacio tri-
dimensional. Pero ademas, podemos ser alin mas
explicitos. Sean:

A=(bVX)ANa€a
B=(aVX)/Abeb;

entonces, X € { = AV B.

En términos visuales, dos lineas son coplana-
res si hay puntos de vista donde se empalman o
confunden. Y esos puntos de vista especiales for-
man el plano que generan. Cuando son generado-
ras nunca se confunden, siempre se ven como dos
lineas, pero vemos que se intersectan en un punto:
ahi, por esa “interseccion visual”, pasa la linea que
asegura el lema para el ojo en cuestion.

Al considerar tres lineas en posicion general (es-
to es, que dos a dos no son coplanares) se van a
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ver, en general, como un triangulo. Pero hay puntos
especiales donde parecen ser concurrentes, esos
puntos de vista son la superificie reglada que ge-
neran.

Definicion. Un reglado, %, es el conjunto de todas
las lineas que tocan a tres lineas en posicion gene-
ral. A los elementos de un reglado dado (que son
lineas) los llamaremos sus reglas.



Construccion de
Hilbert-CohnVossen

3.2.2.

Consideremos tres rectas en posicion general,
a, b, c. Pensemos que son de color rojo para colo-
rear de azul a su reglado transversal, %, que, por
definicion, consiste de todas sus rectas transversa-
les, es decir, que tocan a las tres. La construccion
que haremos a continuacion aparece en las prime-
ras paginas del libro Geometria e Imaginacion de

EHA $ K Q@ OAOdX
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David Hilbert y Stephan Cohn-Vossen, y como ahi
no dan crédito a nadie, nosotros se la achacamos
a ellos.

Dado un punto A € a, se toma al plano que ge-
nera con la linea b y se intersecta a éste con la
linea ¢, para darnos un punto que llamamos C. Es
decir,

C=(AVDb)Ac.

Lalinea AV C esta en el reglado transversal £,
puestocaalastreslineas:aaenA,acenCyab
en B=(AV C)/Ab que es un punto pues ambas
rectas estan en el mismo plano AV b.

Alvariar al punto A portodo lo largo de la linea
a, laregla AV C, barre una superficie reglada .

Otra manera de verlo es con la observacion del
apartado anterior, pues implica que por cualquier
punto en una de las rectas, a, b, c, pasa una tnica
linea que toca a las otras dos, asi que el reglado £
se puede parametrizar por cualquiera de las tres



rectas:

#={(bVA)A(cVA)|AE€a)
—{(cVB)A(aVB)|Bebl
—{(aVC)A(bVC)|Cec).

tal manera que es correcto pensar que un regla-
do es una “linea de lineas” y al juntarlas, o dibu-
jarlas, geométricamente se obtiene una superficie
que, como ya mencionamos, es muy probable que
el lector asocie con el nombre de hiperboloide de
una hoja (el paraboloide hiperbdlico es un caso
muy particular). Y también la intuicion de lo que
vemos es correcta: si vemos la figura de lado (o por
fuera, podriamos decir), el contorno es una hipér-
bola; pero si la vemos en su interior (por las bocas)
vemos elipses.

3.2.3. Axioma del Equipal

Teniendo tanta regla azul (toda una linea de
ellas), se antoja tomar a tres, digamos p, q,r € %
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(y pintadas de azul) para volver a hacer la construc-
cion de Hilbert-CohnVossen con ellas. Estan en po-
sicion general, pues que dos se toquen implicaria
que las tres rojas originales son coplanares.

De tal manera que p, q, T definen un nuevo re-
glado £, rojo digamos, que contienea a, b, c, pues
éstas tocan a p, q,T.

(Al dibujar juntos a los dos reglados, conviene
animar al punto A, que mueve los datos iniciales
de la construccion del reglado rojo, para apreciar



que efectivamente son dos reglados. Pues, como
quedara claro mas adelante, estos se confunden
visualmente cuando hay transparencia; solo se ve
un cambio de color. También ponemos como pasos
distintos a los reglados de los dos colores.)

Nuestra intuicion del espacio fisico real indica
que estos dos reglados barren la misma superficie,
que por cada punto de ella pasan dos reglas -una
de cada color- y en la geometria real (con la que
modelamos nuestros dibujos y el espacio fisico, la
asociada a los niimeros reales) se tiene que asi es;
pero se tiene que demostrar en ese contexto. Otra
manera de expresar que la superficie obtenida co-
mo union de reglas sea Unica, que sea doblemente
reglada, es que el reglado rojo sea Unico, que no
dependa de las tres reglas azules que se escogie-
ron, y lo llamaremos:

Axioma del Equipal. Tres lineas en posicion gene-
ral en un espacio de dimension 3 son reglas de un
Unico reglado.

El ejemplo mundano de un reglado doble son
los “equipales": un estilo artesanal mexicano de si-
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llonesy muebles cuyas bases estan hechas de mu-
chas tiras de madera inclinadas y que “circulan” en
dos direcciones.




Suponiendo el Axioma del Equipal, que es lo que
haremos en adelante a menos que se diga lo con-
trario, tenemos que la union de las reglas en un re-
glado forman una superficie doblemente reglada,
pues si Z es un reglado y consideramos al con-
junto que es la union de todas sus reglas,

7=t

ez

obtenemos una superficie por la bidimensionali-
dad de su definicion (regla y parametro). El Axioma
del Equipal implica que se tiene un reglado trans-
versal Z independientemente de qué terna esco-
jamos en & para definirlo (estamos entendiendo,
hay que enfatizar, que el color da un simbolo dife-
rente, ésta £ es roja y es distinta de la azul... con
una sentida disculpa a los daltonicos). Y entonces

7=|Jt=Jt

lez lez
Y se cumple que:

= Por cualquier punto en .%¥ pasan dos reglas:
una roja y una azul.
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= Dos reglas de . de color distinto se tocan.

= Dos reglas de . del mismo color son gene-
radoras (no se tocan).

3.2.4. Planos tangentes, curvas
armonicas y haces envolventes

Concluimos esta seccion con cuatro definicio-
nes. La primera surge de una observacion muy sim-
ple pero fundamental, y con ella se redondearan
las otras tres.

Si tenemos una superficie doblemente reglada
&, como por cualquier punto de .% pasan exac-
tamente dos reglas, podemos también definir un
plano ahi.

Sea P un punto en .%. Por P pasa una regla de
cada color (o de cada reglado), al plano que gene-
ran esas dos lineas se le llama el plano tangente
a ¥ en P, o bien el plano polar de P respecto a
.Y se cumple que este plano tangente corta a la
superficie justo en esas dos lineas; en dos reglas
de distinto color que se cortan en P.



Y ahora si, estamos en posicion de expresar
nuestra definicion de batalla.

Definicion. Una curva armoénica 6 es la intersec-
cion de una superficie doblemente reglada . con
un plano 7t que no es tangente a .%. Es decir,

€ =S N1.

Para cada punto P € 6, la linea tangente a €
en P es la interseccion de 7t con el plano tangente
a# enP.

Y el haz envolvente o tangente a € es la familia
de sus lineas tangentes.
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3.3. Polaridad

Veremos ahora que en las superficies regladas,
la polaridad surge naturalmente. Puesto que estas
superficies viven en tres dimensiones, la polaridad
que inducen es un apareamiento entre puntos y
planos; y tiene mucho que ver con como las dibu-
jamos o como las vemos.

Al fijar un punto de vista, sobre la superficie de
cualquier cuerpo u objeto en una escena se define
un contorno (esa curva que los buenos dibujantes
saben trazar con maestria proyectada al lienzo); es
el limite entre el objeto y el resto (lo que ya no es
el cuerpo), justo ahi donde un rayo de vision pa-
sa de largo o es tangente y define un punto (el de
roze) en aquella piel. Resulta que para las superfi-
cies regladas, tal como sucede con las esferas, ese
contorno consta de puntos que estan en un plano:
ese sera el plano polar del punto (de vista). Esto
implica que contornos y secciones planas coinci-
den en las superficies regladas, tal como lo hacen
en las esferas (piénsese en un cono de nieve).

De la polaridad en superficies regladas deduci-
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remos naturalmente la de curvas armonicas, con
las propiedades que ya enunciamos.

3.31. Enreglados

Sea % una superficie doblemente reglada; para
un punto P € &, ya definimos su plano polar co-
mo el plano tangente a . en P (el generado por
las dos reglas ahi).

Consideraremos ahora el caso genérico en que

Pg.s

y probaremos que cuando P observa a .%, ve (lo
mismo que vemos nosotros en los dibujos fijos)
que las lineas de los reglados definen el contorno
de una curva armonica; y que parece que lo que
esta viendo es a su haz envolvente.

Para precisar, supongamos que . esta defini-
da por las lineas rojas en posicion general a, b, c;
es decir, que el reglado transversal a ellas % que
consta de las lineas transversales a las tres (y que
estan pintadas de azul), tiene como union a .. Pe-
ro ademas tenemos que hay otro reglado, el rojo,
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Z que contiene como reglas a las tres originales
(a,b,c)y esta definido por, es el reglado transver-
sal a, cualesquier terna de reglas azules (esto es el
Axioma del Equipal).

Consideremos al plano

ax=PVa.

Afirmamos que en « vive otra regla, y que es de
color azul. Puesto que « corta a todas las reglas
rojas, estos puntos tienen que formar una linea.
Mas concretamente, los puntos de interseccion de
o con by c generan una linea en & que también
cortaa ay por lo tanto es una regla de Z (pues es
transversal a las tres). Llamémosla a; es decir:

a=(axAb)V(xAc)eR

(recuerde que colores distintos dan simbolos dis-
tintos). Y sea
A=a/\a.

Obsérvese que el punto A y la regla a dependen
del punto P, pues el plano & depende de él.
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En el fondo, hemos demostrado que si un plano
contiene a una regla, entonces es un plano tangen-
te y contiene también a una regla del otro reglado.
De tal manera que si consideramos a las reglas b y
¢, nos defininen otras dos reglas azules

b,ce %,
por la propiedad de que
Pepfp=bVb y Pey=cVec.
Esto nos da dos nuevos puntos en la superficie,
B=b/Ab y C=cAc,

cuyos planos tangentes a . son 3 y y respectiva-
mente.
Los tres puntos que hemos nombrado, generan

un plano
n=AVBVC,

que es el plano polar de P, pues vamos a demos-
trar que la reflexion armonica, p llamémosla, con
centro en Py espejo en 7t deja invariante a ..
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Las seis reglas que tenemos (3 rojas y 3 azules)
definen por interseccion a nueve puntos en .%. Con
ellos nos bastara para la demostracion.

En el plano «x = aV a que es el tangente a .
en A, tenemos a otros cuatro puntos de los nueve.
A saber,

(aAb),(bAa),(a/Nc),(cNa),

que forman un cuadrangulo con punto distinguido
A = a/\aensutriangulo derivado; es decir, lo que
habiamos llamado una loseta (ver §2.3.3). Otro de
los puntos de su triangulo derivado es P. Pues P es
la interseccion de los planos &, By y; y las lineas
de interseccion de estos planos se expresan

a/AB=(aAb)V(bAa)
aAy=(aAc)V(cAa);

y por tanto son rectas que pasan por P.

Para ver que la linea opuesta a P en el triangulo
derivado, es « /\ 71, demostraremos que el punto
derivado que nos falta es o /\ (B C). Para esto,
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consideremos a los planos tangentes

(bVe) vy (cVb).

Se cortan en la linea BV C pues ambos planos
contienen a ambos puntos. Ademas, su intersec-
cion con o da a la otra pareja de lados opuestos:

(bAa)V(aNAce) v (cAa)V(a/Ab).

Asi que donde estas lineas se cortan (el tercer pun-
to derivado) es la interseccion de los tres planos,
quees x/\(BV C).

Tenemos entonces (por §2.3.3) que en el plano
«, la reflexion armonica con espejo o /\ 7ty centro
P intercambia a las reglas a y a.

Estudiando, de manera analoga, a los otros dos
planos tangentes 3 y 7y, concluimos que la refle-
xion armonica p (con centro P y espejo 71) inter-
cambia a las reglas rojas a, b, c con las reglas azu-
les a, b, c, respectivamente.

Consideremos ahora a cualquier otra regla azul,
X € Z digamos. Como x toca a las lineas a,b y c,
su imagen bajo p -recordemos: X - p— es una linea



quetocaaa=a-p,ab=b-pyac=c-p.Por
lo tanto es una linea en el reglado rojo, es decir,

XEXR — X-pER.

Ya sabemos que x - p es una regla roja; y podemos
saber cual es, pues su punto de interseccion con
el espejo 7t se queda fijo: x - p es la regla roja que
pasa por x /AT llamémosla x =x - p.

Se tiene que x/\x € TT; pero también que P €
xVx pues el plano que contiene a cualquier recta
y a su imagen bajo una reflexion armonica, tam-
bién contiene al centro. Asi que todos los planos
tangentes a . en puntos de 7t pasan por P.Y por
lo tanto, la construccion no depende de las tres re-
glas con que arrancamos.

Como la reflexion armonica p es una involucion,
manda a cada regla roja en la azul de la que viene,
X = X - p. En fin, se tiene que p deja invariante a
la superficie . (como queriamos) pero sabemos
ahora que intercambia a sus dos reglados.

Hay que remarcar que cualquier punto P fuera
de % y cualquier plano 7t no tangente a ., defi-
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nen, en abstracto y por simple incidencia, corres-
pondencias o apareamientos naturales entre los
dos reglados de .¢:

Dos reglas de colores opuestos se apa-
rean segin un punto P si P esta en el
plano que generan; y se aparean segin
un plano 7t si su interseccion esta en 7t.

Las parejas polares punto-plano respecto a . son
aquellas en las que estos apareamientos entre los
dos reglados coinciden. Y ademas, cuando es el ca-
so, esta biyeccion entre reglados se realiza geomé-
tricamente (en todo el ambiente) por la reflexion
armonica en la pareja polar.

3.3.2. Compatibilidad con la incidencia

Dada una superficie reglada ., la polaridad res-
pecto a ella es una biyeccion entre los puntos y
los planos. Veremos ahora que se lleva de maravi-
lla con la relacion de incidencia. Supongamos que
un punto P tiene como plano polar a 7t; queremos
demostrar que



si un punto Q esta en 7t entonces el
plano polar de Q contiene a P.

Se podria decir que la polaridad “invierte” la re-
lacion de incidencia. Hay que ver varios casos se-
gun si los puntos estan o no en la superficie ..

Primero, cuando ambos son puntos de ., que
uno esté en el plano polar del otro, implica que
ambos estan en una misma regla y la conclusion
se cumple.

Segundo, el caso en que alguno de los puntos
esta en la superficie y el otro no, se vio, se usoy
se estudio (aunque con otra nomenclatura) en el
apartado anterior, asi que lo damos como cierto (y
volvera a aparecer en el argumento).

Y tercero, cuando ambos puntos (P y Q) estan
fuera de ¥ y ademas Q € 7t. Si llamamos 1) (léase
“eta”) al plano polar de Q, probaremos que P €.

Sea A un punto cualquiera en £ N7, y como
antes, sean ay a las reglas de . que cumplen

A=a/Naen vy PeaVa=«.

Tenemos que ver dos casos.
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Cuando A € 1, tenemos el caso especial en que
Py Q estan en el plano tangente a .% en A, que
hemos llamado oc. Y entonces QV Ay PV A tienen
que ser lineas armonicas respectoa ay a (pues a
y a lo son respectoa PVAy x/Am=QVA).
Lo que demuestra que P € 1. Las dos reflexiones
armonicas (de las dos parejas polares P,ty Q,n)
intercambian a a y a; pero punto a punto, una es
la proyeccion desde Py la otra desde Q.

Y si A €n (el dltimo caso y el mas general), en-



tonces la reflexion armonica con centro Q y espe-
jom mandaa A en otro punto. Llamémoslo B, con
B #A,yestal que

QeAVB.

Pero B también esta en la superficie & (pues Qym
son polares) y en 7t (pues el centro de la reflexion,
Q esta en m), por lo que de nuevo, existen reglas
by b para las cuales

B=bAbecm y PcbVb=0.

BT~ $ K Q@ OAO®X
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Como reglas de distintos colores siempre se cor-
tan, tenemos dos nuevos puntos en .%:

C=a/Ab y D=bAa.

Notese que P € /A3 = CV D, pues ambos pun-
tos estan en ambos planos.
Los respectivos planos tangentesa . en Cyen
D,
aVb y bVa

contienen a A y a B, y por lo tanto, también con-
tienen a Q € AV B. Entonces se tiene que Cy
D estan en el plano polar de Q, que es 1. Pero P
esta en la linea CVV D y por lo tanto en 1, como
queriamos demostrar.

Es interesante observar que lo que demostra-
mos, y la demostracion en si, indican que la pola-
ridad se extiende a lineas. La linea polar (respecto
a.# ) de una linea es la interseccion de los planos
polares a sus puntos; al mover un punto en una
linea, los planos polares giran alrededor de una li-
nea. Para lineas en un plano tangente y que pasan
por su polo (para las lineas tangentes podriamos



decir), la polar es la armonica respecto a las reglas.
Para lineas que cortan en dos puntos a .% (como
AV B en la demostracion), se obtiene con las re-
glas por ellos (C\VV D). Pero ademas, hay lineas que
no tocan a % y sus polares quedan del otro lado.

3.3.3. En curvas armonicas

Puesto que las curvas armonicas son, por defi-
nicion, secciones planas de superficies regladas, la
polaridad en estas Gltimas se heredara facilmente
a las curvas armonicas.

Sea % una curva armonica en un plano 7t En-
tonces existe una superficie reglada . tal que

€ =S Nr.

Como ya sabemos, lo puntos en € deben hacer
parejas polares con sus lineas tangentes. Supon-
gamos ahora que un punto Q € 7t no esta en 6.

Seamelplano polarde Q respectoa .. Setiene
que Q €ny afirmamos que

q=nAm
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debe ser la linea polar de Q respecto a 6.

Puesto que la reflexion armonica (de todo el es-
pacio) con centro Q y espejo 1 deja invariante a la
superficie & y también al plano 7t pues éste pasa
por el centro, entonces deja invariante a la curva
armonica € -cualquier punto en € es mandado a
un punto en . que también esta en 71, es decir, cae
en %. Ademas, dentro del plano 7t es la reflexion
armonica con centro Q y espejo .

Y observemos que si P es el punto polar del
plano 7t respecto a la superficie .%#, entonces por
el apartado anterior, el plano 1 pasa por P.

Asi que dada una linea £ en el plano 71, su punto
polar respecto a la curva 6 debe a ser el punto
polar del plano £V P respecto a la superficie .7,
que, por el apartado anterior, esta en 7t.

Esto ya implica que una curva armonica es lo
que habiamos llamado una curva-A al principio del
capitulo, pues ya tiene muchisimas simetrias de
reflexion armonica; las suficientes para obtenerla
como curva-A.

Nos falta ver que cualquier curva-A es armonica.
Es decir, que los datos que dan una curva-A se le-



vantan a una superficie reglada que la tiene como
seccion. Y esto no solo es facil, sino muy bonito en
el sentido de que la superficie reglada que surge
cambia de manera muy elegante al mover los da-
tos; mucho mas armonicamente que al mover las
reglas de manera titubeante.

Supongamos que tenemos los datos A,B,C, T
para trazar una curva-A en un plano 7t. Escogemos
un punto P fuera de 7t que jugara el papel de su
poloy un punto S € PV T por el que pasara la
superficie reglada. Y ya, todo queda determinado. ,,?.’;,'A_’a.’du

De Sy su armonico respecto a Py T, debemos ’3’0‘,@"0;;."“‘.‘
trazar lineas de dos colores como corresponde a A A 0\‘ ’
y a B; estas seran reglas. AV,

Por el punto C pasa una (nica linea que toca
a las dos reglas azules, la pintamos de rojo; y una
Unica linea azul que corta a las dos rojas.

Ya tenemos tres reglas rojas y tres azules que
se cortan como deben. Con la construccion de
Hilbert-CohnVossen sobre cualquiera de las ternas
se obtiene la superficie reglada que queriamos y
que corta a 7t en la curva-A que definen los datos.

Muévala, vera que es mas general de lo que pre-
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tendiamos.
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Capitulo 4

Las geometrias planas rigidas

4.01. ElLPlano Kleiniano

Con lo que hemos demostrado sobre las curvas
armonicas ya podemos hacer mas formalmente y
sin ayuda alguna de conceptos métricos euclidia-
nos (como los circulos), lo que describimos antes
como contribucion de Felix Klein a la Geometria Hi-
perbadlica, que es el llamado modelo proyectivo o
de Beltrami-Klein pero que bien podriamos llamar
Plano Kleiniano.

Hay que fijar una curva armonica €. La manera
mas comoda y usual de hacerlo es seleccionando
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cinco puntos en posicion general por los que debe
pasar %,y para tal efecto hay una herramienta de
ProGeo3D. Con nuestra definicion, es facil probar
que con eso basta (al menos la parte de existencia,
que por 5 puntos pasa una curva arménica):

Dados 5 puntos en un plano 71, por dos de los
puntos se escogen lineas (azules) que corten a 7
en ellosy que ademas sean generadoras. Entonces,
por los tres puntos restantes pasan lineas Unicas
(y rojas) que tocan a las dos azules. La superficie
doblemente reglada que generan estas tres lineas



rojas es la deseada: corta al plano 7t en una curva
armonica que pasa por los 5 puntos.

Fijemos entonces una curva armoénica € (en la
escena se controla por los 5 puntos grises, que
ocultaremos en el siguiente paso y que conviene
dejar como una elipse para fijar ideas). Hemos de-
mostrado que % induce una polaridad. Veremos
ahora que la simetria que se genera con la exten-
sa cantidad de reflexiones armonicas con que nos
provee la polaridad y que dejan invariante a la cur-
va €, son las suficientes como para tener algo muy
parecido al plano geométrico que Euclides descri-
bid con cinco postulados.

Consideremos un punto libre P. Tiene una linea
polar, p digamosy pintada de morado como P, que
se obtiene con la herramienta Armonia: con ésta
herramienta activa, cuando se selecciona primero
aunacurvaarmonicaysearrastraa un puntoouna
linea, se obtiene el polar correspondiente (linea o
punto).

Observemos, moviendo a P, que hay distintos
tipos de puntos (en referencia a €, por supuesto).

= Los de adentro, cuya linea polar es externa 'y
notocaa%b.

= Los de ¥ que estan en su linea polar y ésta
es tangente ahi; toca a € solo en el punto.

= Y los puntos de afuera, cuya linea polar corta
a 6 en dos puntos.

Cuando el punto P esta afuera, las intersecciones
de su linea polar p con la curva €, tienen como li-
neas polares a las dos tangentes que pasan por P



pues la polaridad es compatibile con la incidencig;
a estos dos puntos se les llama a veces los pies de
P en € y son el equivalente bidimensional al con-
torno. Notese que estas lineas polares a puntos de
afuera tienen puntos de los tres tipos: dos puntos
de € que separan a p en dos segmentos abiertos,
uno esta adentro y el otro afuera.

El Plano Kleiniano que define %, denotémos-
lo K, tiene como puntos a los de adentro de €
y como lineas a todas las intersecciones con li-
neas que lo tocan; es decir, se tiene que una li-
nea Kleiniana o [K-linea son los puntos de adentro
(los puntos de K) en la linea polar a un punto de
afuera. Asi que las K-lineas estan en correspon-
dencia con los puntos de afuera; y también estan
en correpondencia con parejas de puntos en € a
los que llamaremos sus puntos limite (aunque es-
tos no forman parte de la K-linea); también po-
driamos llamar a las KK-lineas, cuerdas de € en el
entendido de que no incluyen a sus puntos limite.

Ademas, cada K-linea, p digamos, viene con una
K-reflexion bien definida: lo que hace en K la re-
flexion armonica con espejo en p y centro en su
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punto polar, P, que esta afuera; puesto que deja
invariante a la curva armonica €, también manda
a puntos de adentro en puntos de adentro.

Esta K-reflexion intercambia los dos lados, o ca-
chetes, en que p parte a K, y ademas, sabemos
como lo hace: intercambiando en cada punto de p
los dos lados en K de la linea que va al polo P (y
es el centro de la reflexion armonica).

Esto es justo lo que hacen los espejos euclidia-
nos con sus haces perpendiculares.

Asi que diremos que dos K-lineas son ortogo-
nales o perpendiculares si se cortan en un punto
de K y el punto polar de una de ellas esta en la
otra; si la reflexion en una deja invariante como li-
nea a la otra, si la voltea en si misma.

Y ademas, para cada punto en K (métase a P pa-
ra verlo), tenemos un medio giro (o rotacion de 180
grados) a su alrededor que es la reflexion armonica
con centro en ese puntoy espejo en su linea polar,
que ahora es exterior a €. Notese que por el Lema
del Triangulo Armonico, estas medias vueltas son
la composicion de reflexiones en cualquier par de
lineas ortogonales que pasan por el punto.



Podemos trazar circulos. Para un punto P en K,
sea p su linea polar (que es externa). Considere-
mos un punto variable Q en p. La linea polar a Q,
llamémosla g, pasa por P, asi que para cualquier
otro punto X, si llamamos XQ a su K-reflexion con
espejo en g y hacemos variar a Q € p, se dibuja
el K-circulo con centro en P y que pasa por X.

Esta construccion es mas general de lo que pre-
tendiamos.

Primero, tiene sentido para el punto X fuera de
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[K y nos da una familia de curvas armoénicas que
van de P a su linea polar p pasando por 6.

Y segundo, para P afuera (jhay que sacarlo!). La
construccion coincide con la de curva-A, para los
pies de P en € (y sus tangentes) y que ademas
pasa por X. Para interpretar a esta curva armonica
dentro del Plano Kleiniano, tenemos que diferen-
ciar dos casos.

Cuando Q es un punto adentro (cuando Q € K),
la transformacion que se aplica a X es un medio
giro en Q y por tanto deja a la K-linea que define
P en su lugar pero intercambiando sus dos lados
(con centro Q); y entonces X queda del otro lado
depenk.

Y cuando Q esta afuera. Tenemos entonces que
Xq es laimagen de X bajo una K-reflexion en la
[K-linea .Y esta K-reflexion deja en su lugar a la
linea p —aunque intercambiando lados. En este ca-
so diremos que p y g son ortogonales o perpendi-
culares: se cumple que el punto polar de una esta
en la otra.

En ambos casos, el punto Xq es un punto que
equidista de la linea p lo que X; asi que juntas for-



man una equidistante de p que, a diferencia de la
geometria euclidiana ya no es una linea.
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Parte ||

Formalizacion
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Capitulo 5

Axiomas y dimension

Como habiamos anunciado, entramos ahora al
terreno de la formalizacion. Pues en matematicas,
observar fenomenos no basta, hay que fundamen-
tarlos; esa es su esencia y en eso radica su poder.
Lo primero sera establecer nitidamente los Axio-
mas o Postulados en los que nos estamos basando,
para luego revisar criticamente nuestras construc-
ciones y demostraciones. Habra sorpresas intere-
santes en el proceso.
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Axiomas de la Geometria Pro-
yectiva

5.

Las construcciones y demostraciones del capi-
tulo anterior se basan en que las lineas se definen
por dos puntos y en que dos lineas definen a un
punto, intersectandolas. Que ésto, asi de simple,
funcione, es el principio de la geometria proyecti-
va; y lo que es sorprendente es el poder que tie-
nen estas dos operaciones de generar e intersectar
(simbélicamente usaremos “cuna”, \V, y “pico”, /\,



respectivamente) cuando les damos la plena ge-
neralidad que se merecen, sin hacer excepciones.

El concepto de linea se reduce a ser un conjunto
de puntos sin ninguna atribucion magica respecto
a distancias o tiempos (entes externos al modelo),
y su poder radica exclusivamente en sus propie-
dades de incidencia. Donde decimos que un punto
incide en una linea si es elemento de ellay al re-
vés, que una linea incide en un punto si pasa por
él, si lo contiene. Y podemos aln ampliar el sig-
nificado a decir que dos lineas inciden si hay un
punto que incide en ambas, es decir, si se inter-
sectan (que entenderemos como abreviacion de la
frase “tienen interseccion no vacia”).

Resulta ser una afortunada coincidencia linguis-
tica (o bien, un acierto de la terminologia matema-
tica), y por eso estamos cacareando tan cacofoni-
camente a la palabra, que converjan las dos acep-
ciones de coincidencia. Por un lado, con los sig-
nificados técnicos que acabamos de precisar, que
tres puntos sean colineales significa que inciden
en una misma recta (co-inciden), y eso resulta ser
una enorme coincidencia en la acepcion comin de
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la palabra, pues por lo general generarian un trian-
gulo y tres rectas. Y por el otro lado, que tres lineas
sean concurrentes significa que inciden en un mis-
mo punto; es una co-incidencia y también una no-
table coincidencia.

Definicion. Una Geometria Proyectiva, [P, es un con-
junto de puntos (a los que denotamos con le-
tras mayudsculas A,B,C---), junto con una fami-
lia distinguida, L, de subconjuntos llamados lineas
(denotados con letras mindsculas a,b,c--+), que
cumplen los Axiomas I, Il, Ill y NT que iremos pre-
sentando y discutiendo a continuacion.

Notese, antes de enunciar los axiomas, que usa-
mos el articulo “una” en vez de “la” como prime-
ra palabra en la definicion. Se abre asi la posibili-
dad de que haya varios ejemplos ademas del que
tenian los griegos en la cabeza y hasta hace poco
tiempo -historico- se consideraba como el Gnico.
Aunque el espacio en que vivimos es la muestra
y la base de la intuicion para construir el mode-
lo abstracto, hay que tener muy claro que realidad
y modelo abstracto son distintos. Y para construir



algo abstracto que refleje a la realidad sera impor-
tante descubrir ejemplos nuevos que ayuden a de-
limitar con mas precision al modelo.

Axioma |. Por cualesquiera dos puntos distintos
A,B € P pasa una Gnica linea, que denotamos
AV B €L (y antes denotabamos AB).

Este axioma, la existencia de lineas definidas con
tal simpleza, refleja la genialidad de Euclides y su
meétodo. Se concibe a las lineas como algo prees-
tablecido; no hay que preocuparse por definirlas,
sino que hay que usufructuar sus propiedades:
que quedan determinadas por dos puntos. La uni-
cidad implica que si dos lineas diferentes se inter-
sectan, entonces se intersectan en un punto; pues
si tuvieran dos puntos en comin serian la misma.
Asi que las lineas, también llamadas rectas, son
una familia de subconjuntos cuyas intersecciones
dos a dos son vacias o un punto (o ellas mismas).

Implicitamente, estamos identificando a la
Geometria Proyectiva con su conjunto de puntos;
al escribir “A,B € P”, implicamos que P es el
conjunto de puntos. Pues conviene referirse a una
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geometria proyectiva con solo una letra, y usamos
[P que hace énfasis en lo proyectivo, mas que en
lo geometria, porque también refiere a “puntos”.
Aunque extrictamente hablando, una geometria
proyectiva es una pareja ¢ = (P,LL) y en general
entenderemos a la familia de lineas L como algo
dado, que se conoce.

Axioma Il. Dados cuatro puntos distintos
A,B,C,D € P, si las lineas AVB y CV D
se intersectan, entonces también se intersectan las
lineas AV Cy BV D.

Arciomp L



Este es el axioma que produce un punto a partir
de una pareja de lineas (A V Cy BV D). Mas no
en cualquier situacion. Hay una condicion que ve-
ladamente pide que estén en un plano, pero como
adn no esta formalmente definido el concepto de
plano, se usa que otras dos lineas generadas por
puntos (alternados) en ellas, AV By CV D, se
intersecten. Pronto veremos que en el caso en que
solo haya un plano, entonces este axioma equiva-
le a que cualquier par de lineas se intersecten y
se vuelve el dual del I (“dos puntos generan una
linea” y II: “dos lineas se intersectan en un punto”).

En el dibujo esta el esquema del caso general
del Axioma Il. Pero hay dos casos particulares. Pri-
mero, cuando uno de los cuatro puntos esta en la
recta de los otros dos (y entonces la interseccion
que se pide como hipotesis es él mismo). Y segun-
do, cuando los cuatro puntos (distintos) estan en
una misma linea. En estos dos casos, la conclusion
del Axioma es cierta por simples argumentos con-
juntistas (no se necesita establecer un axioma pa-
ra asegurarlo). En ambos casos los cuatro puntos
no estan en posicion general pues hay una coinci-
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dencia: en el primero hay tres en una lineay en el
segundo los cuatro estan en una linea. La hipote-
sis del Axioma Il es que tampoco estén en posicion
tan, tan general; posicion general para cuatro pun-
tos va a ser definida como que “ningunos tres es-
tén en una lineay los cuatro no estén en un plano”,
es decir, que no haya coincidencias, y en el Axioma
se pide como hipotesis que dos lineas coincidan.
Es una coincidencia que tiene todo que ver con la
dimension.

Hemos usado en momentos clave que hay una
tercera dimension. Aln no tenemos bien definido
qué es dimension, pero podemos expresar esto de
manera muy simple, usando soélo al concepto de li-
nea:

Axioma lll. Hay dos lineas que no se intersectan.

Obsérvese que esto se cumple en nuestro espacio
fisico inmediato -con la idea euclidiana intuitiva
de lo que son las lineas- y que captura su no pla-
naridad. En cualquier espacio arquitectonico mo-
derno, vemos o intuimos lineas en las interseccio-
nes de los planos que sugieren paredes, pisosy te-



chos, y entre estas lineas se encuentran ejemplos
de parejas no incidentes; por ejemplo una vertical
en alguna paredy una horizontal en la pared de en-
frente. Aunque pensemos que se alargan en ambas
direcciones indefinidamente, nunca se tocaran, su
zona de mayor cercania fue en el cuarto.

Estos son los tres axiomas basicos o importan-
tes. Pero entonces, surge un ejemplo “bobo” 0 “ma-
la leche” que es tomar cualquier conjunto y decla-
rar que las lineas son todas sus parejas (sin mas
nada). Cumple claramente el Axioma I. ELIl lo cum-
ple por vacuidad (no hay cuatro puntos distintos
que satisfagan la hipotesis) y también cumple el
lll cuando el conjunto tiene al menos cuatro pun-
tos. Pero este ejemplo no califica para ostentar el
nombre de “geometria”, en donde las lineas deben
ser algo mas que dos puntos para que se ponga in-
teresante:

Axioma NT. Cada linea tiene al menos tres puntos.

Le hemos puesto el nombre NT, de “no trivialidad”,
pues es de indole distinta de los anteriores. Es pa-
ra evitar el ejemplo simplon anterior que tiene in-
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terés combinatorio (se le conoce como la grafica
completa) pero poco de geométrico.

51.4. Revision de armonia

Revisémos ahora con cuidado la Construccion
del Cuarto Armonico en una Geometria Proyectiva
cualquieray a la luz de estos axiomas, remarcando
Su uso.

Consideremos puntos A,B,X con A #ByX e
AV B; cada vez que se usa el simbolo \V de “la li-
nea que generan..”, se usa implicitamente al Axio-
ma |, aunque ya no volveremos a mencionarlo. Pa-
ra poder elegir a un punto auxiliar O fuera de la
linea AV B, se usa al Axioma Ill que implica que
“hay otra linea” y al Axioma NT que implica que
esa linea tiene un punto. Luego, el Axioma NT (“las
lineas son mas que una pareja”) nos permite en-
contrar otro punto auxiliar P € XV O, distinto de
XydeO.



Consideremos un momento la ecuacion que se
antoja obvia:

X=(AVB)A(OVP).

Se usa el simbolo /\ de “interseccion” por prime-
ra vez. Por construccion, sabemos que el punto X
esta en ambos conjuntos del lado derecho, lo cual
nos da una contencion, {X} C ---. Pero también
sabemos que las lineas del lado derecho son dis-
tintas y entonces el Axioma | (la unicidad) nos da
la igualdad, {X} = ---; asi que podemos tomar al
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simbolo /\ como responsable para ponera un pun-
to en el lado izquierdo de la ecuacion. Entenderlo
como una operacion que de dos lineas (en ciertas
condiciones) da puntos, asi como \V siempre regre-
sa lineas de dos puntos.

De la igualdad anterior (y de que X es distin-
to de O y P) se sigue que A,B,O, P son puntos
distintos, y podemos aplicar el Axioma Il. Nos ase-
gura (usando las dos posibles etiquetaciones) que
tenemos bien definidos a dos puntos

Q=(AVO)A(BVP)
R=(AVP)A(BVO).

Hay que observar que en los casos X =A o X =
B (que no hemos excluido), éstas formulas tienen
sentidoydan Q =PyR=0o0bienQ=0y
R =P, respectivamente.

Por Gltimo, que el Cuarto Armonico

Y=(AVB)A(QVR)

sea un punto bien definido se sigue otra vez del
Axioma Il pues AV Qy BV R se intersectan en O.



51.2. Plano de Fanoy planos proyectivos

El primer ejemplo de una Geometria Proyectiva
surge de la configuracion anteriory la observacion
de que no hay nada en los Axiomas que garantice
que el cuarto armonico Y sea distinto de X -y que
también indica que nos hemos dejado llevar por lo
que aparentan los dibujos.

Si Yy X fueran iguales, obtenemos el Plano de
Fano, cuyo nombre honra a su descubridor Gino
Fano (Italiano, 1871-1952), quien es el primero que
observa que hay geometrias finitas. Surgieron en
abstracto, pero en las Gltimas décadas han en-
contrado aplicaciones trascendentes: se han vuel-
to fundamentales para la era de computacion, en
especial para teoria de codigos y criptografia.
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“RLANO DE
FANO

Tiene siete puntosy siete lineas con tres puntos
cada una (la curva cerrada de en medio representa
a una linea con tres puntos, es el dltimo trazo de
la construccion del cuarto armonico que regresa
al principio). Ayudandose de la simetria, se puede
comprobar rapidamente que por cada par de pun-
tos pasa una linea (que se cumple el Axioma 1), y
que cada par de lineas se intersecta en un punto
(algo mas fuerte que el Axioma Il). EL Axioma Ill no
se cumple porque es un plano proyectivo, le falta
dimension.



Pero si cambiamos los Axiomas Il y Il por:
Axioma II'. Cualquier par de lineas se intersecta
Axioma III'. Hay al menos dos lineas

Y le llamamos Plano Proyectivo a un conjunto de
puntos con una familia distinguida de subconjun-
tos llamados lineas que cumple los Axiomas I, II', I’
y NT. Ya tenemos un ejemplo de un Plano Proyec-
tivo finito, y cuando logremos definir plano en una
Geometria Proyectiva general, veremos que todos
tienen que ser Planos Proyectivos en este sentido
axiomatico.

Surge entonces la pregunta (que al final del
capitulo contestaremos afirmativamente) de si el
Plano de Fano es uno de los chiquillos en una fa-
milia de Geometrias Proyectivas, de si es miembro
de una familia multidimensional (y el lector que
tenga en la cabeza a un tetraedro con 15 puntos,
anda tras la pista correcta).

Antes de entrar al otro ejemplo de un plano pro-
yectivo del que ya hemos estado muy cerca, con-
viene discutir un momento y tratar de aclarar la
diferencia entre los dibujos o diagramas y las es-
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cenas interactivas que estamos usando.

Primero. Existe una Geometria Proyectiva Real,
basada en los nimeros reales que, como recta real,
junto con un punto al infinito es el modelo abstrac-
to para todas sus lineas. Las escenas interactivas
del libro estan construidas en una version compu-
tacional de esta Geometria, que describiremos con
mas precision al final de este capitulo. Y ésta es
la Geometria que modela muy de cerca a nuestro
mundoy como lo percibimos. Pedimos, por un mo-
mento mas, que el Capitulo | sea suficiente razon
para aceptar su existencia y pertinencia.

Segundo. Lo que parece suceder en esas esce-
nas puede ser casualidad y no necesariamente su-
cede en todas las geometrias proyectivas. Ya vi-
mos el ejemplo del Plano de Fano. En el dibujo del
Plano de Fano, que quiza debiamos llamar diagra-
ma, las lineas tienen una connotacion diferente.
Senalan cuales ternas de puntos gordos y bien in-
dicados (s6lo hay siete) se aglutinan para ser las
lineas de la familia distinguida (n6tese que de las
35ternas posibles de siete puntos, solo se escogen
a 7 como LAS lineas de la geometria), y entonces



no importa que se curveen o no sean rectas estric-
tas, pues senalan graficamente otro tipo de obje-
tos: ternas de puntos. Inclusive, como curvas di-
bujadas en un plano, se pueden intersectar y esas
intersecciones no son relevantes, no tienen ningin
sentido en lo que el diagrama quiere representar
que es algo mas abstracto (unas ternas de puntos
distinguidas).

Y tercero. En las escenas de la Geometria Pro-
yectiva Real que usamos, las rectas si representan
al conjunto de puntos con que se dibujan (obvian-
do el problema de la exactitud de la computadora,
los pixeles, etcétera). Pero también pueden sefa-
lar diagramas, o configuraciones como las llama-
mos en el Capitulo I, y se vale emplearlas en este
otro sentido mas abstracto. El ejemplo es el de la
Configuracion para el Cuarto Armonico que nos lle-
vo al Plano de Fano, cuyas lineas son conjuntos de
tres puntos dentro de un conjunto de siete puntos.
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51.3. Configuracion 13-13 y la caracteris-
tica

Veamos con cuidado la configuracion que ha
surgido en las demostraciones del Teorema de Si-
metria de la Armonia, de la Armonia de Ceva y Me-
nelao, y en varias otras construcciones. Pero sin
tanto compromiso escénico: en si mismay a partir
de algo muy simple.

Consideremos 4 puntos en un plano en posicion
general (es decir, sin ninguna terna colineal). Los
[lamaremos los rojos o colorados.

Como podemos escoger 6 parejas, éstas definen
6 lineas, las naranjas. Al tomar parejas de éstas
lineas, se intersectan en puntos rojos excepto en
tres casos, que nos dan tres nuevos puntos: los
morados y que corresponden a las tres particio-
nes 2-2 de los 4 puntos (en algunas construcciones
del Capitulo I, una de estas tres particiones estaba
senalada, ahora no, las tres son igual de importan-
tes).

En el caso del Plano de Fano estos tres puntos
morados resultan ser colineales y San-se-acabo,



ya se describio todo y se cierra el ciclo.

Pero en la escena (real), se generan tres lineas
moradas. Estas intersectan a las lineas naran-
jas en 6 nuevos puntos azules (que completan tres
cuartetas armonicas en las lineas moradas). Y las
lineas que generan estos 6 puntos azules resultan
ser Unicamente 4 (lineas verdes), pues se agrupan
en ternas colineales. Podemos resumir esta cons-
truccion en la siguiente linea

4pts = 6lns = 3pts = 3Ins = 6pts = 4lns

Veremos ahora que la simetria de palindromo-dual
no es coincidencia, que la construccion dual em-
pezando con las lineas finales nos regresa a los co-
lorados.

Consideremos a las 4 lineas verdes. Se inter-
sectan en 6 puntos (azules), que generan 3 nuevas
lineas (moradas) que se intersectan en 3 puntos
(también morados). De cada punto azul, se pue-
de trazar una nueva linea a un punto morado y se
generan 6 lineas (naranjas), cuyas interseccciones
son justo los 4 puntos rojos originales.
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Consideremos ahora a la configuracion de 13
puntosy 13 lineas que tenemos en abstracto. Y re-
cordemos que una configuracion es un conjunto de
puntosy un conjunto de lineas con una relacion de
incidencia fija y establecida. Los colores seguiran
siendo relevantes.

Notese que solo los 4 puntos rojos originales es-
tan en 3 lineasy que por los otros 9 pasan 4 rectas
(conviene auxiliarse de los colores para compro-
barlo en dos patadas). Y que, de manera dual, las
4 lineas verdes tienen 3 puntos mientras que las
otras 9 tienen 4. Esto sugiere que si asignamos a
cada linea verde un punto rojo y declaramos (arbi-



trariamente) que esa linea incluya a ese punto, se
balancean los niimeros (en cada linea hay 4 puntos
y por cada punto pasan 4 rectas). Pero de todas las
(24) maneras de hacer esto, hay exactamente una
que logra que los 13 puntos junto con las 13 lineas
(ahora de a cuatro puntos cada una) formen un
plano proyectivo. Lograr que se cumplan los axio-
mas tampoco es tan facil.

?LAND"?RCME(U vo
De oWeN P
Para ver que si queremos que se cumplan los
axiomas de plano proyectivo, la asignacion de
puntos rojos a lineas verdes esta forzada, consi-
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dérese un punto rojo. Sus tres lineas naranjas lo
“unen” con los tres puntos morados, con los otros
tres rojos y con tres de los puntos azules, pero los
otros tres azules estan alineados en una de las
verdes: jesa es la buena! para que ese punto ro-
jo esté en una linea con cualquier otro punto. Y
lo hemos indicado en el diagrama continuando las
lineas verdes hasta encontrarse con su colorado
asignado y asi tener 4 puntos. Ahora si, el Axioma
| se cumple con los colorados. Aprovechandose de
la simetria que dan los colores, no es dificil ver
que ahora todos los Axiomas de Plano Proyectivo
se satisfacen en esta configuracion.

Este es un segundo ejemplo de plano proyec-
tivo. Y con él, surgen muchas preguntas sobre la
existencia de estos planos finitos. Por el momento
lo que salta y debemos senalar, es que definitiva-
mente contradicen algo que hicimos en el Capitulo
1:la inclusion de los enteros y luego los racionales
en las rectas. Pues esto no siempre sucede, hemos
encontrado planos con rectas que tienen 3y 4 pun-
tos solamente. El error que cometimos fue suponer
que en la construccion en que incluimos los ente-



ros en una recta, cada entero era un nuevo punto.
Pero lo corregimos:

Definicion. Definimos la caracteristica de una geo-
metria proyectiva (y de un plano proyectivo) como
el primer entero n 1 que resulta ser un punto an-
terior en la construccion para incluir a los enteros
dentro de una recta con el 0, el Ty el infinito, 0o,
determinados;y si este entero no existe (es decir, si
entran todos los enteros) decimos que tiene carac-
teristica cero (y esto Gltimo: por costumbre, porque
por logica debia ser infinito).

El plano de Fano tiene caracteristica 2, no es di-
ficil ver que el de 13-13 tiene caracteristica 3, y el
plano proyectivo real (el de las escenasy que surge
de nuestro entorno) tiene caracteristica cero. ;Ha-
bra planos con cualquier caracteristica? Si es fini-
ta ;son Unicos? o ;es la caracteristica siempre uno
menos que los puntos de una linea? O un problema
mas serio aln ;esta bien definido este concepto?

Todavia no tenemos herramientas para enfren-
tar estos problemas. Pero antes de empezar a
construirlas, conviene hacer una ultima observa-
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cion sobre la configuracion 13-13 en su version real
(antes de integrar los puntos rojos a sus lineas ver-
des naturalmente asignadas para cerrartodo en un
plano proyectivo). La asignacion, pensando aho-
ra en que a cada punto rojo se le asigna como
dual una linea verde especifica, genera una duali-
dad de toda la configuracion y por eso es que fui-
mos y regresamos en la escena, para hacer sentir
esto. Usando la construccion, se puede extender
la dualidad a que cada punto (y cada linea) ten-
ga como dual a una linea (y, respectivamente, un
punto) dualizando su construccion (intercambian-
do V por /Ay a cada sujeto-objeto por su dual).
Esta dualidad corresponde a la simetria de espe-
jo en la linea palindromo-dual; por ejemplo, ca-
da punto morado resulta ser el dual de la linea
morada opuesta en el triangulo morado. Lo debe-
mos mencionar, pues habiamos quedado en sena-
lar qué dualidad fue la que se uso en la primera
construccion de una curva armonica para encon-
trar sus lineas tangentes.



5.2. Planos

El Teorema Armonico asegura que la construc-
cion del cuarto armonico es buena —-independiente
de los puntos auxiliares que hay que elegir-y aho-
ra nos toca revisar su demostracion criticamente
a la luz de que, a veces, los dibujos enganan. Ve-
remos que este resultado si funciona en general
para todas las Geometrias Proyectivas como efec-
to del Axioma Il de dimension. Nuestra primera
demostracion dependio basicamente del concepto
de plano y de como estos se intersectan en el es-
pacio. Después, indicamos que también se puede
demostrar usando al Teorema de Desargues. Tran-
sitaremos ahora con detalle por este otro camino.
5.2.1.  Definicion

Primero tenemos que definir plano en una geo-
metria proyectiva P, que supondremos como da-
da, y ver como se intersectan éstos entre ellos y
con las lineas.

Intuitivamente hablando, un plano es algo mas
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que una lineay contiene a todas las lineas que po-
tencialmente se podrian trazar en él. También sa-
bemos que por tres puntos no colineales debe pa-
sar un Unico plano. Tomemos este camino.

Definicion. Sean A, B, C tres puntos no colinea-
les. Definimos al plano que generan A, B, C como
la union de todas las lineas que van de un punto
en la linea AV B al punto C, que sera convenien-
te denotar AV BV C, y podemos resumir en una
ecuacion:

AVBVC= | ] (XVvaQ).
Xe(AVB)

(5.1)

Nos atrevimos a usar la palabra plano en esta
definicion, pues:

Lema 2 (de Cerradura) Dados tres puntos, A, B, C,
no colineales, el plano que generan es cerrado bajo
la operacion de trazar lineas, es decir:

P,QeAVBVC = PVQCAVBVC.



Demostracion. Llamémos £ a la linea AV B
y sea Y un punto en la linea PV Q, que podemos
suponer es distinto de Py de Q. Para probar que
Y e AVBVC-yportanto,que PVQ C AVBV
C- debemos exhibir que existe X € { = AV B tal
que Y € XV C, para que Y sea elemento de alguna
de las rectas que aparecen en la “gran union” (5.1).

Puesto que P,Q € AV BV (, se tiene que
ambos puntos estan en lineas de C a puntos de
¢ = AV By por tanto existen puntos P',Q" € {
talesque PeP’VCyQe Q' VC.

Supongamos que estamos en el caso general en
que P,P’, Q, Q' son distintos. Como

C=(PVPIA(QVQ),
el Axioma Il nos da un punto
R=(PVQIA(P'VQ),

que esta en { pues P’V Q' = £ ya que son puntos
distintos de £.
Usando de nuevo al Axioma Il: como

P=(CVP)A(YVR),

120

obtenemos finalmente a
X= (C\/Y)/\(P'\/R) el

y esto concluye la prueba, pues X € CVY implica
queY e XV CpuesX#Cyaque C {=AVB.

Nos faltan los casos particulares en que los cua-
tro puntos P, Q, P/, Q’ no son distintos. Pero re-
sultan ser aiin mas faciles (se pueden mover los
puntos en la escena para simularlos).

Si P =Q, no hay nada que probar entendiendo
(o definiendo) a PV QQ como el mismo punto P =
Q.
Si P =Q’, setoma X =P’ = Q' (estan en la
misma linea por C).

SiP=P'yQ=0Q/ setiene que Yyaestaen{,
asique X =Y.

Si uno (de Py Q) es igual (a su contraparte
primada) pero el otro es distinto, podemos su-
poner sin perdida de generalidad que es Q (que
Q = Q’); se toma entonces a R como Q' y se ob-
tiene a X como en el caso general. [

Este lema se basa en el Axioma Il y captura la



esencia de la geometria proyectiva. Es interesante
observar que en el plano euclidiano, que tiene pa-
ralelas y no cumple el Axioma Il, tampoco se cum-
ple el lema. Altomar una linea £y un punto C fuera
deella, launion de las lineas de C a puntos de £ no
llena al plano; deja un “gran” hueco en la paralela
a £ por C. Asi que para generar planos como union
de lineas en el espacio euclidiano, al menos hay
que dar dos pasos: primero la union de lineas de
unalineaaun puntoy luego remachar con la union
de lineas entre los puntos asi obtenidos. En la geo-
metria proyectiva cae de un solo golpe, pues, como
veremos con mas cuidado en el siguiente capitulo,
las lineas por un punto en un plano corresponden
a los puntos de una linea que no lo contiene.
Formalmente, tenemos que ver que la definicion
de plano que hemos dado no depende del orden
de los puntos ni, en buena medida, de los puntos
mismos. Lo haremos con una serie de corolarios.

Corolario 1 (de Orden) Sean A, B, C puntos no co-
lineales. La definicion del plano que generan no de-
pende del orden en que se den los puntos, en par-
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ticular
AVBVC=CVAVB.

Demostracion. Como AV B =BV A, es claro que
la definicion del plano generado por A,B,C no
depende del orden de los primeros dos puntos, y
solo falta ver la ecuacion del enunciado; que el ter-
cer punto, que si jugo un papel diferente en la de-
finicion, se puede permutar con otro.

Como las tres lineas del triangulo ABC (a saber,
AVB,BVCyCV A)estan en ambos conjuntos,
cada contencion, de las dos que hay que probar, es
concecuencia del Lema 2. Por ejemplo, una linea
XV B con X € CV A de las que forman a CV
AV B segln la ecuacion (5.1), esta contenida en
AVBV C pues éste es cerrado bajo trazo de lineas
y Xy B estan ahi. Como cada linea de la union esta
contenida, se concluye que

CVAVBCAVBVC.



Corolario 2 (de Intercambio) Sean A, B, C puntos
no colineales. Si D es un punto del plano AVBV C
tal que D A/ B, entonces

AVBVC=AVBVD.

Demostracion. Como D € AVBV Cy este conjun-
to es cerrado bajo generacion de lineas (Lema 2),
todas las lineas de D a puntos de AV B estan en
él, entonces AVBVD C AVBVC. La otra con-
tencion se sigue igualito de que Ce AV BV D,
pues por definicion (de AV BV C), existe X €
AV B tal que D € XV C por lo que X,C,D son
colinealesy Ce XVD C AV BVD. O

Y aunque su demostracion podria corresponder
a un corolario, lo enunciamos como teorema por
su importancia teorica:

Teorema 2 Sea 7t un plano. Entonces si O, P, Q es
cualquier terna no colineal de puntos en T, se tiene
que

n=0VPVAQ. (5.2)
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Demostracion. Que 7t sea un plano quiere decir, se-
gln nuestras definiciones, que existe una terna no
colineal de puntos A, B, C tal que

nt=AVBVC.

Por el Lema de Cerradura (2), esto implica que el
plano que generan O,P,Q esta contenido en 7.
Para la otra contencion necesitariamos ver que
A,B,C estan en OV PV Q. Esto requiere revi-
sar la demostracion del Lema 2 con mas cuidado.
Y se puede, pero también podemos demostrar el
Teorema usando formalmente a los dos corolarios
anteriores, y eso haremos.

Puesto que las tres lineas del triangulo ABC no
tienen puntos en comdn, el punto O no esta en al-
guna de ellas. Podemos suponer sin perdida de ge-
neralidad que O AV B -renombrando los puntos,
si fuera necesario. Entonces el Corolario 2 implica
que

n=AVBVC=AVBVO

(pues sabemos que O € 7). Como P # O, se tie-
ne que P no esta en una de las lineas AV O o



BV O, otra vez spg -sin perdida de generalidad-
podemos suponer que P AV O. Entonces, por los
Corolarios de Orden e Intercambio (1y 2) y porque
P € mt, tenemos que

n=AVBVO=AVOVB=AVOVP.

Finalmente, como Q OV Py Q € 7, estos mismos
corolarios nos dan las igualdades

n=AVOVP=0OVPVA=0VPVQ.
0

Ya podemos demostrar que cualquier plano 7t
de una geometria proyectiva ° es un plano pro-
yectivo en el sentido axiomatico con que los defi-
nimos.

Teorema 3 Sea 7t un plano. Entonces, si £ y £’ son
dos lineas contenidas en T, tienen un punto en co-
man.

Demostracion. Sean A, B, C, D, puntos tales que
{=AVBy{ =CVD,;los cuatro estan en 7t por
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hipotesis. Podemos suponer que £ # €',y spg que
C AV B. El teorema anterior implica que

n=AVBVC.

Entonces, como D € T, la definicion de plano
como union de lineas implica que existe X € AVB
tal que D € X\VC. Como D # C, esto implica que
X € CVD es el punto de interseccion de L y ¢'. [

Asi, queda demostrado que los planos de una
geometria proyectiva (con el Axioma Ill de dimen-
sion) cumplen con el Axioma I’ (cualquier par de
lineas se intersecta). También cumplen el Axioma |
de generacion de lineas con las mismas lineas que
en su geometria ambiente por el Lema de Cerradu-
ra; y por esto, cada linea tiene mas de dos puntos
(cumplen con el Axioma NT). Finalmente, cumplen
el Axioma III' (hay al menos dos lineas) pues, como
definimos plano en una geometria, implica que tie-
nen al menos tres puntos no colinealesy con ellos
se generan dos (de hecho tres) lineas distintas. Asi
que son Planos Proyectivos de acuerdo a la defini-
cion axiomatica de éstos ultimos.



Hasta ahora queda formalmente demostrado
que el Axioma Il como lo enunciamos (que origi-
nalmente se debe a Veblen, -ver Coxeter-) es una
manera elegante de decir “dos lineas coplanares
se intersectan” sin tener que definir coplanaridad
o plano. Pues ahora ya tenemos que dos lineas son
coplanares si y solo si se intersectan. Y entonces,
el Axioma lll (existen dos lineas que no se intersec-
tan) dice que hay mas que un plano. Si declaramos
que los puntos tienen dimension 0, que las lineas
tienen dimension 1y que los planos tienen dimen-
sion 2; el Axioma lll es equivalente a decir que la
dimension es mayor que 2.

5.2.2. Interseccion en 3D

Nos concentramos ahora en la tarea de ver co-
mo se intersectan los planos en una Geometria
Proyectiva que tiene algo mas que un plano (Axio-
ma Ill), pero tampoco tanto. Y resulta que las mis-
mas ideas del apartado anterior funcionan bien. El
Axioma Ill nos da dos lineas que no se intersectan.
Las podemos ver como generadas por puntos, una
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esAVBylaotraCVD. Entonces AVBV C esun
planoy D un punto fuera de él. Veamos este caso
en general.

Consideremos un plano 7ty un punto A fuera de
él,y sea

VA= (XVA);
Xem

es decir, TV A consiste de todas las lineas de A a
puntos de 7T.

Afirmamos que

7tV A es cerrado bajo la generacion de lineas,

y que entonces, tiene todo el derecho a ser llama-
do Geometria Proyectiva de dimension 3, o Espa-
cio Proyectivo tridimensional. Y la demostracion,
esencialmenteya la hicimos;  esta escenaes co-
piade la del Lema2 con un cambio de nombre, dos
puntos ocultos y la linea roja es mas gorda pues
ahora representa al plano 7t en el primer paso, pe-
ro en el segundo ya se concreta en una linea con
todas las de la ley, ya que la demostracion conduce
al caso bidimensional.



Si consideramos dos puntos P,Q € m\VV A, se
tienen, por la definicion de este conjunto como
union de lineas, dos puntos P/, Q’ € 7 tales que
PeP'VAyQ € Q'\VA.Deaqui, se puede encon-
trar, justo como en el Lema 2, un punto X € P"V Q'
paracadaY € PV Q, tal que Y € XV A. O bien,
podemos invocar formalmente al Lema 2y aplicar-
lo al plano generado por P/, Q" y A, para concluir
que

PVQCPVQVACTVA.

Supongamos ahora que no hay nada mas, que
71V A en nuestra geometria proyectiva P. Que P
tiene dimension 3: es algo mas que un plano, pero,
gracias a la existencia axiomatica de las lineas, un
simple punto fuera de élya generatodo;y el mismo
argumento que usamos en el Corolario de Inter-
cambio (2) demuestra que no importa cual punto
fuera de él se tome.

Ahora si, consideremos una linea £ no conteni-
da en 7t. Si expresamos a la linea como { = A\ B,
podemos suponer, spg, que A 7t. Pero como 7TV A
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ya es todo el espacio, tenemos que B € T\ A. Es-
to implica que existe X € rtal que B € XV A. El
punto X esta en la interseccion de 7ty {; y no hay
mas, pues dos puntos en la interseccion engulli-
rian a toda la linea al plano. Un plano y una linea
no contenida en él se intersectan en un punto.

Por altimo, si consideramos un plano distinto de
71, éste se expresa AV BV Cy podemos suponer,
spg, que A 7. Por lo anterior, AV B intersecta
a 7t en un punto X, digamos; y la linea AV C lo
intersecta en un punto Y. Si fueran iguales estos
puntos, A, B, C serian colineales. Por lo tanto, XV
Y es la linea de interseccion de los dos planos. Dos
planos distintos se intersectan en una linea.



5.2.3. Teoremas de Desarguesy de Armo-
nia

5.2.4. Dualidad

5.3. Geometrias proyectivas de
campos

El lector que tenga conocimientos de Algebra Li-
neal, habra notado la semejanza de la seccion an-
terior con el tratamiento que se da a las bases y
la independencia lineal en el estudio de espacios
vectoriales. No es casualidad. Estan intimamente
relacionados, y en el Siglo XX esta sinergia dio lu-
gar a lo que hoy se conoce como Teoria de Matroi-
des. En esta seccion, veremos como de cualquier
espacio vectorial se obtiene una geometria pro-
yectiva.

De una descripcion muy somera de los espa-
cios vectoriales, deducimos ejemplos de geome-
trias proyectivas y vemos que los ejemplos que
han aparecido anteriormente son de este tipo.
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La geometria proyectiva de un es-
pacio vectorial

5.3.1.

Un espacio vectorial V es un conjunto, a cuyos
elementos se les denomina vectores, que tiene dos
operaciones. La suma que lo hace un grupo abe-
liano (conmutativo) con neutro 0, que tambien se
le llama origen o vector cero. Y el producto por es-
calares que tiene como ingredientes a un escalar
que es elemento de un campo K (que se llama el
campo base del espacio vectorial) y a un vector, y
que nos regresa otro vector, que podemos llamar
el alargamiento del vector por el escalar. La nota-
cion comun es, dados dos vectores u,v € Vy un
escalar k € K:

m u+v eslasumadeuyy,

m KV eselproductoescalarde kyv(oelalar-
gamiento de v por un factor k).

Por el momento, no es nuestra intencion precisar
la definicion, una lista larga de propiedades muy
naturales que extienden a la de campo, que hay



que entender como la generalizacion de los nu-
meros reales y racionales (tiene dos operaciones
suma y producto que se comportan de maravilla).
Pero si queremos que se tenga una idea geométri-
ca de esta estructura.

El ejemplo canodnico de un espacio vectorial so-
bre un campo K es tomar como vectores a todas
las n-adas de escalares, se le denota K™. La suma
se define sumando coordenada a coordenada, el
producto por un escalar k € K se obtiene multi-
plicando a todas las coordenadas por K y el origen
resulta ser el vector con todas las coordenadas ce-
ro. Cuando K es el campo de los nimeros reales R
y n =2, es el conocido plano cartesiano, y cuan-
don =3 es el modelo abstracto que se usa desde
hace siglos para nuestro entorno inmediato. Y es-
tos dos son los ejemplos en que se basa nuestra
intuicion y en el que estan basados todos nues-
tros dibujos, en el siguiente apartado lo haremos
explicito.

Resulta muy natural la nocion de subespacio
vectorial. Si V es un espacio vectorial sobre un
campo K, un subconjunto U C V es un subespa-
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cio vectorial de V, si en si es un espacio vectorial
con las mismas operaciones; es decir, si U es ce-
rrado bajo la suma de vectores y bajo la multipli-
cacion por escalares. Y entonces se tiene una latiz
de subespacios de V, A(V), en la que se ordenan
con el orden parcial de subconjuntos. iEste es el
simil con las geometrias proyectivas que debemos
explotar!

La latiz de subespacios vectoriales de V, A(V),
también tiene dos operaciones -y el nombre “latiz”
corresponde a ello. La interseccion de subespacios
vectoriales es un subespacio vectorial, y hay uno
minimo que contiene a dos que es su suma obte-
nida como todas las posibles sumas de vectores en
ellos. Ademas tiene un maximo, el propio V, y un
minimo que es el subespacio que solamente tiene
alvector 0. Es un “cocol” como el de las geometrias
proyectivas, y si se nos permitiera definir geome-
trias proyectivas por su latiz, la geometria proyec-
tiva asociada a V seria justo su latiz recorrida un
piso para abajo, y punto; es decir, el 0 jugara el pa-
pel de @ y los subespacios vectoriales de dimen-
sion ijugaran el papel de subespacios proyectivos



de dimensioni— 1.

Mas concretamente, cualquier vector v € V dis-
tinto de 0, genera un subespacio vectorial de V de
dimension 1, que consiste de todos sus posibles
alargamientos. A saber

[v] ={kv|k € K},

pues entre las propiedades de las operaciones se
cumple que para cualquier &, 3 € K:

av+PBv=(x+PB)v y afBv)=(afi)v,

asi que [v] es cerrado bajo las operaciones de es-
pacio vectorial; de hecho se puede considerar a
[v] como una copia del campo base K en la que
el0de KvaalvectorcerodeVyelldeKvaadar
al vector v. Y notese que ademas se cumple para

u#0#vque

es decir, los puntos de P(V) son los subespacios
vectoriales de dimension 1 de V; y las lineas de
P(V) son los conjuntos de éstos que forman un
subespacio de dimension 2 de V. Como habiamos
previsto, los puntos de P(V) son el “primer piso”
no trivial de A(V)y las lineas el segundo.

En términos visuales, P(V) es lo que el origen
ve en V: un punto por cada linea que pasa por él.
Por eso resulta tan importante para como es que
entendemos visualmente al mundo que nos rodea.

El Axioma | de geometria proyectiva se cumple
en P(V), pues si [u] # [v] se tiene

[ulViv] ={[ocu+Bv]|e, B €K, (x, ) # (0,0)}.

Los vectores cu+ [3v recorren el plano por el ori-
gen en V que generan u y v, y al “encarcelarlos”,
[xu+ Bv], nos dan puntos en P(V). La condicion

[u] =[v] & u=«kv paraalguna k € K (y se tiene quexs 4.(0,0) asegura que ninguno de los vec-

Ahora si, podemos definir a la geometria proyec-
tiva del espacio vectorial V como

P(V) :{[V] |V€V)V7£0})

tores considerados es 0, pues [u] # [v] equivale
a que u,Vv sean linealmente independientes (para
los que saben de eso); pues, considerando a [u]

y [v]como rectas por el origen, que sean distintas



equivale a que generen un plano por el origen en
V.

Para demostrar que el Axioma Il también se
cumple, sera mas agradable cambiar de paleta de
letras. Sean [a],[b],[c],[d] puntos distintos de
P(V) (que corresponden a los puntos A,B,C,D
con que se enuncio el Axioma I1). Suponer que las
rectas [a] \VV [b] y [c] V [d] se intersectan, im-
plica que existen coeficientes —es decir, escalares—
%, B,Y,0 (con (e, B) # (0,0) # (v,8)) tales que

[xa+pBb] = [yc+od].

Esto implica que hay un escalar k # 0 tal que al
multiplicar al vector en un lado, nos da justo el del
otro. Incorporando esta multiplicacion a los coefi-
cientes y cambiando de nombres (e.g., v/ = ky y
luego llamandoy a7y’ y haciéndole lo mismo a ),
podemos suponer una igualdad estricta de vecto-
res:

xa+ b =+vyc+dd.

La interseccion —que nos pide el Axioma II- de
las rectas [a]V [c] y [b]V [d] se sigue facilmente
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de las propiedades de espacio vectorial, que per-
miten a los sumandos brincar de lado a lado cam-
biandose de signo y hacen equivalente esta Gltima
ecuacion a

—vc=—fb+5d.

Para poder, de aqui, considerar puntos en P(V), te-
nemos que ver que los coeficientes no son ambos
cero. Si (o, —y) = (0,0), se cumple que 3 #0 #
0y la ecuacion anterior nos da que 3b = 6d, que
implica que [b] = [d] contrario a nuestra hipote-
sis. Asi que xa—yc # 0 pues [a] # [c], y se tiene
que

[xa—yc] =[Bb—bdd] € ([a]V[c])A([b]V[d]).

Asi, queda demostrado que el Axioma Il se cumple
enP(V).

El Axioma Ill se cumple para P(V), cuando la di-
mension como espacio vectorial de V es al menos
4. Pues la latiz de incidencia de P(V) es justo la
de subespacios vectoriales de V, pero recorrida un
piso hacia abajo en términos de dimension -algo



de dimension 1 en A(V) representa un punto (de
dimension 0) en A(P(V)), etcétera.

Y el Axioma NT también se cumple, ya que si
[u], [v] € P(V) son distintos, entonces [u+v] €
[u] V [v] es siempre un tercer punto en su linea.
Pues suponer que [u+v] = [u] por ejemplo, con-
duce a una contradiccion: que [u] = [v] o que
v = 0 -y se deja el detalle del argumento como
ejercicio.

Armonia

Antes de ver los ejemplos concretos que nos in-
teresan, convendra ver en general como se expresa
la armonia en estas geometrias proyectivas, por la
simpleza del resultado, porque da una idea clara
de su importancia y porque vuelve a motivar los
ejemplos pequenos.

Veamos primero como se construye el cuarto ar-
monico de [u+v] respecto a puntos distintos [u]
y [v] ensurecta [u] V [v].

Sea [w] un punto fuera de la linea [u] \V [v]. Y
como segundo punto auxiliar tomamos a [u+v-+
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w] € [u+v]V [w]. De aqui, debemos calcular la
interseccion de lineas. Y se obtiene

([u] VIWDA([u+v+w]V[v]) =[u+w],
pues la igualdad (de vectores en V)
ut+w=(u+v+w)—v

implica que el punto [u+w] esta en ambas rectas.
Analogamente, como v+w = (u+v+w)—u,
se tiene que

([vIVIWDA([u+v+w]V[u])=[v+w].
Finalmente, debemos encontrar
(alVIV)A(lu+w]V [v+w]).
Y la solucién que surge de la expresion
u—v=(ut+w)—(v+w),

implica que el arménico de [u+v] respecto a [u]
y[v]es
[u—v]=[v—u].



De aqui, se sigue el caso general:

el arménico de [xu+ Bv] respecto a [u] y [v] es
[ou—PBv] =[pv—oau].

Pues cuando ambos coeficientes son distintos de
cero, se puede renombrar a uy v (ya que [u]
[au] y [v] = [BV]) para que el calculo sea justo

-B') -7
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el anterior. Y cuando alguno de los dos coeficien-
tes es cero, basta observar que la formula ya es lo
suficientemente sabia para dar lo correcto.

5.3.2. Planos pequenos y caracteristica

El plano de Fano

El ejemplo que acabamos de desarrollar ajus-
ta perfecto para volver a visitar al plano de Fano.
El campo mas sencillo de todos tiene dos elemen-
tos O y 1 pensados como los residuos modulo 2,
también denotado Z) = Z/2Z.Y en él,el 1 essu
propio inverso aditivo, es decir, 1+1=2=00
bien, T = —1. Si tomamos como campo K a Z, y
como espacio vectorial V a K3, veremos que P(V)
es el plano de Fano.

En el desarrollo anterior (para encontrar al ar-
monico), si tomamos como u al vector (1,0,0) €
K3 como va (0,1,0) € V=K3y hacemos w =
(0,0,1); van apareciendo uno por uno los 7 vecto-
res no cero de V y se consideran siete lineas de
P(V), hasta que llegamos al arménico y resulta



que éste ya esta, que se repite:

[u—v]=[(1,—-1,0)]=[(1,1,0)] = [u+v],

pues, mas aun, a nivel de vectores

(1>_1>0) :“>150)

ya que 1 = —1 en el campo base K. Justo esta es
la observacion que nos llevo a encontrar el plano
de Fano. El cuarto armoénico no es distinto. Pero
ahora es claro que vive como plano en una familia
de geometrias proyectivas de cualquier dimension.
Y en ellas, cualquier plano es el de Fano y todas las
lineas tienen tres puntos.
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El plano 13-13 y coordenadas homogéneas

El siguiente campo en términos de tamano es
73 = 7/37 con tres elementos {0,1,—1} en el
que 2=—1 pues 3 =0. Si tomamos K =73y, co-
mo antes V = K3 se obtiene que P(V) es el plano
13-13 que habiamos encontrado.



Ahora tenemos que ser mas cuidadosos con la
notacion, pues si en el caso de Z, los subespa-
cios de dimension 1 en el espacio vectorial tienen
dos elementos (tantos como el campo) y uno Gnico
distinto del vector cero. En el caso actual, en que
K = Z3, cada recta por el origen en V tiene tres
elementos y dos vectores no nulos. Aqui ya se ma-
nifiesta la diferencia entre vector no nuloy la recta
que genera.

Es comln simplificar la notacion de puntos en
P(K3) (para cualquier K) usando las llamadas
coordenadas homogéneas que compactan la infor-
macion y, para no confundirlas con las coordena-
das cartesianas, se usan dos puntos como separa-
dores:

(x:y:z]=1[(x,y,2)].
De tal manera que para cualquier k € K, k #£0, se
tiene que

[x:y:z]=[kx:ky:Kz].

Asi que, regresando ya al campo base K = Z3,
aunque se tenga que (1,0,0) # (—1,0,0), resulta
que [1:0:0]=[-1:0:0].
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En el dibujo, o diagrama abstracto de P(Zg),
se respetan los colores de como se presentod es-
te plano (ref???). Ponemos en los tres puntos mo-
rados a los tres puntos que corresponden a los
vectores de la base canonica, y de aqui se dedu-
cen coordenadas homogéneas para los demas. Los
cuatro puntos (rojos) con los que arrancamos la
construccion de la configuracion 13-13, son ahora
los cuatro puntos que no tienen ninguna coorde-
nada homogénea igual a 0.



En cualquiera de las 13 lineas, con dos de sus
puntos se obtienen los otros dos sumando y res-
tando los vectores que los representan (y a veces,
hay que considerar un factor coman —1). Es decir,
cualquier par de puntos en cualquier linea, hace
armonico al par restante. Hay que tener en cuenta
que el orden en que aparecen los puntos a lo largo
de las curvas que indican las lineas, no tiene nin-
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guna relevancia; es circunstancial del dibujo y no
es parte de la geometria; en este sentido, la linea
mas “fiel” es la que no indicamos con una curva
sino con un “conglomerado” de 4 puntos (el cen-
traly los tres de afuera).

Caracteristica

Este es un buen momento para ver que nues-
tro uso del término “caracteristica”, que definimos
geométricamente en (ref???), corresponde en es-
tos ejemplos al uso clasico de la caracteristica de
los campos.

Regresemos al caso general, donde K es cual-
quier campo. Tiene entonces un 1, su elemento
unitario multiplicativo, bien definido, y su carac-
teristica es el minimo nimero natural k, tal que

k=14+1+---+1=0,
| S ——
k
donde O € K es su neutro aditivo, y si esta k mi-

nima no existe (si nunca se cumple la ecuacion) se
dice que K es de caracteristica 0.



Asi que Z, tiene caracteristica 2; Z3 es de ca-
racteristica 3, y en general, cuando p es primo, Zy
es un campo de caracteristica p. Mientras que los
ndmeros racionales @, los reales Ry los complejos
C, son campos de caracteristica 0.

Nuestra definicion geométrica de caracteristica
(ref???), es iterar a la construccion de la inclusion
de nimeros naturales en base al armonico, hasta
la primera vez que dé un punto anterior. Recorde-
mos que esta construccion depende de tomar tres
puntos distintos en una linea, que la hacen de 0, 1
e oo y luego tomar armonicos inductivamente (en
general, el punto que la hace den—+1 es el armo-
nico de n— 1 respecto a n e 0o, empezando con
n=1).

Sea V un espacio vectorial sobre K de dimen-
sion al menos 3. Si tomamos dos puntos distintos
[u],[v] € P(V) que la haran de 0 e oo, el T de-
be ser un punto [oxcu+ Bv], con o # 0 # B pa-
ra que sea distinto de los puntos anteriores. Pero
entonces, podemos renombrar u = quy v = Jv,
para que el punto que corresponde al 1 sea justo
(u+v].
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Como para cualquier niimero entero n se cum-
ple que

[u+n+1)v]y[lu+(n—1)v]
son armonicos respecto a [u+nv]y [v],

se tiene que la construccion geométrica usando
armonicos nos da, correspondiendo a la susecion
0,1,2,3,---,n,---, lasusecion de puntos en la li-
nea [u] V[v]:

(u], [u+v],[u+2v], [u+3v], -, [u+nv],---.

De aqui se sigue facilmente que las dos nocio-
nes de caracteristica coinciden para las geometrias
proyectivas asociadas a espacios vectoriales. Y se
demuestra también que es una nocion bien defi-
nida en este tipo de geometrias proyectivas, pues
no depende de los tres puntos alineados con los
que se arranca la construccion.

La linea proyectiva de un campo

Hemos usado tanto a las coordenadas que de-
finen a los puntos de una linea en P(V), que vale



la pena hacerlas explicitas. Aunque P(K?2) no tie-
ne dimension suficiente para ser considerada co-
mo geometria proyectiva (pues consta de solo una
linea), si tiene sentido en nuestra definicion de las
geometrias proyectivas de espacios vectoriales. Y
resulta ser el modelo abstracto de todas las lineas
de P(V).
En general, para cualquier n 0, se denota

P™(K) =P(K™)

a la geometria proyectiva de dimension n de K.

Hemos visto como ejemplos que el plano de
Fano es P%(Z;) y que el plano proyectivo 13-13 es
IPZ(Z3). Queremos ver ahora que para cualquier
campo K, la linea proyectiva de K, P! (K), se puede
identificar con el campo K con un punto anadido
“al infinito”.

En coordenadas homogéneas, tenemos que

I]:D] (K) :{[Xy] |X)U S K)(Xay) 7£ (O»O)}a

donde hemos cambiado a las variables usuales
X,y envez de las que hemos usado arriba «, 3, pa-
ra facilitar la imagen geométrica clasica del plano

136

cartesiano KZ, cuando K =R. Y donde, por defini-
cion,
[x:y]=I[kx:ky] paracualquier ke K,k#0.

Las coordenadas homogéneas se pueden inter-
pretar como las “proporciones” (pues en general
x/y = kx/Ky), de aqui el uso de dos puntos “"
envez de la coma “" para separar. También, [x : y]
se puede interpretar como la pendiente de la recta
en K2 que pasa por el origen y el vector (x,y) #
(0,0).

Podemos incluir al campo K en su recta proyec-
tiva,

K= P'(K)
x—[x:1],

interpretando a x € K como la proporcion de x a
1.Y, puesto que siy # 0, se tiene que

z:1

[X:y]z[y I,



ésta inclusion, abarca a todos los puntos de P! (K)
exceptoal [1:0] que se puede interpretar como el
infinito, 0o, la proporcion del T al 0 o la pendiente
de las rectas verticales.

En términos geométricos, si en el plano carte-
siano, Kz, consideramos la recta y = 1, cualquier
recta por el origen [x :y] la intersecta en el punto
(x/y,1) excepto la recta y =0, el eje-x, que no
la intersecta pero intuimos que la intersecta en el
“infinito”. La linea proyectiva de K es anadirle ese
punto.

Al revisar las coordenadas homogéneas de co-
mo incluimos a los naturales en la recta [u] V
[v] = [v]V [u] usando armonia; si a [u] le to-
can las coordenadas [0: 1] (para hacerlade 0)y a
[v] le toca [1:0] (el infinito); metimos a n en el
punto [n: 1], que concuerda con lo anterior.

5.3.3. Elplano proyectivo realy ProGeo3D

El ejemplo que mas nos interesa es el Plano Pro-
yectivo Real P2(R), porque es en el que estan ba-
sadas las escenas interactivas del libro, implemen-
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tadas en el sistema de geometria dinamica Pro-
Geo3D. Pero también, y mas significativo, porque el
de los nimeros reales, R, es el campo que mejor
modela las lineas de nuestro entorno inmediato,
por lo cual es el que tradicionalmente se usa para
entenderlo, tanto en la fisica como en las matema-
ticas.

La pantalla de una computadora o de una table-
ta tiene pixeles, o puntos, determinados por coor-
denadas (x,y) para un cierto rango de las varia-
bles —por costumbre, x varia en el eje hotizontal y
y en el vertical; y podemos suponer que el origen
(0,0) esta en el centro. Representa a una pequenfa
porcion de todo el plano euclidiano (o cartesiano)
R2. Los puntos que puede uno seleccionar con un
click estan restringidos a ese pequeno rectangulo.
Pero si tenemos dos lineas determinadas por pa-
res de puntos en la pantalla y definimos un nuevo
punto como su interseccion, este punto puede es-
tar o no en la pantalla, puede estar muy lejos, o in-
clusive en el infinito, y alin en este Gltimo caso, el
sistema de computo que maneja las escenas tiene
que considerarlo internamente. La manera en que



los programas de geometria dinamica en general,
ProGeo3D entre ellos, manejan este caso particu-
lar de “intersecciones en el infinito”, y logran incor-
porar las intersecciones de rectas en un solo caso
general, es usando al plano proyectivo real.

Se considera a un punto fuera de la pantalla, el
ojo del usuario o de Alberti, como el origen, 0, de
un espacio euclidiano (o vectorial real) de tres di-
mensiones, con una nueva coordenada de profun-
didad, que llamaremos w. De tal manera que el
plano de la pantalla correponda al plano w = 1.
El nuevo eje w, sale de 0 directo al centro de la
pantalla, choca con ella en w = 1, y se sigue en
abstracto hacia atras. Y sera importante hacer no-
tar que el plano w = 0 es el paralelo al lienzo-
pantalla que pasa por 0.

Cuando incorporamos —-con un click en la
pantalla- un punto al sistema, éste le asigna las
coordenadas (x,y,w) = (x,y, 1), donde (x,y)
son las coordenadas del pixel correspondiente. Se
identifica al punto (x,y) € R? con la linea por el
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origen
[x:y:1] e P*(R) =P(R?).

Las lineas en la pantalla se manejan en el siste-
ma como planos por el origen en R3 y la intersec-
cion de dos siempre da rectas por el origen, que
el sistema tiene algoritmos para calcular en térmi-
nos de coordenadas. En el caso particular de dos
lineas paralelas en la pantalla, sus planos por el
origen se intersectan en la paralela a ellas por 0
que esta en el plano w =0.

Cuando se le pide al sistema que dibuje un pun-
to de coordenadas homogéneas [x :y : W], prime-
ro checa siw = 0; si no es asi, trata de dibujarlo en
el pixel (x/w,y/w) (que es donde la recta por el
origen [x : Yy : w] intersecta al lienzow = 1) y se
pinta cuando ambas coordenadas caen en el ran-
go de la pantalla, si no, esta afuera y no hay nada
que dibujar. Los puntos en el infinito son aquellos
que tienen w = 0, nunca se dibujan y correspon-
den a las lineas de vision de 0 que son paralelas a
la pantalla, tendriamos que voltear la cabeza para
considerarlas pues estan en su horizonte.



Asi que podemos pensar al plano proyectivo
real, P2(R), como el plano euclidiano clasico R?,
con una nueva linea anadida en el infinito: su ho-
rizonte. Que, dentro de PZ(R), es una linea como
cualquier otra cuando la vemos de frente.

Lo que vemos en las escenas de ProGeo3D es
una pequefa porcion de ambos planos (el eucli-
diano y el proyectivo), pero el sistema que calcu-
la lo que vemos en esa ventana esta basado en la
geometria proyectiva. Y, por supuesto, lo que ha-
cen los programas de animacion para los video-
jueos vy las peliculas desarrollados en épocas re-
cientes, también lo ésta.
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