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Introduccion

Esta es la primera parte de un libro electronico
interactivo de geometria proyectiva. Esta geome-
tria se podria describir como la teoria matemati-
ca que surge al intentar entender como vemos al
mundo, en el mismo sentido en que lo hicieron los
pintores renacentistas para poder pintarlo de una
manera realista. Con un espiritu experimental, el
primer capitulo retoma esa preocupacion que con-
dujo a las técnicas de la perspectiva, y concluye con
el enunciado de los axiomas en que se fundamen-
ta la geometria proyectiva. Esta se aborda formal-
mente en los siguientes dos capitulos.

En los albores de las matematicas —es decir,
cuando los griegos hicieron el trabajo fundacional
que sigue asombrandonos hoy dia- ademas de los
teoremas (enunciados nitidos demostrados con ri-
gor logico) tenian gran relevancia las construccio-
nes. No habia juicios de valor preferencial entre
ambos tipos de productos matematicos; tan im-
portantes eran los unos como las otras. Pero con
el paso del tiempo, este balance se quebro.

La geometria se dividio entre lo que se llama
ahora geometria sintética, que incluye a la geo-
metria clasica manteniendo su estilo de argumen-
tacion, y la geometria analitica que se basa en el
método de coordenadas. En esta Gltima manera de
pensar la geometria, que auspicid avances espec-
taculares en los Gltimos siglos, las construcciones
como tales perdieron interés, pues el algebra y el
analisis proporcionaban herramientas para susti-
tuirlas; o bien, cuando ciertas construcciones eran
inevitables, se les mimetizaba dentro de las de-
mostraciones de los teoremas, que entonces se
convirtieron en casi la Gnica Unidad de expresion
valida en el avance y en la comunicacion de las
matematicas. Las construcciones como tales per-
dieron su valor y quedaron como anécdota que, si
acaso, se usaban para el apoyo didactico en la en-
senanza media.

La preeminencia casi absoluta del teorema,
se vuelve a trastocar irremediablemente cuan-
do la computacion —como parte integral de las
matematicas— irrumpe en la escena en la segun-
da mitad del siglo XX. La importancia del algoritmo



para resolver mecanicamente un problema —como
un producto matematico en si mismo— con un
enorme valor practico y teorico, cambia por com-
pleto el panorama. Las construcciones clasicas de
los griegos recobran importancia como los prime-
ros y mas nitidos ejemplos de algoritmos y, entre
otras cosas, surge el area de geometria compu-
tacional en la que el algoritmo (o la construccion)
toman el primer plano. También surgen los progra-
mas de geometria dinamica en los que setomaalla
pantalla como un planoy proveen al usuario de las
herramientas para hacer construcciones geomeétri-
cas en el sentido mas clasico; la regla y el compas
se vuelven virtuales, pero ganan exactitud y pre-
cision en los dibujos y mantienen o recobran su
estatus teorico de herramientas constructivas. Las
construcciones clasicas de los griegos encuentran,
dos milenios y medio después de ser concebidas,
su plena expresion grafica.

En este libro (si aln se le puede llamar asi, pe-
ro lo hacemos en su sentido mas emblematico),
las construcciones retoman un papel protagonico
como unidad de expresion matematica. Pero aho-

ra, como son construcciones dinamicas y forman
parte integral de una exposicion didactica escrita,
las llamaremos escenas. Estas estan basadas en
una construccion clasica, es decir, en una secuen-
cia de operaciones geométricas —en un algoritmo
que produce una figura- pero ahora, y gracias a la
computadora que las transmite a una pantalla, tie-
nen dinamismo en al menos tres sentidos.
Primero, como figuras se presentan en pasos,
que son etapas acumulativas de la construccion.
Ayudan asi a entenderlas y permiten hablar de
ellas en diferentes momentos o desde diversos an-
gulos. Dentro de una escena, el texto referente al
paso que se muestra en su ventana esta resaltado
en color mas obscuro, y el texto correspondiente a
pasos por venir esta en un color mas tenue. El cam-
bio de paso es con el mismo control que el cam-
bio de pagina; tipicamente, tiene el efecto de re-
saltar el siguiente parrafo del texto y aumentarle
elementos a la figura. Y cuando se tiene que cam-
biar de pagina sin que an haya concluido la esce-
na, la ventana en la que ésta se esta desplegando
se mantiene preferentemente en su posicion en la



pantalla (cambia la hoja escrita pero no la figura).

Segundo, en ciertos pasos, las figuras son dina-
micas en el sentido interactivo de que el conjunto
de puntos de que depende la construccion (y la fi-
gura en la pantalla) se pueden mover a voluntad
del lector; a esto lo llamaremos exploracion o ex-
plorar la escena en un paso dado.

Y tercero, en cualquier momento de una esce-
na en estado de exploracion (y todas las escenas
tienen tal paso), el lector (o usuario) puede involu-
crarse en la construccion dentro del programa que
la creo, llamado ProGeo3D. Es decir, puede cam-
biarla, rearmarla o proseguir mas alla de ella. Esto
es particularmente importante, pues desde siem-
pre los textos matematicos se leen con otro ritmo
que los literarios; no se leen de corrido, sino que
exigen pausas para que el lector reconsidere, so-
pese y critique por si mismo lo que se esta plan-
teando. Esta posibilidad de revisar a fondo y re-
construir las construcciones, ayuda en ese sentido
introspectivo. Da mucho sobre lo cual rumiar o, co-
mo decimos los matematicos, trabajar.
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Espinosa, Alejandro Radillo y Pablo Rosell para la
elaboracion y el diseno de este libro. Asimismo,
agradecemos a Elias Mochan las valiosas sugeren-
cias matematicas para mejorarlo que surgieron al
ensayar su uso en cursos de la Facultad de Cien-
cias.



Indice general

I Perspectiva, movimientos y armonia

1 Perspectiva

14 Cuadriculasenperspectiva. . . . . . . o oo e e e e e e
1.2 Unaroseta, subdivisionesyarmonia . . . . . . . . . . . . e
1.3 Conhorizontefijo . . . . . . . . e e e
1.4 Lasrecetasde Alberti . . . . .. L e e e e

2 Movimientos

21 Traslacionesy transformaciones lineales . . . . . . . . . . . ... ... ... ...
2.2 Movimientos rigidos

(yloqueviene) . . . . . o o i i e e
2.3 Movimientos hiperbolicos . . . . . . . . . e

14
16
17



3 ElEspacio Desarguesiano 37

5

31 ProYeCCIONES . . v v v e e e e e e e e e e e e e e e e e e 38
3.2 Elotroladodel horizonte . . . . . . . . . . . . . e 39
3.3 Espacio (y Plano) Desarguesianos . . . . . . v v v i i e e e e e e e 43
3.4 Cuboenperspectiva . . . . . . . . . . e e e e 49
Historia de la Geometria Proyectiva 56
Formalizacion 57
Axiomas 58
51 ELPrimer Axioma

(puntosy lineas) . . . . . . v i i i e e 60
5.2 Segundo Axioma

(interseccionde lineas) . . . . . . . . . o i i i i i e e e 62
5.3 Axiomas de dimension

ydenotrivialidad . . . . . . . . e e e e e 65
5.4 Notacion, subespacios,

operacionesy dimension . . . . . . . ... e e e e e e e e e e e 66
5.5 PrOYECCIONES . . . . o i i e i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 73
5.6 Dualidad . . . . . . . e e e e e 74



5.7

Hipotesis de trabajo
yalgodehistoria . . . . . . . . L e e e

Vi



Parte |

Perspectiva, movimientos y armonia



La perspectiva renacentista revolucion6 la ma-
nera en que representamos al mundo. Pero no sé6lo
en la pintura, que fue su fuente de inspiracion, sino
también, como veremos en esta primera parte del
libro, lo hizo en la ciencia. Las técnicas y procedi-
mientos pictoricos que la caracterizan se deducen
de la geometria euclidiana —la que explica nues-
tro entorno inmediato con base en conceptos co-
mo punto, linea, plano, distancia y angulo. Pero a
la vez la cuestionan. Pues al argumentar los por-
qués de las recetas constructivas que se usan en
la perspectiva, es ineludible hablar de entes aiin
mas abstractos y no tan inmediatos como la linea
al horizontey los puntos de fuga, que quisieran ser
situados en, o se relacionan con, el “infinito”. Dis-
cutirla, obliga entonces a disociar a la realidad in-
mediata del modelo tedrico que surge de ella (co-
nocido como el Espacio Euclidiano) y empieza asi
a abrir el camino para que, varios siglos después,
sea aceptada la existencia de otras geometrias; y
con ellas, la posibilidad de que aparezca un Eins-
tein para darnos una version mas rebuscaday abs-
tracta, pero mas amplia y certera, de la realidad.

El libro que mejor documenta a la revolucion
pictorica renacentista es Della pittura. En él, su au-
tor Leone Battista Alberti (1404-1472) empieza por
precisar ;qué es pintar? para pasar a explicar —con
pasion y en lenguaje vernaculo, cuando lo usual
era aln escribir en latin- las técnicas basicas de
la perspectiva que habian desarrollado su maes-
tro Filippo Brunelleschi (1377-1446), y los gremios
de arquitectos y artistas que florecen orgullosos y
creativos en la Florencia del siglo XV.

Entre los pintores renacentistas que se encum-
braron en el uso de esas técnicas destacan el tam-
bién florentino Leonardo (1452-1519) y el aleman
Durero (1471-1528); pero hasta la fecha, los arqui-
tectos y los pintores realistas las siguen usando
para presentar sus proyectos o componer sus cua-
dros con “buena perspectiva” —o “cercanos a la fo-
tografia”, podriamos decir hoy dia. Como ya men-
cionamos, esas técnicas tienen como fundamento
a la geometria euclidiana, asi que en su libro, Al-
berti recurre a la autoridad intelectual de “los ma-
tematicos” para zanjar, o en ocasiones de plano
esquivar, discusiones complicadas respecto a los



por-qués de las recetas que propone. Y es natu-
ral esa reticencia, pues al exponer los argumentos,
surgen problemas filosoficos serios que ponen en
duda la concepcion comin de lo que es la geome-
tria. En particular, es ineludible mencionar al in-
finito -y en ese entonces ni los matematicos se
sentian seguros pisando ese reshaloso terreno—, o
bien, a veces parece que se esta cuestionando al
Axioma de las Paralelas de Euclides —aln “sacro-
santo” en aquella época. En fin, el texto deja en-
trever que Alberti no se sentia a sus anchas con
la argumentacion precisa y deductiva. Y entonces,
como sucede mucho en la ensenanza de las mate-
maticas, opta por dar recetas y aleccionar en pro-
cedimientos, mas que en buscar el entendimiento
de los razonamientos que los implican.

Pasan dos siglos para que un matematico, el
francés Girard Desargues (1591-1661), agarre a ese
toro —el de la argumentacion sistematica y formal
de la perspectiva— por los cuernos. Se le considera
el padre de la Geometria Proyectiva pues, ademas
del teorema seminal que lleva su nombre, propo-
ne ampliar, en abstracto, al Plano Euclidiano para

que los horizontes y los puntos de fuga se incor-
poren con plenos derechos a la teoria geométrica.
Llamaremos a ese plano extendido el Plano Desar-
guesiano. Pero sucedio que su trabajo no tuvo eco
inmediato entre los matematicos -y adn hoy dia,
no alcanza la presencia que le corresponde en la
cultura cientifica general; los “puntos de fuga” y los
“horizontes” alin siguen siendo argucias técnicas
de los dibujantes mas que entes matematicos.

Y pasan otros dos siglos para que las ideas de
Girard Desargues reciban la atencion de sus co-
legas y se afianzen como teoria geométrica en
la primera mitad del siglo XIX. Una buena razon
historica para que sucediera asi —para que pasa-
ra tanto tiempo- es que un paisano contempora-
neo de Desargues, llamado René Descartes (1596-
1650), coordinatiza al Plano Euclidiano. Asi que sur-
ge —simultaneamente a la proyectiva- la Geome-
tria Analitica basada en el Plano Cartesiano (el que
usa coordenadas) y da trabajo de sobra al gremio
matematico: el interés general se concentra en es-
ta vertiente de la geometria que se roba los reflec-
tores de la ensefianzay de la historia. (Y con sobra-



darazon pues pronto, con Isaac Newton (1642-1726)
y Gottfried Wilhelm (von) Leibnitz (1646 -1716), sur-
ge el calculo para el cual el método de coordena-
das es esencial, como también lo seria en el desa-
rrollo de la fisica y en la conquista tedrica de las
muchas dimensiones).

Cuando, ya de regreso aqui en el siglo XXI, se
presentan los argumentos que explican las técni-
cas de la perspectiva con figuras interactivas o di-
namicas, irrumpe ruidosamente en la escena un
concepto que ha sido fundamental en la historia
mas reciente de las matematicas: los movimientos.
Se debe esto a que nuestro cerebro tiene muy bien
cableados los principios de la perspectiva, pues la
evolucion los ha ido usando para situarnos dentro
de un mundo tridimensional, y entonces nos obli-
ga a “ver mas de lo que hay": tres dimensiones a
partir de dibujos en dos, y sobretodo cuando hay
movimiento (el efecto “cine”, podriamos llamarlo).

Las computadoras ya han realizado el sueno
de ilustrar teoremas o construcciones geométricas
con figuras que no son una instancia Gnica y estati-
cade ellos congelada en el papel, sino que se mue-

ven a voluntad en la pantalla y entonces, en prin-
cipio, se puede transitar por todas las instancias
a las que se refieren. Estas figuras dinamicas se
acercan un poco mas a la generalidad que preten-
de un razonamiento geomeétrico, o lo ilustran me-
jor. Pero, como pronto veremos, algo inesperado y
sorprendente sucede con las construcciones en las
que se basa la perspectiva renacentista. No solo se
mueve una figura geomeétrica planay abstracta que
ilustra un teorema frio, sino que nuestro aparato
perceptivo se involucra e interpreta mucho mas de
lo que se pretendia. Se empecina en hacernos ver
que algo se mueve en el espacio. Nos obliga a sen-
tir que todo un plano se contorsiona, que gira de
manera caprichosa a la vez que se transforma in-
ternamente.

En el siglo XIX, las matematicas ampliaron enor-
memente sus miras y con ello, su abanico de ob-
jetos de estudio e interés. Entre estos nuevos en-
tes abstractos que surgieron entonces, destacan
los grupos que se asocian al estudio de la sime-
tria e inician, como sus protagonistas estelares, el
area que ahora conocemos como algebra moder-



na. Y entre los grupos, destacan muy en particu-
lar, los grupos de Lie! —los grupos que, ademas de
la simetria, traen incorporada a la continuidad—
que son los que congregan o agrupan —valga la
redundancia— a estos movimientos geométricos
(los internos de un plano) que son a quienes es-
tabamos acusando de irrumpir escandalosamen-
te en la escena. Y, dicho sea de paso, estos gru-
pos son ahora objetos importantisimos de la fisica
contemporanea.

En su famoso Programa de Erlangen, que da-
ta de 1875, Christian Felix Klein (1849-1925) hace
énfasis en que estos grupos de movimientos son
los que le dan su caracter distintivo a las diversas
geometrias que, para ese entonces, ya se habian
descubierto y estaban en vias de ser finalmente
“aceptadas en sociedad”. Pero ademas, demuestra
que la geometria proyectiva que inicio Desargues
—y que ya en ese momento habia logrado grandes
avances teoricos— las acoge a todas. Prueba que

LEL nombre es en honor a Marius Sophus Lie (1842 — 1899),
matematico Noruego que empez6 su estudio.

en su seno caben modelos para todas ellas. Lo que
distingue a una geometria de otra es qué subgru-
po de movimientos de la geometria proyectiva se
debe considerar.

El objetivo primordial de la primera parte de es-
te libro es darle sentido visual y experimental a es-
to que acabamos de describir historicamente. Pero
también lo aprovechamos para instruir en el uso
de la herramienta constructiva ProGeo3D vy, pues-
to que van surgiendo los temas en distintos mo-
mentos, para describir el contenido de la segunda
parte.

El primer capitulo se centra en construcciones
geometricas que sustentan a las técnicas clasicas
de la perspectiva. En cierta manera, con el mis-
mo sentido de las “recetas” que popularizo Alber-
ti, pero con la intencion de ir motivando e intro-
duciendo los conceptos con que se arma el an-
damiaje teorico de la Geometria Proyectiva. Entre
estos conceptos, destaca el de armonia que esta
muy ligado a las cuadriculas y luego sera central
para nuestra presentacion formal y para nuestro
tratamiento de las curvas conicas. Concluimos es-



te capitulo con dos construcciones dinamicas de
perspectivas tridimensionales (también conocidas
como “de tres puntos de fuga”) intentando afian-
zar las ideas abstractas que ya estan en el terreno
comin entre la técnica pictoricay las matematicas.

En el segundo capitulo, nos enfocamos en los
movimientos que surgen de estas construcciones
por el simple hecho de ser dinamicas. Vemos que
se pueden considerar distintos tipos de movimien-
tos, que van desde los mas abstractos y abundan-
tes (los proyectivos); pasando por los de nuestro
mundo cotidiano (los rigidos) para concluir con
los de la geometria hiperbolica, que es el ejem-
plo contundente de geometria no euclidiana. Para
algunas construcciones es necesario el uso de las
curvas armonicas (que a la larga veremos que son
las clasicas curvas conicas) que definimos y des-
cribimos someramente aquiy seran tema de varios
capitulos de la segunda parte.

Con ésta motivacion y experiencia visual, en
el Capitulo 3 definimos formalmente al Espacio
Desarguesiano, la contribucion seminal de Girard
Desargues, y empezamos a transitar por el camino

de la formalizacion matematica que sera la mate-
ria de la parte dos.

Por Gltimo, en el Capitulo 4 vemos un resumen
historico de la Geometria Proyectiva que aunque
fue muy influyente en el desarrollo de las matema-
ticas, no se ha reflejado alin este hecho en nues-
tra manera de ensenarlas. Intentamos analizar es-
te extrano fenomeno cultural.



Capitulo 1

Perspectiva

Para los pintores renacentistas, segin Alberti:

Pintar es el arte de plasmar en un lienzo
lo que ve —o deberia ver— el pintor ante
una escena real —o imaginaria.

Y para decidir qué va en cada punto del cuadro, de-
be fijar la escena, el plano del lienzo y la posicion
precisa del ojo del pintor. Entonces, se “proyecta
la escena en el lienzo desde el ojo”.

Este grabado de Durero, ilustra con claridad esta
intencion y una técnica para lograrlo (con un cua-
dro de muy dificil perspectiva) en la que se usan

cuadriculas, tanto en el plano que a la larga sera
el del lienzo, como en el papel en el que el pintor
esta dibujando un primer boceto.

Para escenografias mas abiertas, que incluyen



personajes y objetos a distintas profundidades,
conviene usar otros métodos, que son las llama-
das técnicas de la perspectiva, e incluyen el uso de
los famosos puntos de fuga en el lienzo. Estos son
puntos que se obtienen de trazos auxiliares y que,
aunque no provengan de puntos reales en el es-
cenario, ayudan al pintor a colocar a los diversos
objetos en el lienzo y a determinar la escala con la
cual deben dibujarse. Sabemos bien —y lo apren-
demos vivencialmente desde muy pequenos— que
ésta escala disminuye conforme los objetos estan
mas distantes, pero qué tanto se achican y como
determinarlo con precision en un lienzo, no quedo
claro hasta el renacimiento; la revolucion pictori-
ca a la que nos referiamos viene del realismo que
nos transmiten esas pinturas con buena perspec-
tiva. Y vale la pena hacer notar que éste fenomeno
“entre mas lejos ésta, mas chico se ve” lo uso la
evolucion para auxiliarnos en esa tarea constan-
te de nuestro cerebro para situarnos (jy localizar
a potenciales depredadores!) en el espacio tridi-
mensional que nos rodea; y también usan con éxito
este mecanismo casi todas las especies de anima-

les superiores.

Regresando al pintor, para saber en qué lugar
del lienzo y con qué escala debe dibujar algo en
la escena, la técnica fundamental sera aprender a
dibujar cuadriculas en perspectiva. Pues un plano
cuadriculado permite situar con precision a cual-
quier objeto en él —usando el método que hizo
ilustre a Descartes: se fija a un cuadrado como ori-
gen o “la base”, y se determina cuantas “casillas”
en cada una de las dos direcciones de la cuadricu-
la hay que moverse para llegar al lugar deseado. Y
una vez ahi, ese mismo cuadrado dicta la escala.

Veremos primero que asi como un piso de mo-
saicos cuadrados queda determinado por la pri-
mera loseta que se coloque (de ahi en adelante se
deben colocar las nuevas piezas coincidiendo en
las aristas de las que ya estan puestas), también
al dibujarlo en perspectiva, todo queda definido en
cuanto se dibuja en el lienzo a la primera pieza.
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1.2

14.  Cuadriculas en perspectiva

Supongamos que un pintor nos entrega en un
lienzo, el dibujo —a ojo de buen pintor— de una de
las losetas cuadradas de un mosaico en un piso (la
loseta basica, llamémosla) y nos pregunta ;como
dibujar al resto del mosaico?

Tenemos que dar una receta, en este caso una
construccion que consiste en una serie de trazos
con regla, y también queremos argumentar por
qué funciona.

Escena 1. Horizonte de una loseta.

Un cuadrilatero dibujado en el lienzo, que en
nuestro caso es la pantalla, consiste de cuatro seg-
mentos que son sus lados. Hemos pintado de rojo
a un par de lados opuestos y de azul al otro par.
Van a definir a las dos direcciones principales (o
ejes) de la cuadricula.

Cada segmento se extiende a una linea en el
lienzo. Al trazar las cuatro lineas, los pares que co-
rresponden a los lados opuestos de la loseta ba-
sica se cortan en dos nuevos puntos. Siguiendo a
la nomenclatura cartesiana clasica, los hemos de-

>

m $ K Q H A

notado X, de “infinito del eje-x" y Y de “infinito
del eje-y”. Vamos a suponer que ambos estan en
el lienzo por cuestion argumentativa; luego vere-
mos el otro caso. Estos, (X 'y Y) son los puntos de
fuga de la loseta basica.

Y por estos puntos de fuga, se traza una nue-
va linea que llamaremos el horizonte de la loseta.
Corresponde a la linea del horizonte en un desier-
to planoy los pares de lineas a las paradigmaticas
vias de ferrocarril: paralelas en el desierto pero no

1.3



1.4

en el lienzo, visualmente se juntan en un punto del
horizonte. Y como ya teniamos determinados a dos
puntos del horizonte, a éste no le queda mas que
ser la linea por ellos. Aqui, estamos usando el he-
cho basico de que por dos puntos en un plano (el
lienzo) se puede trazar una linea, y que esa linea
es Unica.

Una de las diagonales del cuadrangulo corta al
horizonte en un punto D, de “infinito diagonal”. Es-
tos tres puntos en el horizonte que hemos bautiza-
do “Infinito de Tal” son de los famosos “puntos de
fuga”. En la realidad no existen, pero en el lienzo si
y seran determinantes para la construccion. Y hay
que remarcar que junto con el horizonte, depen-
den de los puntos de la loseta basica —y ahora,
en este Gltimo paso, ya se puede mover la figura
conforme a ellos: son los puntos de control de la
construccion.

Conviene hacer un paréntesis para hablar de la he-
rramienta con la que estamos visualizando las figuras
y a la que nos referimos como ProGeo3D. En este alti-
mo paso, la figura cambié de mostrar figuras fijas a es-
tado de exploracion: ya se puede interactuar con ella

10
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moviendo los puntos control; es la [lamada geometria
dinamica.

En la parte inferior de la ventana aparecieron, a am-
bos lados del “Seleccionador” de objetos (que es la he-
rramienta basica para explorar), controles para “Arras-
trar” y hacer “Zoom” a toda la figura. Le sigue hacia la
derecha el icono de “Recargar’, con el que se puede re-
gresar en cualquier momento a la posicion inicial -la
que escogieron los autores. Luego viene el que pone o
quita la tipografia, le sigue el de “play” que en su mo-
mento explicaremos y termina con el control que amplia



EscT

la figura a toda la ventana.

En este estado “pantalla completa” aparece el icono
de “Trabajo”, arriba a la derecha. Al pulsarlo, entran los
mends de herramientas de ProGeo3D y conviene empe-
zar experimentando con los de “Deshacer” y “Rehacer”
(abajo a la derecha) que tienen el nimero de la instruc-
cion en medio de ellos (ésta construccion consta de 19
instrucciones).

Al pulsar “Deshacer” repetidamente, se viaja hacia
atras en la construccion. Se senala la ultima instruccion
con el color que se uso y la figura regresa a ese momen-
to anterior. Las herramientas que se usaron son “Inter-
seccion” para obtener los puntos donde se cortan dos
rectas, la de “Punto/Recta” para el trazo de lineas y de
los primeros cuatro puntos, la de “Plano/Triangulo” con
la que se coloreo la loseta y la de segmentos.

Se puede reconstruir paso a paso a la construccion
pulsando “Rehacer”, o retornar de golpe al final en la
posicion inicial con “Recargar” dentro de la ventana. Ire-
mos describiendo a las herramientas en las siguientes
escenas.

Hemos definido al horizonte de una loseta co-
mo la linea que pasa por sus dos puntos de fuga.
La construccion de la cuadricula dependera de la

1
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siguiente afirmacion:

e cualquier punto de la linea al horizon-
te es un punto de fuga.

Para verlo, hagamos un experimento mental de
esos que usaba Einstein. Supongamos que la lo-
seta basica es el dibujo de una loseta en un piso
infinito sobre el que estamos parados. Mandemos
a una pareja, agarrada de la manita, a caminar en
una direccion fija sobre el piso ;Qué vemos? Por
supuesto: que se hacen chiquitos. Ellos caminan
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tan campantes sobre lineas paralelas en el piso,
pero en el lienzo tienden a convertirse en un punto
del horizonte; y ademas, cualquier otra linea para-
lela a las suyas se dibuja como linea que también
incide en ese punto (basta pensar en un tercer per-
sonaje viajando a su misma velocidad por esa otra
paralela: sus distancias “reales” se mantienen fi-
jas, pero en el lienzo se encogen). Entonces, lineas
paralelas en el piso se ven (y por tanto se deben di-
bujar) como lineas que concurren en un punto de
la linea horizonte. Los puntos en ella corresponden
a distintas direcciones, y son sus llamados puntos
de fuga. ]

De este hecho se deduce un procedimiento para
extender el dibujo de la loseta basica al de todo el
mosaico, o cuadricula, que determina.

Escena 2. Construccion en escalerita.

Regresemos a la construccion anterior: ya tene-
mos una loseta dibujada en el lienzo con su hori-
zonte y tres puntos de fuga en él.

La linea diagonal de la siguiente loseta (en di-
reccion a X) tiene que ser la linea que va al infinito

12

diagonal, D, partiendo de la esquina inferior (y en
direccion a X) de la loseta basica.

Esto da al vértice superior de la loseta siguiente
como interseccion de dos lineas.

Desde ahi debe dibujarse la siguiente linea “ver-
tical” (a Y); y entonces, su interseccion con la otra
diagonal es un nuevo punto desde el cual pode-
mos trazar al otro infinito, el horizontal, X... y esto
nos produce un nuevo punto para iterar el proceso.

Se puede seguir asi, en escalerita, trazando li-

2.3

2.4
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neas hacia Yy hacia X desde puntos que se alter-
nan en las dos diagonales hasta donde sea nece-
sario crecer la cuadricula.

La técnica de la escalerita se puede implemen-
tar para extender la cuadricula hacia atras. O bien,
como lo hicimos en esta escena, se puede trazar la
otra diagonal de la loseta (en verde) para que sus
intersecciones con las lineas azules o rojas que ya
tenemos, nos den puntos de donde trazar al otro
infinito.

Si llamamos a la posicion inicial “el andamio
constructivo de un piso”. Es importante que el
lector mueva ahora la construccion (los punros-
control de la loseta basica) para que esta se con-
vierta en el andamio constructivo de un techo o
una fachada (haciendo paralelos y verticales a dos
de los lados opuestos), o de una cuadricula eucli-
diana (haciendo en lo posible paralelos a ambos
pares de lados opuestos) cuando el horizonte se
va al infinito.

En éste su dltimo paso, anadimos el trazo de
otras dos diagonales verdes, que pasan puntual-
mente por los puntos del timbiriche que les corres-

13

pondey concurren en el otro “infinito diagonal”, D’
-la cuarteta de puntos X, D,Y,D’ en el horizon-
te cobrara una enorme importancia en la teoria;
es lo que llamaremos una “cuarteta armonica”. Y
ademas, también hemos dibujado tres lineas tur-
quesa con pendiente 2 : 1 (dos cuadros hacia Xy
uno hacia Y) para que se vea que efectivamente
concurren en el horizonte como argumentamos a
la Einstein.

Este es un buen momento para que el lector ex-
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perimente con otros conjuntos de lineas parale-
las (o con la misma pendiente, por ejemplo 1 : 2
0 3:1), para lo cual debe familiarizarse con las

posibilidades de ProGeo3D.
Aqui se describen las herramientas “Punto/Linea” e ‘inter-
seccion”; quiza con ejercicios

14

1.2. Una roseta, subdivisiones y

armonia

La construccion en escalerita no es la Gnica ma-
nera de construir cuadriculas en perspectiva. Con
un ejemplo concreto, vamos a ver que hay muchas
maneras de hacerlo y con ello motivaremos al con-
cepto basico de armonia.

Vamos a ver con detalle como se hace el dibujo
en perspectiva de una ventana en forma de rose-
ton de 8 picos.
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3.2

3.3

Escena 3. Roseton de 8 picos.

Empezamos con una loseta basica —que sera el
cuadrado central— con su horizonte y sus tres pun-
tos de fuga. Hemos trazado las tres lineas diagona-
les que se pueden, pues...

...nos dan cuatro puntos de interseccion, desde los
cuales se pueden trazar las lineas en las direccio-
nes principales que completan una cuadricula de
tres por tres.

Al trazar las tres lineas en la otra direccion dia-
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gonal (en verde), tenemos nuevos puntos de inter-
seccion en los centros de las cuadrados.

Con ellos, ya se pueden trazar nuevas lineas en

las direcciones basicas. Nos dan una cuadricula de
6 por 6, en la cual...
..ya estan los puntos para definir con segmentos
al roseton deseado. Hemos subdividido a la cua-
dricula de 3 por 3, con el uso de la otra direccion
diagonal. Y en principio se puede subdividir lo que
se necesite, para poder detallar en alguna region
de un cuadro en perspectiva.

El resto de la construccion es decoracion. Pero
antes de discutir como se logra, notemos los cua-
tro puntos X, D, Yy D’ en el horizonte. Diremos
que son una cuarteta arménica, pues son los cua-
tro puntos que se obtienen en la linea horizonte
de una loseta con un par (X y Y) como sus pun-
tos de fuga basicos y el otro par (D y D’) como la
interseccion con las diagonales de la loseta.

Aqui se habla de las herramientas “Segmento y “Triangu-
lo” con la opcién de horizonte (pasos 7y 8), y de ocultar co-

lores.

3.4

3.5

3.6
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4

1.3. Con horizonte fijo

Para ganar control sobre los movimientos, va-
mos a cambiar a uno de los cuatro puntos varia-
bles de la loseta basica por su horizonte.

Escena 4. Cuadricula con el horizonte dado.

Consideremos una linea (controlada por dos pun-
tos, pero dejémosla fija): asumira el papel de hori-
zonte. Para determinar como se ve una cuadricula
en el piso, nos basta ahora con tres de los puntos
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de la loseta basica. Uno de ellos ya es una esqui-
nay jugara el papel de origen de dos vectores o
segmentos dirigidos.

Las lineas del origen a los otros dos vertices,
cortan al horizonte en los puntos Hy V que, como
antes, seran los puntos de fuga de las dos direc-
ciones basicas de la cuadricula.

De ellos, podemos trazar lineas al otro punto
(asi se deben dibujar en el lienzo esas rectas que
son paralelas en el piso), y su interseccion nos da
al cuarto vertice de la loseta basica.

De aqui, para extender la cuadricula hasta el
tamano deseado procedemos como antes: encon-
trando al “infinito diagonal” D; trazando otra dia-
gonal a él, ... y luego dibujando lineas alternada-
mente a Hy V en escalerita.

Ahora, se distinguen con claridad los movimien-
tos internos del plano (cambios en la cuadricula),
de lo que nuestro cerebro interpreta como movi-
mientos del plano como un todo en el espacio.

Para ver a los primeros, hay que mover a los
puntos libres (con seis grados de libertad). Y pa-
ra ver los segundos hay que mover al horizonte

4.2

4.3
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4.5



(que absorbe los otros dos grados de libertad ori-
ginales): sentimos entonces que, siguiendo a esa
linea, se mueve un plano en el espacio; aunque su
cuadricula también se deforma internamente pues
cambia la posicion relativa de sus puntos basicos
-se incomoda nuestra intuicion del mundo real ya
que, a diferencia de lo que vemos cotidianamente,
el plano no parece moverse de manera rigida.
Vale la pena volver a llevar la construccion a que
parezca una fachada vertical (hay que hacer verti-
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cal al horizonte y a una de las direcciones basicas)
y entonces, moviendo a uno solo de los puntos li-
bres, se puede experimentar con la altura relativa
del observador (desde qué piso se esta viendo al
edificio).

Lo que no se puede lograr es que la cuadri-
cula se haga euclidiana, como parece poderse en
la construccion anterior. Pues ahora el horizonte
siempre esta en la pantalla (o cerca de ella si acaso
se le expulsa con el efecto “zoom” o “lupa”), mien-
tras que antes se le podia mandar muy lejos y has-
ta hacerlo cambiar de lado al mover a la loseta.

1.4. Las recetas de Alberti

Esta Gltima construccion es muy cercana a las
recetas para pintar con buena perspectiva que pro-
ponia Alberti en Della Pittura. El decia que lo pri-
mero que hay que hacer para preparar un cuadro,
es trazar en el lienzo una linea “horizontal a la al-
tura de los 0jos” (que es la que hemos [lamado ho-
rizonte) y luego, dibujar bajo ella a una cuadricula

Esc4T
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en perspectiva (que llamaba pavimento) para de-
terminar la profundidad.

Escena 5. Pavimento de Alberti.

En nuestro caso, se logra poniendo también ho-
rizontal la direccion al punto H (entonces H sale
de la pantalla y se va, literalmente, al infinito) y si-
tuando a V en el centro del horizonte, justo frente
al ojo teorico del pintor-lector. Con base en esta
cuadricula, ya se pueden deducir geométricamen-
te a las escalas que se deben usar para las distin-
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tas profundidades en la escena. Por supuesto, es-
ta preparacion del lienzo casi nunca aparece en la
version final del cuadro; es auxiliar para la compo-
sicion, por lo cual la hemos llamando un andamio
constructivo.

Escena 6. La escuala de Atenas.

Sin embargo, hay pinturas famosas como La escue-
la de Atenas de Rafael, pintada entre 1509 y 1511 en
una pared del Vaticano, en las que el cuadro mis-
mo se aproxima mucho a la receta de Alberti.

Esc:5T

6.1
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El punto de fuga principal esta justo entre Pla-
ton y Aristoteles en el centro de la composicion. Es
interesante observar el badl sobre el que trabaja
Heraclito, tiene lineas que no estan en las direc-
ciones principales de la arquitectura y parece es-
tar ahi como un guino de Rafael a perspectivas mas
complicadas. Hemos anadido a varias rectas movi-
bles para jugar con lineas sobre este cuadro.

En el mundo real no hay lineas. Hay aristas que
sugieren segmentos y estos, a su vez, sugieren su
continuacion abstracta como lineas. Analogamen-
te, cada porcion de plano en una escena (por ejem-
plo, una pared, un piso, un escalon, un techo o
una puerta entreabierta) genera a un plano -su
continuacion en todas sus direcciones, abstracta e
infinita- y como tal define su linea horizonte en el
lienzo. Es donde intersecta a éste dltimo, el plano
paralelo que pasa por el ojo del pintor; justo ahi
donde veriamos que se “acaba el plano” si en reali-
dad fuera infinito, ya que al girar la vista un po-
quitito mas dejariamos de verlo pues el rayo “de
atencion” que sale de nuestro ojo ya no le pega.

Mas ain, el punto de fuga de cualquier linea (y
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volvemos a insistir, no es que haya lineas en la es-
cena real pero si hay muchos segmentos que gene-
ran, cada uno, su linea abstracta) es donde inter-
secta al lienzo la linea paralela (y también abstrac-
ta) trazada por el ojo; ahi donde estariamos enfo-
cando al infinito (hipotético) de la linea —justo ahi
donde debemos voltear cuando se nos senala una
estrella: el indice y el ojo del que senala definen
una linea, pretende que enfoquemos y pongamos
atencion en la direccion paralela.

Asi, el horizonte que traza Alberti es la linea co-
rrecta (horizontal y a la altura de los ojos). Es la
linea horizonte del plano que define el piso, pero
también lo es del techo y de cualquier otra porcion
de plano horizontal que aparezca en la escena -
una mesa o un baiil, por ejemplo. Y el centro de esa
linea (donde habiamos puesto nuestro punto V) es
el punto de fuga de todas las lineas perpendicula-
res al lienzo (las de la direccion de la profundidad)
cuando suponemos que el lienzo es vertical y que
el ojo del pintor esta frente al centro del cuadro.

En el grabado atribuido a Alberti que reproduci-
mos aqui, se muestra que tenian claro, al menos él



y su maestro Brunelleschi, como es que las lineas
paralelas (de las puertas y ventanas entreabiertas)
deben dibujarse convergiendo a puntos de la linea
horizonte que comparten el piso (del cuarto) y el
techo, y que al pasar por los ojos de dos perso-
najes implica que el pintor esta a su altura. Pero
ademas, también sabian como se deben trazar los
circulos y podian deducir proporciones visuales de
personajes no verticales.

Sin embargo, hay un error de perspectiva: el pi-
so que se ve tras dos de las puertas entreabiertas
debia de concluir a la altura de los ojos de los per-
sonajes, pues es el horizonte. Y que el horizonte se
vea a la altura de las rodillas del personaje en la
puerta del fondo, implica que el piso del cuarto es-
ta inclinado hacia el espectador y eso nos da una
sensacion de incomodidad -algo esta mal.

20




Capitulo 2

Movimientos

Dejando de lado a la perspectiva, concentrémo-
nos en ésta seccion en los movimientos.

Si el lector hizo su tarea, al mover las escenas
anteriores deambulamos ya dentro de dos grupos
de Lie.

En la primera construccion, que depende de
cuatro puntos libres (la loseta basica), viajamos
por los llamados movimientos proyectivos o pro-
yectividades que tienen dimension 8.

En la siguiente escena, con el horizonte fijo,
deambulamos por su subgrupo de movimientos
afines o afinidades, que tiene dimension 6. Se pue-
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den pensar a éstos como movimientos de un plano
euclidiano vistos, o dibujados, en perspectiva.

Veremos ahora que este Gltimo grupo se puede
descomponer en dos, y uno de ellos ya muy cer-
ca de nuestra experiencia cotidiana que es la que
educa a nuestro aparato perceptivo para intuir tri-
dimensionalidad.
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21. Traslaciones y transformacio-

nes lineales

Escena 7. Movimientos AfinesConTransl.

En esta construccion, al mover al punto O vemos
que se traslada un rectangulo dentro de un plano
horizontal visto en perspectiva; nos movemos aho-
ra dentro del grupo de traslaciones del plano que
tiene dimension 2 (esta controlado por un punto
en el plano). Y este grupo si que esta registrado
en nuestra experiencia visual, y desde nuestra mas
tierna infancia; piénsese, por ejemplo, en empujar
un libro sobre una mesa: asi se ve.

Por otro lado, al mover los puntos rojo y azul en
la esquinainferiorizquierda, se deforma la geome-
tria del rectangulo -que, mas precisamente, es un
paralelogramo-, y siguiéndolo a él cambia la geo-
metria de todo el plano. Tenemos 4 grados de li-
bertad y, pensando que el punto O es el origen
del plano, este grupo de movimientos es conocido
como las transformaciones lineales. Estas fueron
extensamente estudiadas en el siglo XIX y, en su
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version general con coordenadas, son una de las
piedras de toque de la matematica actual.

Asi que las transformaciones afines (las de la es-
cena anterior) son las lineales compuestas con las
traslaciones, pues lo Gnico que hemos cambiado
es la manera de controlar estos movimientos, de
deambular en ellos.

:Como se logra esta construccion?

El punto clave es que con el horizonte fijo, pode-
mos trasladar. Los segmentos dirigidos (o vectores

7.2
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abstractos en la esquina inferior izquierda) que ri-
gen la geometria del plano se pueden trasladar a
cualquier punto O, pues, como ya vimos,

las paralelas del piso se dibujan como
lineas que concurren en el horizonte.

Asi que se traza la linea del “origen abstracto” a O
y del punto de fuga de esta linea, o direccion, se
trazan lineas a los extremos de los dos vectores.
La direccion de los vectores trasladados se obtie-
ne, de nuevo, de sus dos puntos de fuga en el ho-
rizonte, y entonces, los puntos de interseccion co-
rrespondientes nos dan los extremos de los vecto-
res trasladados.

Ya tenemos los tres puntos de la loseta basicay
el horizonte, asi que de aqui en adelante se traza
la cuadricula en escalerita como antes.

Finalmente, se trazaron segmentos en vez de las
lineas del andamio constructivo y se ocultaron los
colores de las construcciones auxiliares, para dar
la sensacion de movimientos reales con las tras-
laciones. (En el ment de colores, los colores que tie-
nen tache estan ocultos y se les puede pintar, u ocultar,
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volviendo a pulsar el color correspondiente -y teniendo
activa la herramienta “explorar”.)

EJERCICIO. Para obtener los movimientos afines, dados
por traslacionesy transformaciones lineales en el plano
euclidiano clasico (no visto en perspectiva): a partir del
paso 6 de la construccion anterior, en el que ya estan
definidos los dos vectores abstractos y el origen O, se
puede copiar paso a paso la construccion usando la
herramienta “Paralelas” para trazar las lineas definidas
por un punto en el horizonte. Es decir, con el horizonte

Esc:7T



en el infinito. Hazlo. Quiza ayude ver el ejemplo de los
movimientos rigidos que hacemos a continuacion.

2.2. Movimientos rigidos

(v lo que viene)
Los movimientos que nutren nuestra basta ex-

periencia geométrico-espacial, son los rigidos:
que no cambian distancias entre puntos.
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Mover cualquier objeto involucra a uno de ellos.
Pues todos sus puntos pasan de un lugar a otro
en el espacio, y lo comin en el mundo real es que
en los solidos que manipulamos no se alteren las
distancias entre sus puntos o componentes.

A sus analogos abstractos en el plano también
se les llama movimientos rigidos. Las traslaciones
son un ejemplo que ya vimos y el otro ejemplo ba-
sico son las rotaciones: fijar un punto (que trabaje
como tachuela) y girar al plano a su alrededor un
cierto angulo. Mover, por ejemplo, a un libro sobre
una mesa, involucra a ambos tipos de movimien-
tos. Y mas aln, cualquier movimiento rigido en el
plano —o su efecto final, mejor dicho- queda espe-
cificado con estos dos datos (angulo de rotaciony

vector de traslacion)?.

Escena 8. Movimientos Rigidos En Euclidiano.

En esta escena, los movimientos rigidos en el
plano euclidiano de la pantalla estan controlados
por un punto libre, O, que da las traslaciones y un

IDonde -hay que especificar para los que saben- estamos
suponiendo que los movimientos preservan orientacion.

81
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8.6
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punto P en un circulo que determina a las rotacio-
nes. Ademas, tenemos otro control, H, restringido
a vivir en una linea que controla el tamano; al in-
cluirlo, nos expandemos al grupo de semejanzas.

La direccion que determina P se pasa a la linea
roja por O con la herramienta de trazo de para-
lelas. Y se obtiene su ortogonal azul con la herra-
mienta de trazo de perpendiculares.

El circulo con centro en O y radio el segmento
que determina H, da por interseccion los dos pun-
tos que definen a los vectores base.

Con paralelas, se encuentra al cuadrado basico
(o loseta), ... cuya diagonal y una paralela dan los
carriles... parala construccion en escalerita, ... que,
finalmente, se presenta por segmentos.

Veremos ahora que también se pueden cons-
truir los movimientos rigidos vistos en perspectiva.
Pero para lograrlo hay mucho trabajo por hacer. De
hecho, ésta es la construccion mas larga y delicada
de todo el libro y la aprovechamos para describir
y motivar el trabajo tedrico que implicay que es el
que abordamos en los siguientes capitulos.
Escena 9. Movimientos Rigidos.
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En esta escena se deambula en el grupo de los
movimientos rigidos de un planoy en el de sus se-
mejanzas, pero ahora visto en perspectiva. Se con-
trolan los movimientos rigidos con dos puntos co-
mo en la escena anterior: uno llamado O (y ne-
gro) que da las traslaciones de un cuadrado, y otro,
P (rojo en la esquina inferior izquierda), que ha-
ce girar una linea alrededor de un punto fijo y con
ello, controla a una rotacion alrededor de O. Jue-
gue con ellos: corresponde esta imagen abstracta

91



a nuestras vivencias visuales de movimientos so-
bre un plano.

Hay un tercer punto de control, el gris, que se
mueve en una linea horizontal y actila como homo-
tesia, es decir, “zoom” o amplificacion-disminucion
alrededor de O. Visto en perspectiva, tiene el efec-
to de hacernos sentir que el cuadrado se acerca
o se aleja paralelo a si mismo y con el punto O
en trayectoria directa a nosotros (al 0jo). Esta es
la interpretacion visual mas plausible conforme a

P K Q@ DAY
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nuestra experiencia perceptiva del mundo real. Pe-
rotambién se puede interpretar a este movimiento
como algo que sucede dentro del mismo plano: el
cuadrado crece o decrece (y hoy dia, también nos
es familiar por la manipulacion de fotografias en
los teléfonos celulares). Es en éste Gltimo sentido
que lo llamamos homotesia y amplia el grupo de
movimientos rigidos al de las semejanzas.

El final de esta construccion es como antes: a
partir de dos vectores y un horizonte se extiende

P K Q@ DAY

9.2



9.3

una cuadricula en escalerita. Lo dificil es construir
esos dos vectores para que se muevan como se ve-
rian dos vectores perpendiculares girando rigida-
mente en el piso (manteniendo fijo su tamafoy su
angulo como en la construccion anterior).

El giro de un vector de tamano fijo en un plano,
produce un circulo y éste se ve como una elipse.

Si: nuestro mundo visual esta lleno de elipses.
Los platos, las tazas, las ruedas de los coches, etc.
Aunque sepamos que son circulos, lo que vemos
son elipses. Levante la vista: casi seguro hay elip-
ses en su entorno, y si no, vaya por un vaso de agua
y observe con un ojo cerrado su boca en distintos
angulos. Lo que ve son elipses.

El meollo de esta construccion es trazar la elip-
se que veriamos si un cuadrado y el circulo que
pasa por sus vértices estan en el piso, pero el pin-
tor nos entrega nada mas el dibujo del cuadrado,
es decir, los cuatro puntos de una loseta basica (en
rosa). (Llévese a O cerca del horizonte para apre-
ciar sin intromisiones a la elipse basica, y juegue
con su dependencia organica de los cuatro puntos
de la loseta; observe ademas, que al horizonte lo

27

determina como en los primeros pasos de la pri-
mera construccion de una cuadricula.)

Para ver que la geometria de la cuadricula es-
ta gobernada por la loseta, regrese a O de su exi-
lio (de estar cerca del horizonte) y llévelo justo al
centro de la loseta; ajuste el tamafio (con H) pa-
ra que algln vértice caiga en la elipse, y luego gire
(con P). Hay un momento -o mejor dicho, cuatro-
en que coinciden el cuadrado y la loseta. Los cua-
tro vértices recorren la elipse como si la loseta (y
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ahora el cuadrado cuadriculado) girara en el piso
(o en el plano que determina la loseta si ya no lo
tiene horizontal). Al mover los vértices rosas que
controlan la loseta, se mueve el plano como en la
primera construccion; pero ahora tenemos que en
cada instancia hay, bien definida, una nocion de
rotaciones (para verlas, quiza convenga reajustar
a O ya H para que el origen, O, regrese al centro
de la loseta y un vértice de la cuadricula retorne a
la elipse basica).

Resulta que con los cuatro vértices de la loseta
se define una elipse (nica y mas aiin, que ésta se
puede trazar usando Unicamente a las herramien-
tas de incidencia (trazo de lineas e interseccion de
ellas). Esto lo veremos y demostraremos con cui-
dado en los siguientes capitulos:

En el Capitulo 2 se define el concepto de armo-
nia para cuartetas de puntos colineales -asi co-
mo de lineas concurrentes- y se demuestran sus
propiedades basicas. Con base en ello se definen
las reflexiones armonicas que seran el fundamento
para entender y construir formalmente a los gru-
pos de movimientos con los que ahora estamos
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trabajando experimentalmente.

En el Capitulo 3, se define a la curva de armoénia
de cuatro puntos como el lugar geométrico de los
puntos en el plano que los ven como cuarteta ar-
monica y de las cuales, ésta elipse rosa asociada
a la loseta es un ejemplo. Vienen con la nocion de
lineas tangentes integrada (hemos trazado, en na-
ranja, a las de la loseta basica). Luego se define el
concepto mas general de curva armonica y se de-
muestra el Teorema de Polaridad que las caracteri-
za por la enorme simetria proyectiva que ostentan.
Esta manera de tratar y definir a las clasicas curvas
conicas es inédita.

En el Capitulo 4 se ve como la simetria de las
curvas armonicas conduce a la descripcion Kleinia-
na de las diversas geometrias planas dentro de la
geometria proyectiva de una manera mucho mas
precisa y formal de lo que lo estamos haciendo
ahora. Y en particular se ve la nocion de perpendi-
cularidad a la que dan lugar una curva armonica y
un horizonte lejos de ella.

Esta nocion de perpendicularidad es la que se
usa en la construccion para encontrar una base or-

9.4

9.5



9.6

togonal de vectores centrada en la elipse y compa-
tible con su geometria (en esta parte de la cons-
truccion también esta incluida la influencia del
factor de crecimiento H como una traslacion). Asi,
se obtienen dos puntos que, con el centro de la lo-
seta forman la base que se traslada a O para pro-
ceder con la construccion de la cuadricula como
siempre.

En términos constructivos, en la escena ante-
rior de movimientos rigidos en el Plano Euclidiano,

P K Q@ DAY
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se utilizaron las herramientas de trazo de circulos,
de paralelasy de perpendiculares. La construccion
actual se logra, en principio, con sélo dos herra-
mientas: la de trazo de lineas y la de interseccion;
las llamadas herramientas de incidencia. Sin em-
bargo, se obtiene algo mucho mas general que in-
cluye a la construccion anterior cuando la loseta
basica es un cuadrado: observe ésto experimen-
talmente.

Para las construcciones geometricas clasicas -a

P K Q@ DAY
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la griega- se usaba el calificativo con regla y com-
pas que especificaba a esas dos herramientas. El
compas se hace cargo de trazar circulos y de lle-
var distancias a otros lugares; la regla se usa para
trazar lineas por dos puntos. Cuando con estas dos
herramientas se logra una construccion (como por
ejemplo, el trazo de una paralela, o una perpendi-
cular, por un punto dado), se le puede incorporar
como herramienta que ahorra tiempo y pasos, sin
que se pierda la esencia de seguir siendo con regla
y compas. En este espiritu, la primera construccion
de movimientos rigidos (que llamamos euclidiana)
es una construccion con reglay compas en su sen-
tido mas clasico. Para la segunda (en perspectiva)
no se uso nunca al compas. Es solo con regla ...
aunque, dicho asi, hay que precisar.

Al implementar en computadora a las construc-
ciones clasicas, hay que incorporar una nueva he-
rramienta de interseccion que da puntos a partir de
dos lineas (u otros objetos mas complicados como
las curvas de armonia). Los griegos obviaban es-
to como herramienta: ahi estaba el punto de inter-
seccion; saltaba a la vista. Pero a las computadoras
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hay que senalarselos con cuidado y precision: jmi-
ralo!; notalo e incorporalo a tu base de datos. Para
todas nuestras construcciones esta es una herra-
mienta basica. Veremos, en la Gltima seccion de es-
te capitulo, como esta herramienta de interseccion
de lineas cobra una gran importancia para la geo-
metria proyectiva, de alguna manera, se incorpora
como axioma.

Observemos, para concluir ésta seccion, que si
no cambiamos de escala, el grupo de movimien-
tos rigidos es de dimension 3: dos grados de liber-
tad por las traslaciones y uno mas por las rotacio-
nes. Ademas, para cada punto tenemos un subgru-
po de estos movimientos llamado su estabilizador:
las rotaciones con ese punto como centro y que se
puede pensar como un circulo de movimientos. Por
supuesto, y como ya hemos indicado, al incluir a
las homotesias (o zooms), el grupo crece a uno de
dimension 4: el de las llamadas semejanzas.
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2.3. Movimientos hiperbolicos

El meollo de la construccion de los movimientos
rigidos en perspectiva, es usar a la curva de armo-
nia de una cuarteta de puntos (la elipse rosa). Re-
sulta que una misma curva se puede expresar asi
para muchas cuartetas. Es en este sentido, ya sin
una cuarteta fija de puntos que la defina, que la
llamamos curva armonica. El ejemplo emblemati-
co es un circulo y es el que vamos a utilizar ahora
para dar una construccion capaz de recorrer a to-
das las posibles cuartetas de puntos que definen
al circulo como curva de armonia.

Al transitar por sus posibilidades dinamicas,
también se puede pensar a esta construccion co-
mo la de un grupo de movimientos proyectivos: los
que dejan en su lugar al circulo. Es el grupo que
Felix Klein distinguio como el de movimientos hi-
perbélicos y argumentaremos brevemente por qué
da lugar a una geometria no euclidiana.

Escena 10. Circulo Hiperbolico.
Necesitamos usar herramientas euclidianas (i.e.,
al compas). Primero, para trazar un circulo con cen-
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tro en el punto gris que pronto ocultaremos.

Ademas de este circulo que se mantendra fijoy
al que conviene referirse por un nombre, % llamé-
moslo, sean O un punto en el interior del circulo
y P un punto en él (esto se puede escribir P € €,
para leérse “P en €"). Estos son los datos iniciales.
Tenemos entonces 3 grados de libertad -dos que
da O y uno mas de P- con las mismas caracteristi-
cas locales que en la construccion de movimientos
rigidos, notese.

10.2



10.3

10.4

10.5

10.6

La linea OP corta a % en otro punto ademas de
P. Trazamos las tangentes al circulo en estos dos
puntos, usando a la herramienta de trazo de lineas
perpendiculares. (Este es nuestro Gltimo uso de las
herramientas euclidianas; a partir de aqui ya solo
usaremos las de incidencia.) La interseccion de las
dos tangentes da un punto Q afuera del circulo 6.

La linea OQ corta al circulo en dos nuevos pun-
tos, que junto con los dos que ya teniamos definen
un cuadrilatero (en rojo) inscrito en €; pero mas
que eso, es lo que llamaremos una cuarteta armo-
nicaen % en el sentido de que la curva de armonia
que define es precisamente 6.

Resulta entonces -y en su momento quedara
demostrado- que el horizonte del cuadrilatero ro-
jo contiene a Q.

Podriamos extender la cuadricula de esta lose-
ta, pero ahora nos interesa ver qué pasa adentro
del circulo mas que lo que sucede afuera.

Para ello, trazamos desde los dos puntos basi-
cos en el horizonte, lineas a O, y obtenemos otros
cuatro puntos en el circulo € con su correspon-
diente cuadrilatero (azul).
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El resto de la construccion consta de trazar seg-
mentos del octagono que tenemos definido en el
circulo €6,y un par de tangentes mas (en amarillo)
—-pero ahora ya las podemos trazar por incidencia:
usando al punto que, de los cuatro que hay, se sen-
tia solito en el horizonte (quiza haya que mover a
P en el paso anterior para encontrarlo).

Disfrute por un momento de estos movimientos
pues hay algo organico en ellos; no nos son total-
mente ajenos o nuevos, nuestro aparato percepti-



vo intenta darles sentido... producen sensacion de
déja-vuy hay quien dice sentir tridimensionalidad.

Se puede mover a O por todo el interior del
circulo (al que llamaremos el disco en el entendido
de que es abierto, de que no incluye a los puntos
de su limite €6). Aunque nos interesan los movi-
mientos del disco en si mismo, hay que notar que
O acarrea consigo no soélo al disco, sino a todo el
plano (a toda la pantalla y mas alla), pero siempre
partido nitidamente en tres pedazos: lo de afuera,
el disco y lo que los separa, su frontera comdn, el
circulo 6.

Si ahora movemos a P, todo gira agradable y
coordinadamente alrededor de O -donde quiera
del disco que éste. (Es bonito animarlo al seleccio-
nar a P y oprimir el boton de “play”, para que P de la
vuelta a lo largo de su carril que es el circulo €) ;y
este giro, visto afuera del disco se describe mejor
como “empujar” o “trasladar” a lo largo del hori-
zonte. Observe que entre mas cerca del centro del
disco esté O, el horizonte se aleja, y estas rota-
ciones se van pareciendo mas a las euclidianas. Y
ademas, en el centro coinciden, son justo las ro-
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taciones euclidianas. Ahi también (O en el centro
de ¥), los tres cuadrilateros —dos inscritos y uno
circunscrito- se cuadran (se vuelven cuadrados).

Lo que queremos resaltar es la enorme similitud
de este grupo de movimientos con los movimien-
tos rigidos (euclidianos) de la escena anterior (sin
considerar las homotesias). No solo por las tres di-
mensiones que tienen ambos grupos, sino por co-
mo se obtienen éstas. Un punto (O en ambas esce-
nas) se mueve con dos grados de libertad en lo que



podemos llamar un plano, arrastrandolo consigo;
y al dejarlo fijo en cualquier lugar, el otro punto de
control, P, hace que todo gire a su alrededor.

Este es el grupo de movimientos hiperbolicos. Se
llama asi porque son los movimientos rigidos (que
preservan distancia) del plano hiperbélico:

Si consideramos al disco (recuérdese, el interior
del circulo sin incluirlo) como los puntos, a los seg-
mentos de recta que lo cortan como las lineas y a
todo esto como un plano geométrico en si mismo,
llamado el plano hiperbélico (o Plano Kleiniano);
se cumple que por cada par de puntos pasa una
Unica linea, el axioma basico de la geometria des-
de Euclides. Lo que no cumple este plano es el
Axioma de las Paralelas: en el plano hiperbodlico
por un punto fuera de una linea pasa una infinidad
de lineas que no la tocan y no una Unica que es lo
que estipula el quinto postulado de Euclides. To-
mese como ejemplo a una de las lineas rojas: por
O estan dibujadas 3 lineas que no la tocan.

Usando al grupo de movimientos podriamos, en
principio, definir distancias en el plano hiperbélico
como lo hacemos en el mundo real. Pues si decre-

34

tamos que dos puntos son la vara de medir, que
estan a distancia 1 —-para fijar ideas, digamos que
son O y el primer punto de interseccion en la li-
nea naranja hacia P-, podemos mover a esta vara
a cualquier lugar para medir ahi con ella.

Ademas, también podemos medir angulos:
puesto que en el centro del disco las rotaciones
corresponden a las euclidianas, a dos lineas que
se corten las podemos llevar ahi para medir su an-
gulo. En particular, los pares de rectas perpendi-
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culares son exactamente las que vemos resaltadas
(en naranjay verde, cruzandose en O)y sus puntos
limites corresponden a las cuartetas armonicas en
el circulo limite € (repetimos: las cuartetas que lo
tienen como su curva de armonia).

El primero que hizo el trabajo para obtener for-
mulas explicitas para estas distancias y angulos
usando coordenadas, fue el matematico italiano
Eugenio Beltrami (1835-1900). Se encontraban asi,
modelos analiticos (es decir, dados por medio de
coordenadas y formulas explicitas) de una geome-
tria no euclidiana.

Sin embargo, ésta geometria ya se habia empe-
zado a estudiar en abstracto como sistema axio-
matico, o como geometria sintética, en la mejor
tradicion de Euclides. En este terreno, hay que des-
tacar los trabajos independientes y casi simulta-
neos de Janos Bolyai (hungaro: 1802-1860) y Niko-
lai Ivanovich Lobachevsky (ruso: 1792-1856). Pero
en la comunidad matematica se seguia dudando
de la pertinencia de sus estudios, de la existen-
cia de esta geometria, pues contradecia al postula-
do de las paralelas. jNo correspondia a la realidad!
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Pontificaban.

Con éste modelo de Beltrami, y otros que vi-
ven dentro de la geometria euclidiana -la geome-
tria oficial, podriamos decir-, se saldaba una dis-
cusion filosofica profunda, apasionada y larga so-
bre la posibilidad de geometrias donde el postu-
lado de las paralelas no fuera valido: jsi existian
esas geometrias no euclidianas! Acabamos de mo-
vernos dentro de una de ellas.

De manera independiente y casi simultanea al
trabajo de Beltrami, Felix Klein en su programa de
Erlangen que ya mencionamos, también propone
este modelo del plano hiperbélico, haciendo én-
fasis en que vive dentro del plano proyectivo (o
Plano Desarguesiano, que pronto definiremos)y en
que el grupo de movimientos es una pieza de in-
formacion fundamental (equivalente, o casi, a dar
la métrica, como ya lo intentamos argumentar con
varitas de medir). Por esta razon, a este modelo se
le conoce como modelo de Beltrami-Klein, o mo-
delo proyectivo y a veces se usa solo el nombre de
Klein para él.

Pero hay otros modelos del plano hiperboélico;



y cabe destacar al de Poincaré? porque es el que
ha tenido mas roce social... los artistas lo conocen.
En él se baso Escher para su famoso mosaico An-
geles y Demonios. Este modelo tiene a los mismos
puntos que el de Klein, el interior de un circulo -o
un disco abierto—, pero las lineas son ahora arcos
de circulos que cortan ortogonalmente a la fronte-
ra. No segmentos de linea como en el de Klein, por
lo que las formulas explicitas para la distancia di-
fieren. Pero el modelo de Poincaré tiene el encanto
de ser conforme, es decir, los angulos si correspon-
den a lo que vemos aunque, por supuesto, no las
distancias (todos los angeles y todos los demonios
son, hiperbdlicamente, iguales).

2Nombre en honor de su autor, el matematico francés Ju-
les Henri Poincaré (1854 —1912).
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Capitulo 3

El Espacio Desarguesiano

Regresamos ahora a la perspectiva. Queremos
fundamentar matematicamente a la geometria con
la que hemos estado experimentando al explorar
las escenas anteriores y que, como muy pronto ve-
remos, corresponde a la forma con que la evolu-
cion nos ha disenado para percibir al mundo.

Primero, hay que tratar de dejar muy claro qué
es una proyeccion, pues este es uno de los con-
ceptos centrales de esta geometria “no métrica”.
De hecho es lo que le da su nombre, pues una ma-
nera comin de definir a la geometria proyectiva
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(aunque es poco descriptiva y, en buena medida,
tautologica) es como aquella geometria que es in-
variante bajo proyecciones. Hemos usado mucho
a este término -nos hemos atrevido pues tiene un
uso cotidiano muy claro- y hemos visto multiples
ejemplos con las cuadriculas, pero ahora quere-
mos precisarlo.

Con esto claro y tras escudrinar con lupa a la
linea del horizonte, nos lanzaremos a presentar la
idea genial, y que parte aguas, de Desargues.



31. Proyecciones

Un cuadro con buena perspectiva nos hace sen-
tir la tridimensionalidad de una escena pues para
reconstruir en la mente al mundo que nos rodea,
nuestro sistema o aparato perceptivo usa el mismo
principio de proyeccion que adoptaron los pintores
renacentistas para pintar sus cuadros.

Proyectar es asociar a cada punto en la escena
(llamada también dominio o fuente de la proyec-
cion), el punto en el lienzo o rango de la proyec-
cion, en que lo corta la linea que une al punto-
fuente con el foco de la proyeccion. Es decir, el
principio de proyeccion es que un punto fuente (en
la escena), su punto imagen (en el lienzo) y el foco
(el ojo del pintor), siempre estan alineados.

Puesto que la luz viaja en lineas, la evolucion
implement6 una muy buena aproximacion de este
principio en nuestro ojo, cuyo diseno compartimos
con todos los animales superiores.

La pupila (el hoyito por el que pasan los rayos de
luz) y el cristalino (el pequefo lente que atravie-
zan) seleccionan a los rayos luminicos que pasa-
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rian por un punto que es el foco de la proyeccion,
y la retina juega el papel del lienzo o rango. Los
“puntos”, “pixeles” o células de la retina son sen-
sibles a la intensidad y el color del rayo que les
pega; mandan esta informacion al cerebro y éste
compaginay procesa las imagenes de los dos ojos
para acabar de armar en nuestra mente la idea del
mundo tridimensional que nos rodea.

Por supuesto, la camara fotografica se basa en
este mismo principio de proyeccion -un sistema
optico que simula al foco y como lienzo una pe-
licula o detector bidimensional fotosensible- que
produce al cuadro ideal al que aspiraban los pin-
tores renacentistas para escenas reales. No es de
extranar que el paradigma de lo que es pintar haya
tenido que cambiar tan drasticamente con la apa-
ricion de la camara fotografica; pues el dia de hoy,
ya traemos todos en el bolsillo proyecciones per-
fectas de escenas reales que eran el sueno de los
pintores renascentistas. Y efectivamente, hoy re-
conocemos todos que las fotografias reflejan bien
como vemos al mundo; que lo representan en dos
dimensiones tan realistamente como es posible.



La Gnica diferencia entre una “proyeccion de
pintor” y una de “ojo o camara fotografica” esta
en el orden de los tres elementos involucrados:
el lienzo (rango) del pintor esta colocado entre el
objeto (la fuente) y su ojo (el foco); mientras que
la pelicula sensible de la camara (o la retina) esta
después del foco en el sentido en el que viaja la
luz en las lineas: el foco esta entre la fuente y el
lienzo.

Sin embargo, en nuestras construcciones de
cuadriculas en perspectiva de la Seccion 1, nunca
hubo consideracion alguna sobre la direccion en la
que viajaba la luz. Simplemente habia puntos en
el lienzo, éstos producian lineas ahi; se les trazaba
y a veces se les intersectaba para obtener nuevos
puntos. Y efectivamente, como veremos en segui-
da, si se consideran a esas construcciones como
provenientes de una proyeccion, se incluye a am-
bos casos pues solo se basan en que

e las lineas se proyectan en lineas,

e con dos de sus puntos se definen.
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3.2. Elotro lado del horizonte
Consideremos a una variante de la construccion
de movimientos afines determinados por dos vec-
tores y un centro de traslacion. Pero ahora tene-
mos al horizonte vertical en el centro del lienzo y
una cuadricula simple de tres por tres coloreada.
Escena 11. El otro lado del horizonte.
Para fijar ideas y poder referirnos a la figura con
fluidez, consideremos a la imagen como el boce-




to (con perspectiva perfecta) de un edificio largo y
chaparro a nuestra izquierda. Que estamos viendo
fijo hacia adelante a mitad de su calle, con el lien-
zo enfrente de nosotros (vertical, a nuestra altura
y perpendicular al edificio). Es simple la situaciony
la fachada, pero suficiente para nuestros fines que
son acercarnos con cuidado racional al horizonte
y cruzarlo.

Mover poco al centro del edificio, traslada al rec-
tangulo dentro de un plano a nuestra izquierda:
llamémos 7t (leido “pi”) a ese plano abstracto y fijo
a unos pocos metros de nuestra oreja izquierda.

Llevémos ahora al centro del edificio, despacio,
al otro lado del horizonte.

Nuestro aparato perceptivo asegura que el edi-
ficio se fue, bien alineadito dentro de su plano 7t
y acelerando, hasta esconderse detras de un pun-
to cerca del horizonte; escondido tras ese punto-
pollero salto la frontera, y luego, regreso tan cam-
pante por la otra banqueta para posarse como un
edificio gemelo, justo enfrente del original.

Sin embargo, lo que esta pasando es bien distin-
to. Nuestro aparato perceptivo nos quiere obligar a
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ver lo que —para ély de acuerdo a su experiencia-
parece verosimil —jesa es su chamba!

Repita la operacion y observe la posicion de los
colores. 0, mas drastico aiin, siga moviendo al cen-
tro del edificio hacia la derecha hasta que por la iz-
quierda aparezca su esquina delantera: y observe
que ahi si, los colores de arriba y abajo coinciden
con el original.

Para explicar (racional y no visualmente) lo que
esta pasando, regresemos al centro del edificio al




lado izquierdo y sigamos moviéndolo hacia la iz-
quierda (en el lienzo). Esto equivale a trasladar al
edificio hacia atras en su plano 7T, que sigue im-
pavido a nuestra izquierda y perpendicular al lien-
zo. Hay un momento en el que algo aparece por el
extremo derecho de la pantalla. Es cuando el rec-
tangulo de la fachada ha llegado lo suficientemen-
te atras para que las lineas que van de él a nues-
tra cabeza (donde esta el foco de la proyeccion)
vuelvan a tocar al lienzo-pantalla. Lo que estamos
viendo es la proyeccion al estilo ojo-camara (con el
lienzo detras del foco) que enfoca justo hacia atras
de nosotros. Pero entonces lo que se obtiene es el
“negativo”: lo de arriba, abajo; lo de abajo, arriba
y la derecha intercambiada con la izquierda.

En los viejos tiempos de la fotografia por me-
dios fisico-quimicos, no digitales, en la pelicula fo-
tosensible se imprimia lo que se llamaba el “nega-
tivo de la foto”; luego, habia que pasar al positi-
vo volviendo a proyectar con una fuente de luz 'y
haciendo un proceso quimico equivalente sobre el
papel final. Ese proceso de volver a invertir la ima-
gen lo hacen las camaras de hoy (y nuestro cere-
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bro) con un simple algoritmo.

En resumen, el lado derecho del horizonte co-
rresponde a (es la proyeccion -tipo camara- de) la
parte trasera del mismo plano 71, y por lo tanto, lo
que se ve en la pantalla es su negativo; mientras
que en el lado izquierdo vemos la clasica proyec-
cion tipo pintor.

El punto de control, obligado a vivir en la panta-
lla, da los centros de rectangulos en 7t tan al frente
de nosotros, o tan atras de nosotros, como quera-
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mos (izquierda o derecha del horizonte y qué tan
lejos esta el edificio corresponde a qué tan cerca
del horizonte esté el punto de control). A donde
si que no se puede llegar es a centros del edifi-
cio cerca de la direccion de la oreja izquierda, o en
general en direcciones perpendiculares a nuestra
vista (recuérdese, ésta se mantiene fija al frente)
pues el lienzo (la pantalla) sigue justo enfrente y
es chiquito. Ese tipo de puntos en 7t (muy cerca
de nosotros) se proyectan en puntos muy lejanos
en el plano-lienzo, al menos, caen fuera del lienzo-
pantalla, que ésta muy confinado y acotado; es cla-
ramente finito.

Lo que si hemos logrado en la configuracion ini-
cial de esta escena es tener rectangulos que apa-
recen en ambos lados y la razon es simple: el con-
trol que da el largo (o profundidad) de los rectan-
gulos esta puesto generosamente (juegue con él).
Esto permite que pueden tener la esquina de ade-
lante muy adelante y la de atras, lo suficientemen-
te atras, para que, simultaneamente, ambos extre-
mos puedan “salir en la foto”; o, mejor dicho: en la
proyeccion.
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La ensenanza clave que queremos sacar de esta
escenay su analisis es la siguiente.

Dada una proyeccion de un plano 7t (la fuente)
en un plano A (léase “lambda”, el lienzo), el ho-
rizonte de la proyeccion es una linea en el lienzo
A que se asocia visualmente con “el infinito” del
plano fuente 71; y la proyeccion de una linea en 7t
se aproxima por ambos lados del horizonte a un
punto en él, que es su punto de fuga, los dos lados
del horizonte corresponden a los dos extremos de
la linea en 7t.

Dicho de otra manera, a un punto de fuga en el
horizonte (en A) se le puede aproximar visualmen-
te (y de hecho se le llega) por los dos extremos de
las lineas (en 71) que estan en el correspondiente
haz de lineas paralelas.

Aunque fisicamente se pueden diferenciar los
dos procesos de proyeccion (pintor o camara fo-
tografica) pues la luz viaja en las lineas con una
direccion fija; en nuestras construcciones geomeé-
tricas este elemento de direccion en las lineas de
proyeccion nunca se tomo en cuenta. Se trazaron
lineas en el lienzo, se intersectaron y jpunto! Se
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amalgamaron entonces, teéricamente, ambos pro-
cesos fisicos en un solo ente matematico: la pro-
yeccion de un plano en otro desde un foco deter-
minado.

Aunque hayamos deducido las construcciones
de las cuadriculas en perspectiva pensando siem-
pre en el problema del pintor, éstas abarcan mas
de lo que se pretendia con ellas: siguen funcionan-
do del otro lado del horizonte; incluyen a la cama-
ra, y mas aln, compaginan geométricamente a am-
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bos casos. Este fendmeno es recurrente en mate-
maticas. Alguna construccion o proceso disenado
para un problema especifico: funciona, es aplica-
ble o ayuda a entender mucho mas de lo que se
tenia en mente; sentimos que cobra vida propia.

Espacio (y Plano) Desargue-
sianos

3.3.

Lo que Girard Desargues propone para hacer
sentido preciso de lo que las técnicas de la pers-
pectiva indicaban, y que mas adelante habria de
llamarse Geometria Proyectiva, es ampliar al Plano
y al Espacio Euclidianos. Anadirles, en abstracto,
nuevos puntos. A estos nuevos puntos que llama-
remos ideales se les debe situar en el infinito.

Esto Gltimo parece causar serios problemas
existenciales si se insiste (concientemente o no) en
que el Espacio Euclidiano es éste mismo espacio
en el que vivimos y entonces sentimos que ya no
hay lugar para anadir nada mas. Pero NO: éste en el



que vivimos es el Espacio Fisico y el otro, el Eucli-
diano, es una construccion abstracta —cimentada
en axiomas- que nos ha ayudado mucho a enten-
der al Espacio Fisico, pues surge de nuestra expe-
riencia cotidiana de vivir en él y de nuestro afan
por dominarlo —jque involucra entenderlo!-, pero
que esta muy, muy lejos de ser el Espacio Fisico. En
realidad, lo que si podemos decir de los dos jun-
tos es que si los sobreponemos en pequena escala
se corresponden tan, tan bien que hemos podido
llevar a un hombre a la luna. Pero en el mejor de
los casos, el Espacio Euclidiano es "como deberia
de ser” el Espacio Fisico, aunque el teorico es so-
lamente una aproximacion o un modelo del real; y
por tanto, al tedrico se vale y se debe criticarle, y
se le puede modificar o, como en el caso de Desar-
gues, simplemente ampliar o extender.

Para cada clase de paralelismo de lineas en
el Espacio Euclidiano, Desargues anade un nuevo
punto, un punto ideal por el que pasan todas éstas
lineasy que pensamos (sin necesidad de situar con
mucha precision) en el infinito. Justo lo que hemos
visto en lontananza de los planos: que cualquier
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conjunto de lineas paralelas en ese plano concurre
en un punto de su linea horizonte y que ademas,
cualquier otra linea paralela —aunque ya no esté
en ese mismo plano-también se ve que va a pasar
por ahi.

Se les da identidad propia a los puntos de fuga
mas alla de su aparicion utilisima en los lienzos.
Puesto que ya aparecen como proyeccion en los
dibujos, Desargues se atreve a conferirles existen-
cia abstracta previa (antes de proyectarlos y fuera
del lienzo), para incorporarlos asi a la teoria.

En consecuencia, a cada linea euclidiana hay
que anadirle un nuevo punto ideal: el correspon-
diente asu clase de paralelismoy se llega a €l, con-
tinuamente, por ambos extremos de la linea (que
es lo que se observa en las proyecciones).

Y como el elemento neuralgico y bascio de la
geometria son las lineas, también se tiene que ex-
tender a este concepto:

Se decreta que los puntos ideales que corres-
ponden a las lineas en un plano dado forman una
nueva linea (en el infinito, y que se ve como su ho-
rizonte). Cuando lo proyectemos, pensamos que la



linea-horizonte de la proyeccion es la imagen de
sus puntos ideales. Es decir, los puntos ideales en
el espacio abstracto se proyectan en los puntos de
fuga correspondientes en los lienzos.

Y se deduce entonces que todos los planos pa-
ralelos al plano dado, también contienen a esa li-
nea. (De nuevo, lo que ya habiamos observado:
planos paralelos comparten horizonte.) Y por Gl-
timo, tenemos que introducir, o incorporar, a un
nuevo plano en el infinito formado por todos los
puntos ideales.

Hemos definido al Espacio Desarguesiano: a sus
puntos, a sus lineas y a sus planos.

Por un ratito mas, estamos obligados a consi-
derarlo como si tuviera dos clases de puntos: los
euclidianos y los ideales. Pero en cuanto veamos
que cumplen reglas democraticas (todos las mis-
mas) los podremos tratar sin xenofobias o discri-
minacion de origen (en este caso, quién los conci-
bio ;Euclides o Desargues?).

Veremos ahora que en el Espacio Desarguesiano
se cumple la propiedad basica y primordial de la
geometria desde Euclides:
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e Por cualquier par de puntos pasa una
Unica linea.

Si los dos puntos son euclidianos, la linea es la eu-
clidiana correspondiente (con todo y su flamante
punto ideal).

Si un punto es euclidiano y el otro ideal, la linea
es la de la clase de paralelismo que indica el pun-
to ideal y que pasa por el punto euclidiano (anica
segln el quinto postulado).

Si los dos puntos son ideales: tomese cualquier
punto euclidiano; por él pasan lineas que van a los
dos ideales; estas lineas generan un plano pues se
intersectan, y ese plano define en el infinito a la
linea de puntos ideales que los contiene. ]

Desargues se adelanta a su tiempo en la osadia
de definir entes abstractos y le pega justo al clavo
de la perspectiva; de la geometria de como vemos
al mundo. Tan es asi que todos los dibujos y cons-
trucciones que hemos presentado aqui, asi como
las imagenes de la bouyante industria de la ani-
macion por computadora, se basan en su concep-
cion de como extender a la geometria euclidiana



para que las proyecciones se comporten con la ele-
gancia y precision matematica que les correspon-
de. Pues en el Espacio Desarguesiano, como pronto
veremos con cuidado, la proyeccion de un plano en
otroyaes unoauno, se vuelve una correspondecia
biunivoca; lo que antes era una linea en el lienzo
pero no en la fuente, el celebérrimo y multicitado
horizonte, que ha sido la linea heroina de todas
nuestras construcciones, es ahora la imagen de la
nueva linea al infinito (la que ésta formada por los
puntos ideales de lineas en ese plano fuente). Y al
verla y trabajarla en los dibujos, debe quedar claro
que es una linea que se comporta como cualquier
otra.

Por diversas razones que, como autores, no nos
atrevemos a enlistar, ésta geometria y éste espacio
han sido dificiles de asimilar. Pero si usted, ama-
ble lector, esta leyendo esto y jugo con la dinamica
de algunas de las escenas anteriores, ya no es tan
facil decir que no es natural pues ya experimento
con él. Todas las construcciones estan en el Plano
Desarguesiano, esto es, cualquier plano del Espa-
cio Desarguesiano con su linea al infinito hecha de

46

puntos ideales. Sin él simplemente no funcionan;
nunca nos preguntamos si dos lineas que queria-
mos intersectar eran paralelas o no. De haber te-
nido ese prurito, hubiéramos tenido que avanzar a
tropezones insufribles. Asi que ya tiene vivencias
de como se comporta el Plano Desarguesiano. Y
sabe bien que en pequenas porciones, es iguali-
to al Euclidiano; en donde difieren es lejos de la
pantallay en su globalidad.

Pero los anadidos de Desargues si implican una
fuerte ruptura con la geometria euclidiana clasi-
ca y sobretodo en el tema del paralelismo. En el
Plano Desarguesiano se elimina de tajo esa suerte
de compadrazgo:

e Cualquier par de rectas en un plano se
intersectan en un punto.

Sivienen de lineas euclidianas y éstas se intersec-
taban: ahi ésta ya el punto. Y si no se tocaban es
que eran paralelas, pero entonces, ahora compar-
ten su punto ideal.

Si una es la del infinito, la otra es euclidiana y
comparten un punto ideal. U]



Dentro de un Plano Desarguesiano se logra una
democracia total: cualesquiera dos puntos gene-
ran una linea y cualesquiera dos lineas se cortan
en un punto. Este simple hecho, como observacion
abstracta y logica empieza un nuevo coqueteo con
una simetria que, con el tiempo, acabo por llamar-
se “dualidad”: hay puntos y hay lineas relaciona-
dos por algo que hemos llamado “incidencia” para
que se pueda aplicar en dos sentidos -un punto
incide (“estd”) en una linea si y so6lo si esa linea
incide en el punto (lo contiene); y hay dos opera-
ciones “generar” o “trazar” -dicese de la linea que
pasa por (o incide en) dos puntos-, y la de “cortar”
o “intersectar” que de dos lineas siempre produ-
ce un punto (el que incide en ambas). A este nue-
vo fenomeno de dualidad que aparece en el Plano
Desarguesiano, habremos de manejarlo con cuida-
do. A los matematicos les llevo siglos familiarizar-
se con él, pero debemos mantenerlo presente pues
devino en algo importante y profundo.

Y, regresando al Espacio Desarguesiano (de 3 di-
mensiones), también ahi se termina con los casos
especiales; ya no hay paralelismo. Demostremos
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que:

e Dos planos distintos se intersectan en
una linea.

Si uno de ellos es el del infinito, el otro es eucli-
dianoy determina una linea de puntos ideales que
es la interseccion.

Silos dos son euclidianos y no son paralelos, sa-
bemos desde Euclides que se cortan en una linea;
y si si son paralelos, comparten ahora una linea en
el infinito. ]

Y también tenemos que:

e Un plano y una linea no contenida en
él se cortan en un punto.

Dejamos de ejercicio argumentarlo con detalle co-
mo en los casos anteriores.

Asi que en el Espacio Desarguesiano no hay pa-
ralelismo. Y no es que se le haya eliminado sin pie-
dad. Se le cambio por el concepto mas flexible (y
mundano) de irse a tocar en un cierto lugar; los pa-
ralelos euclidianos son los que ahora se tocan en
el infinito.



Por dltimo, demostramos que en el Espacio
Desarguesiano:

e Una proyeccion de un plano en otro
plano es una biyeccion,

donde biyeccion es una correspondencia biunivo-
ca o uno-a-uno (1-1).

Consideremos dos planos, 7t como fuente y A co-
mo lienzo, y un punto F (fuera de ellos) como foco.
La proyeccion de 7t en A es una funcion que a un
punto X € 7t (recuérdese, se leé “X en 71"), le aso-
cia la interseccion de su linea al foco, XF, con el
lienzo A. Si le ponemos nombre a la funcion, di-
gamos que p (léase “rho”), podemos expresar esto
simbolicamente como

Pt — A

X (XF)NA,

(esta notacion especifica en la primera linea, que
p es una funcion con dominio o fuente 7ty rango
0 codominio A; y en la segunda linea da la regla
de correspondencia: a un elemento X —del domi-
nio, se sobreentiende— p le asocia o lo manda en

48

(XF)NA —que debe ser un elemento del codomi-
nio. En los términos funcionales que se usan en el
calculo, esta regla se escribiria p(X) = (XF)NA)

Esta funcion esta bien definida pues cualquier
linea (en este caso XF) intersecta a cualquier
plano (en este caso A). Obsérvese que en el Espa-
cio Euclidiano, esta funcion ni siquiera esta bien
definida, pues quisiera mandar a ciertos puntos al
infinito (cuando la linea por el foco es paralela al
plano del lienzo).

Que una funcion sea biyeccion, equivale a que
tenga una funcion inversa. Y en nuestro caso, la
funcion inversa, que va de A a 7t es la proyeccion
desde el mismo foco F. Pues se tiene que X € 1t
correspondea Y € Asiysolosi X, Yy Festan ali-
neados (F no distingue a X de Y). Por tanto, es una
biyeccion como queriamos demostrar. [



3.4. Cubo en perspectiva

Hasta aqui, solo hemos proyectado planos en
planos. Todas nuestras construcciones se refieren
a planos; aunque, por supuesto, hemos supuesto
que éstos viven en el espacio. Queremos ver ahora
que la extension del Espacio Euclidiano al Desar-
guesiano se vuelve muy Gtil para hablar con preci-
sion de como vemos al mundo, de las técnicas de
la perspectiva para la pintura o de la representa-
cion plana del espacio mediante proyecciones.

Observemos primero que al fijar un lienzo A (que
es un plano) y un punto F fuera de él, que sera el
foco (el ojo del pintor o del obsevador), se puede
extender la funcion proyeccion a casi todo el espa-
cio.

Denotemos al Espacio Desarguesiano como D3
—el exponente 3 es por la dimension y se lee “Dé
tres"— y analogamente, denotaremos al Espacio
Euclidiano E3 como es usual.

Para cualquier punto X € D3 que no sea el mis-
mo F, se puede trazar la linea a F e intersectar a
esta linea con el lienzo A. Esto nos da una proyec-
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cion que es la funcion

p:D3\F—A
X—= (XF)NA,

donde el simbolo \ es “menos” a nivel de conjun-
tos (D3 \ F se leé “Dé-tres menos eFe” y significa
“todos los puntos menos eFe”), cuya regla de co-
rrespondencia es la misma que para planos; ex-
tiende a la proyeccion de un plano a otro lo mas
posible. Un cuadro o una escena en perspectiva es
el resultado de usar a esta funcion de proyeccion
sobre algin subconjunto del dominio (los puntos
que dan su color o textura a la imagen).

El punto clave que ha hecho que todas nuestras
construcciones tengan sentido es que:

e Una proyeccion manda lineas fuera
del foco en lineas (en el lienzo).

Efectivamente, una linea £ que no pasa por F tiene
como imagen de la proyeccion p a la interseccion
del plano que generan (o que pasa por) la linea { y
elfoco F, con el lienzo A; simbolicamente (y pronto



mejoraremos nuestra notacion), debiamos escribir
algo como

{ seproyectaen (LVF)NA,

donde V es un simbolo para “el plano que gene-
ran”. Asi que si conocemos a dos puntos en el lien-
zo que estan en la imagen de ¢, ya sabemos a don-
de va todo {: a la linea que definen en A, esto fue
lo que se uso unay otra y otra vez. [

El caso faltante de una linea, £, es cuando si pasa
por el foco F, cuando incide en F, y es un caso muy
importante. Todos sus puntos (distintos de F) se
dibujan, se proyectan, en el mismo punto del lien-
zo: en la interseccion de £ con A; y no se distinguen
desde F. Pero este punto en el lienzo se convierte
entonces en el punto de fuga de la clase de parale-
lismo de {; pues, como también es la imagen bajo
la proyeccion p del punto ideal (que esta en {) de
esa clase de paralelismo: por ahi tiene que pasar
la imagen de cualquier linea paralela a £.

Ahora queremos usar lo que hemos aprendido
y definido para proyectar a un cubo solido vir-
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tual: algo de tres dimensiones. Vamos a dibujar
con buena perspectiva a lo que llamaremos un cu-
bo, aunque estrictamente hablando sea una caja
o un paralelepipedo (no queremos discutir tama-
fios 0 angulos). Supondremos que el cubo esta en
el Espacio Euclidiano, E3, y algunos de los puntos
ideales, que introdujo Desargues (D3 \ E3) inter-
vendran para ayudarnos a dibujarlo, con lo que se
puede llamar “la técnica de perspectiva renascen-
tista”.

Escogimos a un cubo pues sus aristas y sus caras
tienen relaciones de paralelismo muy nitidas y dis-
tintivas del espacio tridimensional. Sus 12 aristas
se agrupan en tres cuartetas de segmentos parale-
los y entonces, las lineas que generan determinan
a tres puntos ideales, que se proyectan en los de
las “perspectivas de tres puntos de fuga ". Ademas,
las lineas por esos tres puntos seran los horizontes
de las caras por parejas opuestas.

Escena 12. Cubo en Perspectiva.

Empezamos con ese triangulo (que vive en el
plano al infinito (D3 \ E3) pero que se proyecta bi-
yectivamente al lienzo y de él surge el andamio
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constructivo auxiliar). Lo hemos definido con los
dos puntos de fuga horizontales (de los ejes x y
y, podriamos decir), y —para poder mover lejos al
tercer punto de fuga (el del eje z) y no tenerlo con-
finado a vivir en la pantalla— hemos definido a las
lineas horizonte de los dos tipos de planos vertica-
les con sendos puntos libres a los que asignaremos
el papel de infinitos diagonales. Ademas, necesita-
mos un punto como esquina del cubo, que llamare-
mos origen (a éste si lo pensaremos como la pro-
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yeccion de un punto euclidiano, el primero pues
los demas han sido ideales), y necesitamos un se-
gundo punto euclidiano en la direccion de uno de
los ejes, para controlar con él al tamano del cubo.

Trazos al infinito diagonal y al vertical nos dan
una nueva esquina, o vertice, del cubo. Y con él,
trazando a los puntos de fuga correspondientes,
podemos construir la primera cara.

Puesto que ya tenemos uno de sus lados, usan-
do al otro infinito diagonal construimos de manera
analoga a la segunda cara vertical.

De aqui, ya se pueden construir como siempre
las dos caras horizontales. Y, como por arte de ma-
gia, la arista vertical faltante se alinea con su punto
de fuga.

Pero no es magia, pues hemos construido al cu-
bo usando que cada cara es paralela a su opuesta.

Es interesante jugar con esta figura. Ademas, es
ilustrativo de como vemos al mundo, pues se pue-
de lograr, en principio, a cualquier vista de cual-
quier paralelepipedo. Se lo dejamos como tarea
formativa y lidica al lector: por ejemplo, ver la es-
quina de un edificio o de un ring de boxeo visto

12.2

12.3
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desde arriba (hay que pasar al infinito vertical, o
del eje-z, a que esté abajo); cambiar las propor-
ciones con los infinitos diagonales; pasarse de las
lineas-horizonte, etc.

A partir de la figura que tenemos ahora (si se le
movio, quiza convenga recargarla para tenerla en
la posicion inicial mientras hablamos de ella), po-
driamos construir cuadriculas en los tres planos
basicos que compaginarian bien para “cubicular”
al espacio y asi poder situar con precision a cual-
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quier objeto en la escena tridimensional respec-
to al cubo. Pero preferimos observar algo simple y
elegante que después nos sera (til.

Los tres puntos ideales de las diagonales de
las caras (s6lo nos faltaba definir a uno) tienen
una propiedad muy especial que llamaremos ser
una configuracioén de Ceva (pues hay que asociar-
la al nombre del matematico italiano Giovani Ceva
(1647-1734) por la hipotesis de su famoso teorema
—cuya conclusion, ahorita no viene al caso).

A saber, ser una configuracion de Ceva consis-
te de tres puntos en los tres lados de un triangulo
cuyas lineas al vértice opuesto son concurrentes.

La razon de ser de este hecho, surge de observar
que las lineas descritas (de un infinito diagonal al
vértice opuesto en el triangulo de horizontes) son
los horizontes de los planos diagonales que cortan
al cubo en dos mitades simétricas:

hay un plano rojo,

otro pintado de verde

y el tercero es azul.

Estos tres planos comparten a la “tri-diagonal”:
la linea (gris) que va del origen al vértice opuesto.

12.7
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Por tanto su punto de fuga tiene que estar en sus
tres horizontes: es el punto deseado (el de Ceva);
este mismo argumento se pudo haber hecho con
los puntos y lineas ideales, en el infinito, en vez de
aqui en el lienzo con puntos de fuga y horizontes,
pues como hemos demostrado, la proyeccion del
plano al infinito en el lienzo es una biyeccion que
preserva lineas.

Y ya que estamos aqui, observemos que las
otras diagonales de las tres caras del cubo en el
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origen estan en un plano (el amarillo); asi que sus
puntos de fuga estan alineados en su horizonte.
Esto es lo que debe llamarse una configuracion de
Menelao, asociada al nombre del matematico grie-
go Menelao de Alejandria (70-140), pues es justo la
hipotesis de su célebre teorema —tres puntos en
los lados de un triangulo que estan alineados.

Esta escena, 0 mas bien dicho, el fenémeno que
esta ocurriendo —atras, en el plano al infinito— lo
volveremos a ver con cuidado y mas formalidad en
el siguiente capitulo. Falta tener bien definido el
concepto de armonia, que en este caso, es el que
relaciona a ambas ternas, la de Ceva y la de Mene-
lao. Por el momento, que quede como muestra del
tipo de resultados matematicos a los que se puede
aspirar en la geometria que arranco Desargues; de
hecho, su Teorema sera un ingrediente protagoni-
co en la demostracion.

EJERcIcIO. Conociendo al punto de fuga (o ideal) de la
tridiagonal del cubo, ;se podra construir directamente
(sin usar los otros puntos diagonales infinitos) al cubo
que le sigue en esa linea?

Esc:12]
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EJERCICIO. Haz la construccion de un cubo en perspec-
tiva empezando con su vértice origen, sus tres aristas
adyacentes (uno en cada direccion) y dos lineas hori-
zonte de sus caras.

Escena 13. Casita.
Concluimos esta seccion con una construccion de
una casita en perspectiva que es una variante muy
usada de la construccion anterior.

La linea horizonte (del piso) esta fija. Los dos
puntos de fuga en ella se controlan con la plan-
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ta de la casita (tres puntos) y el punto de fuga de
la direccion vertical se fija en este caso en el infini-
to; en el punto ideal del plano desarguesiano del
lienzo que corresponde a la direccion vertical del
espacio (se supone que el lienzo es vertical), asi
que todas las verticales deben dibujarse paralelas
(y en este caso son perpendiculares al horizonte).

Lo que quedara claro en el capitulo siguiente es
como se escogio al punto medio de un segmen-
to para subir ahi al techo (es buen momento para
pensarlo por si mismo pues conduce a la armonia).

Es
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Capitulo 4

Historia de la Geometria Proyectiva
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Parte Il

Formalizacion
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Capitulo 5

Axiomas

Una de las aportaciones mas valiosas de la
matematica griega fue el meétodo axiomatico-
deductivo: a partir de unos axiomas que se acep-
tan como validos, se deducen otras afirmaciones,
[lamadas teoremas, y poco a poco se conforma una
teoria.

El ejemplo emblematico es la Geometria Eucli-
diana. Los cinco postulados de Euclides funda-
mentaron a la primera teoria cientifica exitosa (en
el sentido de modelar y poder predecir con impre-
sionante precision a larealidad en el ambito métri-
co inmediato). Los Elementos de Euclides (325-265
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ac, aprox.) es la referencia para esta teoria; es un
compendio de libros que fue lectura obligada de
la gente culta casi hasta la fecha y fue un ejemplo
paradigmatico para lo que hoy llamamos ciencia.

Aunque los postulados de Euclides se refieren al
plano que es un objeto abstracto, la teoria se ex-
tiende al espacio tridimensional sin que esté claro,
o bien determinado, como se extiende el sistema
axiomatico para incluir al espacio de tres dimen-
siones. Sin embargo, es un hecho que la idea del
Espacio Euclidiano y sus propiedades basicas es-
tan perfectamente aceptadas y socializadas desde



Euclides y la matematica griega, pues es muy facil
confundirlo con el espacio fisico que nos rodea. En
el presente libro, hemos llegado hasta aqui basa-
dos en esa teoria, que es exactamente la misma
que conocian bien y usaban tanto Euclides como
Desargues y los pintores renascentistas.

Que los axiomas para la Geometria Euclidiana
tridimensional no estén estandarizados, tampo-
co es relevante historicamente, pues la axioma-
tica euclidiana de la geometria paso a un segun-
do plano (tedrico, mas no didactico) con el surgi-
miento de la geometria analitica (recuérdese, Rene
Descartes su autor, es contemporaneo y paisano
de Desargues). En cuanto se demuestra que hacer
geometria en el plano euclidiano es equivalente a
trabajar con parejas de niimeros reales, la respon-
sabilidad del método deductivo se transfiere al sis-
tema axiomatico que define a los niimeros reales,
pues con ellos se puede modelar al Plano Eucli-
diano y a la geometria clasica. Pero entonces, con
ternas de nimeros reales se modela al Espacio Eu-
clidiano... y ;por qué pararse en tres? Con n-adas
de nimeros reales se modela a lo que ahora llama-
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mos el Espacio Euclidiano de dimension n, aunque
Euclides ni haya sonado en su posibilidad.

Hemos definido al Espacio Desarguesiano con
base en el Espacio Euclidiano clasico o sintético
(sin coordenadas), como la extension de él que da
sentido matematico formal a la perspectiva. Pero
cobra vida propia: las escenas dinamicas que he-
mos visto lo indican, y se entreve una coherenciay
elegancia tedrica que invita a su exploracion. Vere-
mos ahora, para concluir con este capitulo de pre-
sentacion, que con cuatro axiomas muy simples,
inspirados en los postulados de Euclides, se puede
capturar la escencia de esta nueva geometria, que
ademas, como observo Klein y ya vislumbramos,
incluira a las otras geometrias —tanto a la clasica
Euclidiana como a las no euclidianas. Al definir a
la Geometria Proyectiva en términos axiomaticos
se logra esa homogeneidad que queriamos; ya no
habra distintos tipos de puntos, todos son iguales
pues cumplen y estan sujetos a las mismas reglas.
Pero entonces, la argumentacion se debe basar en
los axiomas y hay que hacer un trabajo de recons-
truccion: demostrar en este nuevo contexto gene-



ral lo poco que, formalmente, ya sabiamos (lo vivi-
do, nadie lo quita).

Uno de los ingredientes distintivos de la axio-
matica que presentamos es que la tercera dimen-
sion queda integrada desde un principio. Ademas,
sera unaidea central en las primeras demostracio-
nes fundamentales (las de los Teoremas Armonico
y de Desargues en el Capitulo 2).

A la larga, en el Capitulo ??, veremos que estos
cuatro axiomas conducen a una “aritmetizacion”
de la geometria, las lineas no pueden ser cualquier
conjunto: la geometria les impone una estructu-
ra algebraica. Aqui, los axiomas de los campos nu-
meéricos se convierten en teoremas, y esa profun-
da intuicion griega de que la geometria esta en el
meollo de lo que se puede entender,! reafirma su
relevancia.

!La palabra Matematica significaba para los antiguos grie-
gos: “lo que se debe ensenar porque se puede entender”.
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El Primer Axioma
(puntos y lineas)

51.

El Primer Postulado de Euclides, “por dos pun-
tos pasa una linea Gnica”, seguira siendo nues-
tro axioma basico. Ademas, como énfasis a su im-
portancia historica y a su profundidad teorica, lo
usamos para darle un sentido formal a la palabra
“geometria”.

En Los Elementos se precisa, con el Segundo
Postulado, que “las lineas se extienden tanto co-
mo uno quiera en ambas direcciones”. Lo cual ha-
ce pensar que la idea de linea ha cambiado de en-
tonces a la fecha. Quiza sea por la influencia de la
geometria analitica. Pero ahora ya no sentimos la
necesidad de aclarar o especificar —por supuesto,
pensamos, es infinita en las dos direcciones; esa
es la idea contemporanea de linea. Es posible que
para los griegos la idea de linea sea mas cercana a
lo que ahora entendemos como segmento. Sin em-
bargo, algo de razon tenia Euclides: no es tan evi-
dente qué es lo que pasa fuera de un segmento o,



en nuestras condiciones actuales, fuera de la pan-
talla; pues en el caso del Espacio Desarguesiano lo
de las dos direcciones tampoco es muy claro glo-
balmente. Asi que mejor lo dejamos asi y lo hace-
mos preciso con una definicion formal.

Definicion. Una Geometria consta de un conjun-
to a cuyos elementos les llamamos puntos, junto
con una familia de subconjuntos distinguidos lla-
mados sus lineas que cumple:

Axioma I. Por cualesquiera dos puntos
distintos pasa una Gnica linea.

El concepto de linea, y a veces usamos recta
como sinonimo, se reduce a ser un conjunto de
puntos sin ninguna atribucion magica respecto a
distancias o tiempos —conceptos externos a una
geometria como la estamos definiendo. Las lineas
tampoco tienen definido eso de sus “extremos” o
“direcciones”; su poder va a radicar exclusivamen-
te en sus propiedades de incidencia. Donde deci-
mos que un punto incide en una linea si es ele-
mento de ellay al revés, que una linea incide en un
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punto si lo contiene y en este caso, también deci-
mos que pasa por él, como en el enunciado.

En ocaciones, ampliaremos el significado de los
términos para decir que dos lineas inciden si hay
un punto que incide en ambas, y también diremos
que se cortan o intersectan (es decir, las usamos
como abreviacion de la frase “tienen interseccion
no vacia”).

Resulta ser una afortunada coincidencia linguis-
tica (o bien, un acierto de la terminologia mate-
matica), como sefala Stillwell en [ref??], que con-
verjan las dos acepciones de coincidencia. Por un
lado, con el significado técnico que acabamos de
precisar, que tres puntos sean colineales signifi-
ca que inciden en una misma recta (co-inciden), y
eso resulta ser una coincidencia en la acepcion co-
man de la palabra, pues por lo general formarian
un triangulo y generarian tres rectas. Y por el otro
lado, que tres (o mas) lineas sean concurrentes sig-
nifica que inciden en un mismo punto; es una co-
incidencia y también una notable coincidencia.

Al Axioma |, se le puede pensar como una ope-
racion que de una pareja de puntos nos produce a



una linea de la geometria. Convendra tratar a esta
operacion como tal, y para esto usar una notacion
pertinente. Como en algiin momento ya lo hicimos,
usaremos el simbolo V' que se puede leer “cuna”,
o “la linea generada por”, y entonces podemos re-
escribir al Axioma | de manera mas técnica como

Axioma l. Por dos puntos distintos A y B
pasa una Gnica linea:

AVB=BVA.

Debemos remarcar que una implicacion muy
usada del Axioma | es que:

e Dos lineas distintas tienen a lo mas un
punto en comin.

Pues si tuvieran dos, la unicidad en el enunciado
del Axioma I, implica que son la misma. Algunos
autores prefieren enunciar este hecho como otro
axioma, pero con anadir la palabra Gnica se hace
innecesario.

Por Gltimo, debemos senalar que para efecto de
las construcciones, el Axioma | esta representa-
do en la herramienta “Punto/Linea”. Al picar en la
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pantalla con esa herramienta activa, se define un
punto y al arrastrar de un punto a otro se define
una linea: la que el Axioma | prevé para los dos
puntos dados.

5.2. Segundo Axioma

(interseccion de lineas)

Los postulados tercero y cuarto de Euclides se
refieren a circulos y perpendicularidad de lineas.
Son justo con lo que no nos queremos involucrar.
La gran diferencia con la Geometria Euclidiana es
que aqui no hay concepto de distancia ni de angu-
lo —-como medida. Esas nociones o sus equivalen-
tes no seran Gnicas o parte del sistema de axiomas
sino que, en su momento, se construyen y se esco-
gen entre muchas posibilidades.

Por Gltimo esta el Quinto Postulado, el famoso
de las paralelas. Tiene varias maneras de enunciar-
se que son equivalentes. La original se refiere a
cuando y donde (en qué direccion) se van a cor-



tar dos lineas. No queremos entrar en detalle, sino
senalar que es una afirmacion sobre cuando dos
lineas se cortan o intersectan. El axioma proyecti-
vo correspondiente es mas facil de enunciar pues
lo que pretende establecer es que todas las lineas
en un plano se tocan. Sin embargo, el concepto de
plano ain no esta definido formalmente en el sis-
tema axiomatico, asi que se le da la vuelta a ese
hecho con incidencia como sigue.

Axioma Il. Dados cuatro puntos distintos
A, B, C,D,silas lineasAVBy CV D
inciden en un punto, entonces también
las lineas AN/ Cy BV D inciden en un
punto.
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Primero hay que notar que el Axioma Il no se
cumple en la Geometria Euclidiana; es muy facil
dibujar un contraejemplo moviendo a uno de los
puntos A o C para que la linea AV C sea paralela
a BV D. Pero es justo el caso en el que los nue-
vos puntos ideales que anadio Desargues entran
en juego. Asi que éste es el axioma que marca una
gran diferencia entre las geometrias, eliminando
al paralelismo; y en el Espacio Desarguesiano se
cumple. En cierta manera, y para este caso en que
las dos lineas son paralelas, es tan abstracto como
el quinto postulado de Euclides, pues habla sobre
lo que pasa fuera y muy lejos de la hoja de papel,



la pantalla o el pizarron. Uno asegura que nunca de
los nuncas se van a tocar, pero entonces nos exige
una precision endiablada en nuestras mediciones;
el otro se hace de la vista gorda con lo que pase
muy muy lejos, pero declara que si: que siempre
haya un punto en la interseccion. Ambos son abs-
tractos; afirman algo que no vemos con precision.

ELl Axioma II, que a veces llamamos de intersec-
cion, produce un punto a partir de una pareja de
lineas (AV Cy BV D). Mas no en cualquier situa-
cion. Hay una condicion que ingeniosamente pide
que estén en un plano, sin que este concepto esté
definido formalmente. Pronto veremos que en el
caso en que solo haya un plano (que la geometria
sea de dimension 2) entonces este axioma equiva-
le a que cualquier par de lineas se intersecten y se
convierte en el dual del 1 (que resa “dos puntos ge-
neran una linea”, y II: “dos lineas se intersectan en
un punto”).

En el dibujo esta el esquema del caso general
del Axioma II. Pero hay dos casos particulares.

Primero, cuando uno de los cuatro puntos esta
en la recta de los otros dos (y entonces la intersec-
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cion que se pide como hipdtesis es ese punto).

Y segundo, cuando los cuatro puntos (distintos)
estan en una misma linea.

En estos dos casos, la conclusion del axioma es
cierta por simples argumentos conjuntistas (no se
necesita establecer pomposamente a un axioma
para asegurarlo).

Por Gltimo, debemos remarcar que el mismo
Axioma Il —junto con el Axioma I, por supuesto—
determina la existencia de otro punto mas. A saber,
si cambiamos los nombres de los puntos en una de
las lineas de la hipotesis, digamos A y B, obtene-
mos del mismo Axioma Il que las lineas BV Cy
AV D también inciden en un punto. Aqui, ésta in-
terviniendo la combinatoria de cuatro puntos dis-
tintos. Hay seis posibles parejas y si no hay ningu-
na terna colineal (lo que se llama estar en posicion
general), generan seis lineas. Hay tres maneras de
tomar dos de estas lineas para que no incidan am-
bas en ninguno de los cuatro puntos (cuando los
pares que las definen son ajenos). Entonces, otra
forma de enunciar al Axioma Il es que esas tres
parejas de lineas se cortan (en tres nuevos pun-



tos) o no se corta ninguna (es decir, las seis lineas
producen por interseccion ademas de a los cuatro
originales a tres puntos mas o a ninguno). Esto co-
rresponde a que estén en un plano o no; en el mo-
mento en que los cuatro puntos son coplanares y
dejan de “ser” un tetraedro en el espacio, aparecen
tres puntos nuevos como intersecciones. De aqui,
sale el siguiente axioma.

5.3. Axiomas de dimension
y de no trivialidad

Que la Geometria tenga mas de dos dimensio-
nes se captura en el siguiente enunciado.

Axioma lll. Existen dos lineas ajenas, es
decir, que no se tocan.

Esto es lo que pasa en el Espacio Desarguesiano
y lo que lo hace distinto de cualquiera de sus pla-
nos. Lo hereda de que el Axioma Ill se cumple en
nuestro espacio fisico inmediato —con la idea eu-
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clidiana intuitiva de lo que son las lineas-y cap-
tura su no planaridad: hay lineas no paralelas que
no se tocan. En cualquier espacio arquitectonico
moderno, vemos o intuimos lineas en las intersec-
ciones de los planos que sugieren paredes, pisos
y techos, y entre estas lineas se encuentran malti-
ples ejemplos de parejas no incidentes; por ejem-
plo, una vertical en alguna pared y una horizon-
tal en la pared de enfrente. Aunque pensemos que
se alargan en ambas direcciones indefinidamente,
nunca se tocaran, pues su zona de mayor cercania
fue dentro del cuarto.

Ya hemos enunciado los tres axiomas basicos
que definen a la geometria proyectiva. Pero hay un
ejemplo “bobo” 0 “mala leche” que es tomar cual-
quier conjunto y declarar que las lineas son todas
sus parejas (sin mas nada). Cumple claramente el
Axioma I. EL Il lo cumple por vacuidad (no hay cua-
tro puntos distintos que satisfagan la hipotesis) y
también cumple el Il cuando el conjunto tiene al
menos cuatro puntos. Pero este ejemplo no califica
para ostentar el nombre de “geometria”, en donde
las lineas deben ser algo mas que dos puntos para



que se ponga interesante.

Axioma NT. Cada linea tiene al menos
tres puntos.

Le hemos puesto el nombre NT, de “no trivialidad”,
pues es de indole distinta de los axiomas anterio-
res. Sirve para evitar el ejemplo simplon anterior
que tiene interés combinatorio (se le conoce como
una grafica completa) pero tiene muy poco interés
geomeétrico.

Y ahora si, podemos concluir:

Definicion. Una geometria proyectiva consta de un
conjunto de puntos con una familia de subconjun-
tos distinguidos llamados sus lineas que cumple
los Axiomas I, II, Il y NT.

Tenemos un ejemplo destacado, el Espacio
Desarguesiano cuyo estudio nos ha traido hasta
aqui, pero en principio puede haber mas geome-
trias proyectivas y de hecho, como veremos en su
momento, las hay.
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5.4. Notacion, subespacios,
operaciones y dimension

Hasta ahora hemos denotado con letras
maylsculas a los puntos: mantendremos es-
ta tradicion. Cuando haya que dar nombre a
una linea, usaremos letras mindsculas como
a,b,c,...,0...;%Y,z. Y a los planos -que
alin debemos definir en la nueva generalidad
axiomatica- los denotaremos con letras griegas
mindsculas «, 3,Y,..., 0 bien, 7ty A, como ya lo
hemos hecho en el Espacio Desarguesiano.

Estos tres tipos de subconjuntos —puntos solitos
donde identificamos A con { A}, lineas y planos-
seran nuestros objetos de trabajo basicos. Para ha-
blar de todos ellos usaremos el término subespa-
cio. La propiedad que los caracteriza es:

Definicion. Un conjunto de puntos es cerrado si pa-
ra cualquier par de puntos en él, se tiene que la
linea que definen esta totalmente contenida en él;
es decir, si es cerrado bajo el trazo de lineas. A un



subconjunto cerrado se le llama subespacio®.

La relacion de incidencia entre puntos y lineas
se extiende de manera natural a todos los subes-
pacios como la contencion de conjuntos. Entonces,
es natural usar terminologia de orden; por ejem-
plo, ser menor que en vez de “estar contenido en”.
Los subespacios forman un orden parcial con un
elemento maximo, el total de puntos de la Geome-
tria y un minimo, el vacio. Arribita del vacio, estan
los puntos que son los subespacios de dimension
0 (son cerrados por vacuidad, no hay parejas a las
cuales cuestionar); le siguen las lineas de dimen-
sion 1y pronto veremos que de alli siguen los pla-
nos. Como ya dijimos, los subespacios seran nues-
tros objetos de trabajo basicos y tenemos como
herramientas para trabajarlos a dos operaciones
en ellos que vienen de los dos primeros axiomas.

Conviene primero definir la operacion de inter-

2En inglés, para “subespacio” se usa la palabra flat, que
como adjetivo significa “plano”, pues se tiene a la palabra
plane para lo que nosotros llamaremos plano; lastima que
en espanol el adjetivo y el sustantivo son la misma palabra.
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seccion, pues es la clasica interseccion de conjun-
tos. Pero que denotaremos con el simbolo A\, lla-
mado “pico” (pues se parece mucho al simbolo N
de interseccion, pero graficamente se aparea bien
con su simbolo dual: la cufia, V). La interseccion
de subespacios es también un subespacio, pues es
inmediato ver que la interseccion de conjuntos ce-
rrados es cerrada: si dos puntos estan en todos los
conjuntos a intersectar, y también lo esta la linea
que generan (por ser cerrados), entonces se tiene
que ésta linea tambén esta en la interseccion. Y
obsérvese que como es la interseccion, esta ope-
racion es conmutativa y asociativa.

Asi, por ejemplo, 7t /\ { significa la interseccion
del plano 7t con la recta £, que vimos que es un
punto en el Espacio Desarguesiano —o la propia
rectalsil C 7, i.e., si { esta “contenida” en 7t. Pero
ahora, debemos demostrar este hecho a partir de
los axiomas en la nueva generalidad.

La otra operacion es de generacion o la opera-
cion cufa, que denotamos con el simbolo V. De
dos subespacios nos da al subespacio mas chico
que contiene a ambos. Se puede pensar en dos pa-



s0s: primero se toma la union y luego se le cierra
o se toma a su cerradura; donde, la cerradura de
un conjunto cualquiera es el conjunto cerrado mas
chico que lo contiene, o bien, es la interseccion de
todos los cerrados que lo contienen.

Como el primer paso para obtener la cuia, es la
union de conjuntos que es conmutativa y asociati-
va, la cuna también lo es. Es la extension natural a
subespacios de la generacion de lineas por parejas
de puntos. Asi, el generado por una lineay un pun-
to fuera de ella (£ V' A con A € {) sera un plano; y
también el generado por tres puntos no colineales
(AVBVCQC).

Hemos definido a la operacion cerradura —que
de un conjunto nos da otro—- de manera muy abs-
tracta, como el “subespacio mas chico que lo con-
tiene”. Para cerrar a un conjunto constructivamen-
te, hay que tomar las lineas por todos sus pares de
puntos, luego a las lineas que unen a los nuevos
puntos y se sigue uno haciendo esto hasta que ya
no sea posible encontrar nada nuevo, trazar lineas
y lineas como un nifo rayando con un crayon. Pero
en los casos que nos interesan, también se le pue-
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de definir de manera mas concreta y limpia como
una union muy especifica de lineas.

Llamaremos plano al subespacio generado por
una linea y un punto fuera de ella.

Lema 1 (la cerradura como union) Sean { una li-
nea y P un punto fuera de ella. El plano que ge-
neran L y P, £\/ P, es la union de todas las lineas
que van de un punto en { a P; es decir,

VP =[J(XVP).
Xel

Escena 14. .

Cerradura Es Union (Demostracion) La igualdad de
dos conjuntos se demuestra con dos contenciones.
Llamemos % a la union de las lineas (el lado de-
recho de la ecuacion).

Que la union % esté contenida en {\V P se debe
aque cada linea XV P con X € { esta contenida en
£\/ P (pues éste conjunto es, por definicion, cerra-
doy contiene a X'y a P), asi que la union de todas
esas lineas sigue estando contenido en {\V/ P.

144
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Para la otra contencion, basta demostrar que %
es cerrado. Pues como contiene a £ y a P, entonces
el cerrado mas chico que los contiene, que es {\VP,
tiene que estar contenido ahi, en %.

Para demostrar al lema hay que probar que para
dos puntos distintos A, B € %, se tiene que

AVBCu%.

Y esta contencion de conjuntos se demuestra con-
siderando a un punto cualquieraY € AV By de-

mostrando que Y € %.

Puesto que A y B estan en la union %, existen
A’ B’ € L talesque Ac A’VPyB e B VP
Si A’ =B’ entonces AVB=A'"VP C % yya
acabamos. Suponemos entonces que A’ # B’.

Ccomo P = (AVA’)A(BVB'), el Axioma Il nos
da un punto

D =(AVB)A(A'VB') = (AVB)AL.

Y sin perdida de generalidad, como A # B, pode-
mos suponer que D # A.

Consideremosa Y € AVB; hay que concluir que
Ye.SiY =D yaacabamos pues D € { C %.
Asique Y # D, detal maneraque DVY=AVB

y otra vez el Axioma Il, usando que
A=(DVY)A(A'VP),
nos da un punto
Y =(DVA)IA(YVP)=LA(YVP)el.

Lo cual implicaque Y € (Y VP) C %.

14.4

14.5

14.6

14.7

Esc:4]
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Este lema captura la esencia de la geometria
proyectiva. El Plano Euclidiano, que tiene parale-
las y no cumple el Axioma Il, tampoco cumple al
lema: dada una linea £ y un punto P fuera de ella,
la union de las lineas de P a puntos de £ no llena
al plano; deja un hueco en la paralela a £ por P.

Basados en este lema y su demostracion, va-
mos a reconstruir lo que ya sabiamos del Espacio
Desarguesiano. Para ello, probaremos que:

e Un plano esta generado por cuales-
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quiera tres puntos no colineales en él.

Supongamos que el plano 7t esta generado por una
linea £y un punto P &€ {, es decir, t={\/P.

Sean A, B, C puntos no colineales en 7t. Quere-
mos demostrar que t=AV BV C.

La contencion AV BV C C 7t se sigue de que
los tres puntos estan en 7, éste es cerrado y el ge-
nerado a la izquierda es el minimo tal.

Para la otra contencion, con el mismo argumen-
to de cerradura basta probar que AV BV C con-
tienea fya P. Que contiene a { se sigue del primer
argumento del lema anterior que, por el Axioma Il,
da que cualquier linea en 7t corta a {; al aplicarlo
a dos lineas del triangulo ABC, nos da dos pun-
tosde L en AV BV C,y por ser este cerrado, da a
la contencion de todo {. De aqui, como alguno de
los tres puntos no esta en {, digamos que A, igual
que en el lema se tiene que existe A’ € £ tal que
Pc AV A’ YestoyaimplicaquePc AVBVC
y por tanto, que

n={VPCAVBVC.



Con esto, se deduce que:

e Dos lineas son coplanares si y sélo si

son concurrentes.
Consideremos dos lineas AV By CV D. Si son
coplanares viven, por definicion, en un plano 7ty
debemos ver que tienen un punto en comin. Po-
demos suponer que C ¢ AV B, que implica por la
afirmacion anterior, que

n=AVBVC=(AVB)VC.

Entonces D € 7t nos da, por el Lema 5.4, un pun-
to X € AV B colineal con D y C, que es el que
buscabamos (X € C\V D).

Si dos lineas son concurrentes, una de ellas jun-
to con cualquier punto de la otra que no sea la
interseccion, generan un plano que las contiene a
ambas. ]

Ya tenemos que en un plano, cualquier par de li-
neas se corta en un punto. Asi que el Axioma Ill dice
que al haber dos lineas ajenas, ellas no son copla-
naresy tiene que haber algo mas que un plano. Di-
remos que un plano tiene dimension 2,y entonces
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el Axioma IIl implica que la dimension tiene que
ser al menos 3. Los espacios de dimension 3 se
obtienen de los planos de manera analoga a los
planos a partir de las lineas pues:

e La union de las lineas de puntos de un
plano a un punto fuera de él, es cerrada.

Supongamos que 7t es un planoy P un punto fuera
de él. La afirmacion es que el conjunto

%= (XVP)

Xem

es cerrado y por tanto un subespacio.

La demostracion sigue literalmente a la del Le-
ma 5.4. Pues hay que ver que dados dos puntos A
y B en %, la linea que pasa por ellos, AV B, esta
contenida en %; y entonces, toda la argumenta-
cion se hace dentro del plano AV BV P. A menos
que este subespacio sea una linea, pero en este
caso, es ain mas facil ver que AV B C %. [

Asi, un espacio de dimension 3 esta generado
por cuatro puntos que no son coplanares: tres de



ellos dan un plano y el cuarto genera algo nuevo
como union de lineas a él. Y la cosa se puede se-
guir: un subespacio de dimension n se obtiene co-
mo la union de rectas desde un subespacio de di-
mension n—1 a un punto que no esta en él; y ade-
mas, esta generado por n+ 1 puntos. Hay una no-
cion de independencia geométrica entre los pun-
tos que es que generen tanto como es posible, da-
da su cantidad, y una buena nocion de dimension:
uno menos que el minimo nimero de puntos con
que se genera (que concuerda con los casos pe-
quenos que habiamos visto). Pero hacer esto con
cuidado nos lleva en otra direccion, que tomamos
en el Apéndice ?2.

Llamaremos espacio proyectivo a una geometria
proyectiva de dimension 3, que sera nuestro uni-
verso de trabajo de aqui en adelante, y se tiene que
cualquier cuarteta de puntos que no es coplanar
genera al total. Entonces es facil demostrar que:

e Un plano y una linea no contenida en
él se intersectan en un punto.

Seant=ApV A1V Ayunplanoy { =By V B,
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una linea no contenida en él. (Notese que esto ya
implica que que los tres puntos “A” no son coli-
neales y que los dos “B” no son iguales; que son
gemétricamente independientes.) Podemos supo-
ner que By & 7t (pues si no es asi, ya acabamos),
entonces 7tV By ya es todo y, por tanto, contiene
a By. Entonces, al ver al espacio generado por 7ty
Bocomo union de lineas de 7t a By, existe X € 7t
tal que By € XV By. Y esto implica que X = t/AL.
0

Y siguiendo ésta ruta de argumentacion:

e Dos planos distintos se intersectan en
una linea.

Consideremos dos planos x =AygVAIVAy y
=BpV B;VB,, distintos. Podemos suponer
que By € «. Por la afirmacion anterior, tenemos
puntos X; = o/\ (Bo\V B;) parai=1,2, que son
distintos pues las lineas que los definen se cortan
fuera de o (en By). Entonces:

X]\/XZZOC/\B)

es la linea que buscamos.



Si la geometria proyectiva tuviera mas puntos
que un espacio de dimension 3, en la argumen-
tacion anterior podriamos escoger a B fuera de
oV B para obtener dos planos que se intersectan
en un punto. Lo cual implica que pedir que la di-
mension sea 3 (lo que estaremos llamando un es-
pacio por comodidad) es equivalente a cualquiera
de las dos afirmaciones anteriores.

5.5. Proyecciones

Como Gltimo paso en la reconstruccion de lo
que ya teniamos en el Espacio Desarguesiano, de-
bemos considerar a las proyecciones -que son
tan relevantes que imponen su nombre a esta
geometria—, pero ahora consideradas dentro de la
nueva generalidad axiomatica.

Dados dos planos ccy 3 (antes eran 7ty A, de
piso y lienzo) y un punto P fuera de ellos, la pro-
yeccion desde P (o con foco P) de o en 3 es la
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funcion

pproc—f3
A (AVP)AB,

que esta bien definida pues un plano y una linea
fuera de él siempre se cortan en un punto. Su fun-
cion inversa es la proyeccion desde el mismo P
pero ahora de 3 en «, pues dos puntos A € xy
B € 3 se corresponden bajo las proyecciones siy
solosi A, By P estan alineados.

Es importante hacer notar que bajo esta argu-
mentacion simple (y también bajo el lema de ge-
neracion del espacio como union de lineas a un
plano), se encuentra agasapado un conjunto muy
relevante: el haz de lineas por P que es el conjunto
de todas las lineas que contienen a P; denotémos-
lo %p. Se puede parametrizar por los puntos de
cualquier plano que no pasa por P. Explicitamente,
si xesun plano tal que P ¢ «, las dos operaciones
basicas dan dos funciones

x — “p Zp
A — AVP Y ¢



que claramente son inversas. La proyeccion de un
plano en otro es componer dos biyecciones de este
tipo: del plano-fuente al haz por el foco y de éste
al plano-rango.

Por supuesto, cuando el ambiente es un plano,
se tienen los resultados analogos. Las proyeccio-
nes entre dos lineas desde un punto fuera de ellas
son biyecciones bien definidas, y los haces de li-
neas por un punto se parametrizan por cualquier
linea fuera de él (en reminiscencia del Lema 5.4,
con el que arrancamos nuestro analisis después de
las definiciones).

Historicamente, el estudio de estas funciones 'y
de las que se obtienen al componerlas -que se co-
nocen como proyectividades- se desarrollo a fina-
les del siglo XVIlly en la primera mitad del XIX. Des-
tacan los trabajos de Monge, Poncelet, Von Staudt
y Reye. Nosotros veremos con cuidado este enfo-
que “funcional” hasta el Capitulo ?2. Lo que impre-
siona desde la perspectiva historica con que goza-
mos ahora, es el avance tan profundo que se logro
en la teoria antes de que el concepto de funcion
(fuera de las numeéricas dadas por formulas), e in-
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clusive la nocion de conjunto se establecieran (por
Cantor hacia finales del siglo XIX). La influencia de
esta geometria en ese proceso de abstraccion de-
be haber sido considerable, pero lo abigarrado y
especifico de la notacion que se implemento para
su desarrollo la alejo de la ensenanza de la mate-
matica elemental en el siglo XX. Entre los concep-
tos abstractos que se desarrollaron en esa época
motivados por esta geometria, destaca el de dua-
lidad que describimos en el siguiente apartado.

5.6. Dualidad

Como ya hemos mencionado y puesto que dos
lineas son coplanares si y solo si son concurren-
tes, cuando se trabaja en un plano proyectivo, el
Axioma Il, se reemplaza por el mas simple:

Axioma Il (Plano). Cualquier par de li-
neas se corta en un punto.

Y el Axioma Ill de dimension se tiene que modificar
también, ahora importa no estar en una linea:



Axioma lll (Plano). Existen tres puntos no
colineales.

Por supuesto, se mantiene el axioma de no trivia-
lidad (el NT) y el basico de las geometrias (el I).

Cuando se tiene un plano proyectivo, surge en-
tonces un nuevo plano proyectivo, alln mas abs-
tracto y llamado su plano dual: se toma como con-
junto de puntos al conjunto de lineas (piénsese en
sus etiquetas, si se prefiere) y como lineas en el
plano dual se declaran a los conjuntos de lineas
que pasan por un punto, los haces de lineas por
un punto (y por supuesto, esto para todos los pun-
tos).

Si denotamos P a un plano proyectivo, a su
plano dual se le denota P* (se lee “Pe-estrella”).
Demostraremos que

e P* es un plano proyectivo.

Hay que ver que cumple todos los axiomas. El de
trazo de lineas (en P*) se sigue del de interseccion
de lineas en P, pues dos puntos en P* correspon-
denados lineas en P,y como éstas se cortan en un
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punto, la linea en P* a la que da lugar su haz con-
tiene a las dos dadas: es la linea deseada (aunque
nos falta su unicidad).

Dos lineas en P* (definidas por puntos en P) se
cortan en un punto (su linea en P); como esta es
{nica, se tiene que dos lineas distintas en P* no
tienen dos puntos distintos en comun, lo cual con-
cluye la demostracion de que P* cumple la uni-
cidad en el Axioma I. Notese que hemos probado
que al incluir la unicidad en cualquiera de los dos
primeros axiomas, se obtiene en el otro (y este ar-
gumento reivindica a los que prefieren enunciarla
como otro axioma). Obsérvese ademas, que concu-
rrenciay colinearidad se intercambian: lineas con-
currentes en [P corresponden a puntos colineales
en P* y las lineas correspondientes a puntos coli-
neales en P son concurrentes en P*.

El Axioma Il (Plano) también se cumple: por es-
te axioma en [P se tienen tres puntos no colinea-
les que corresponden a tres lineas no concurren-
tes en P*. Las tres parejas dan por interseccion a
tres puntos no colineales —esto es el hecho de que
da lo mismo definir a un triangulo por sus vértices



o por sus lados. Y finalmente, el axioma de no tri-
vialidad también se cumple, pues como acabamos
de ver en el apartado anterior hay biyecciones na-
turales entre lineas en un haz (los puntos de una
linea en P*) y puntos en una linea. O

Esto implica al principio de dualidad, que dice
que si demostramos un teorema o hacemos una
construccion basada en los axiomas, automatica-
mente lo estamos demostrando o construyendo
también en el dual; esto quiere decir que en el
“primal” hay un teorema o una construccion que
se obtiene de traducir lo que sucedio en el dual
pero con sus objetos correspondientes del primal.
Un ejemplo simple es la construccion con cuatro
puntos en un plano; si tomamos cuatro puntos en
su dual, corresponde a cuatro lineas en el primal:
ésta es la construccion dual. Si tres de los cuatro
puntos originales cumplen con ser colineales, en
la construccion dual tres lineas seran concurren-
tes. Veremos después ejemplos mas interesantes.

Aunque el estudio de los planos proyectivos es
muy activo en la actualidad y tiene problemas pro-
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fundos ailn no resueltos, en este libro estamos
interesados en los que viven en un espacio (que
cumplen el Axioma Il de dimension), pues varias
demostraciones importantes usaran a la tercera
dimension. Y como esta la cosa, no podemos usar
el principio de dualidad en ellos. Tenemos que de-
mostrar algo mas. Para esto, llamemos expandible
a un plano proyectivo, P, para el cual existe una
geometria proyectiva G y un plano 7t de G, tales
que Py 7t son isomorfos (esto es, existe una biyec-
cion entre sus puntos que manda lineas en lineas).
Es decir, P es expandible, si se puede pensar como,
o bien es, un plano en una geometria proyectiva
(que cumple el Axioma 111).

Para poder usar el principio de dualidad, tene-
mos que demostrar:

Lema2 Si P es un plano proyectivo expandible,
entonces su plano dual P* también es expandible.

La demostracion incluye una serie de observa-
ciones, o afirmaciones, interesantes en si mismas.
Tenemos que la hipotesis nos da a una geometria



proyectiva G, que podemos suponer que es un es-
pacio de dimension 3, con un plano 71, isomorfo a
. Notese primero que como cualquier par de pla-
nos de G son isomorfos via una proyeccion desde
un punto externo a ellos, lo anterior es como decir
que P es un modelo abstracto de los planos en G.
Para demostrar al lema, primero es necesario ge-
neralizar la idea de dualidad a espacios.

Para una espacio proyectivo (geometria proyec-
tiva de dimension 3) que seguiremos llamando G,
su espacio dual o geometria dual, G*, también tie-
ne sentido. Sus puntos son los planos de G. Y
las lineas de G* corresponden a las lineas de G:
como subconjuntos constan de todos los planos
que contienen a una linea dada (el haz de planos
por una linea que podemos pensar como un libro
abierto). Asi, el Axioma | en G* se sigue de que
cualquier par de planos en G se corta en una linea.

Antes de ver en detalle al Axioma Il, conviene ver
que

e [os planos de G*, corresponden a los
puntos de G.
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Si consideramos a todos los planos de G que inci-
den en un punto P,y denotamos a este conjunto
como P* C G*, es facil ver que es cerrado. Pues
dados dos puntos en él «*,3* € P* C G*, co-
rresponden a planos xy [3 de G cuya interseccion
es una linea que pasa por Py por tanto cualquier
plano que la contenga (que representa a un punto
de lalinea "V 3* C G*) tambien esta en P*. Con
esto concluimos la afirmacion, pues los planos son
los cerrados entre las lineas y el total.

Para ver que el Axioma Il se cumple en G*, con-
sidérense cuatro planos distintos en G. En general,
constituyen un tetraedro: ellos son sus caras; tiene
cuatro vértices (en los que se intersectan las ter-
nas), y seis aristas (lineas que son la interseccion
de los pares de caras). Que dos aristas opuestas
sean coplanares (que en el dual se corten) equi-
vale a que se intersecten en un punto, P digamos,
e implica que los cuatro planos pasan por P (que
los cuatro vertices del tetraedro se colapsan en
un punto). Por tanto, las seis aristas también pa-
san por P. Esto implica que cualquier par de esas
aristas genera un plano y, por tanto, que las lineas



duales en G* tienen un punto en comin. De aqui,
se sigue que el Axioma Il vale en G*.

Y los Axiomas Il y NT son inmediatos de corro-
borar en G*, asi que es una geometria proyectiva.

Nos convendra tener una imagen geomeétrica
abstracta de lo que esta pasando. Una especie de
esquema pictorico, que ayude a pensar en esto. En
los pizarrones de los cursos donde se hablo de or-
denes parciales es muy comin encontrarse unos
cocoles o diamantes representando a 6rdenes par-
ciales (y a veces hasta se les da el nombre de dia-
grama de Haze; algo parecido a los diagramas de
Venn). La idea es muy simple, se dibuja el orden ha-
cia arriba, y no se pretende que el diagrama defina
al orden parcial (excepto en casos muy pequefios
como el orden parcial de subconjuntos de un con-
junto de tres o cuatro elementos), pero al pintar un
punto o veértice alli se representa a un elementoy
al pintar una arista (jnunca horizontal!) representa
que el elemento de abajo es menor que el que re-
presenta el vértice de arriba. En el caso de las geo-
metrias proyectivas, se representa al orden parcial
de todos los subespacios bajo contencion. Tienen
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un elemento minimo, el vacio, y uno maximo, el to-
tal (y de ahi la forma de cocol). Y los subespacios
se concentran en pisos correspondiendo a la di-
mension: al vacio hasta abajo se le considera de
dimension —1, en el siguiente piso estan los pun-
tos (de dimension 0), luego vienen las lineas, etcé-
tera... hasta el total.

El asunto es que una geometria proyectiva esta
determinada por (en cierta manera “es”) su orden
parcial y tomar a la geometria dual es simplemen-
te voltearlo al revés. Y como las operaciones pi-
co y cuna se pueden expresar en términos del or-
den parcial como “el maximo mas chico que..." y “el
minimo mas grande que..., respectivamente, en el
dual también se intercambian.




Tenemos ahora que estudiar dos tipos distingui-
dos de subordenes parciales.

Dado un plano 7t de una geometria proyectiva
tridimensional G, el orden parcial de 7t como plano
proyectivo, consiste de todos los elementos abajo
de 7t en el orden parcial de G (incluyéndolo a él
como maximo), y lo podemos denotar /\T[.

De manera dual, para un punto P en G, deno-
temos por \/p a la vision de P: lo que ve P hacia
arriba en el orden parcial de G; es decir, VP es el
suborden parcial de subespacios mayores o igua-
les que P que es su minimo. Veremos que

e El orden parcial, \/p (lo que ve P en
G) define un plano proyectivo isomorfo
al de los planos de G.

Para demostrarlo, consideremos a un plano 7t que
no pase por P. Se tiene entonces que son comple-
mentarios, es decir:

PAnt=0 y PVn=@G.

Y esto es esencial para ver que las funciones entre
ordenes parciales (y que ya habiamos definido en
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el primer nivel):

(donde usamos a 0 como variable que representa
a un subespacio de cualquier dimension), son fun-
ciones inversas. Esto es, son biyecciones que pre-
servan el orden (la incidencia) que es lo que ha-
biamos llamado ser isomorfos.

... después de tantas vueltas parece que regresa-
mos a lo que intuian los pintores renascentistas:
“lo que vemos se puede representar en un plano”;
cada linea por el ojo representa a un punto y cada
plano a una linea.



Ya podemos demostrar el Lema 2. Si tenemos un
plano proyectivo P isomorfo al plano de un espa-
cio proyectivo G. Entonces, podemos ver a su or-
den parcial como el de un plano (pegado abajo) o
como la vision de un punto (pegado al maximo). Al
voltear el orden parcial de G para obtener el de su
dual, también se voltean los chiquitos y entonces,
podemos identificar al de P* con el de un plano de
G*; que muestra que P* también es expandible.
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Hipotesis de trabajo
y algo de historia

5.7.

Al establecer un sistema axiomatico es impor-
tante que incluya ejemplos relevantes para no es-
tar trabajando en el vacio, e inmediatamente des-
pués se entra en el terreno ambiguo de qué tantos
ejemplos hay; y en nuestro caso —adelantamos—
hay mucho mas de uno.

Aunque en principio puede haber muchos ejem-
plos de geometrias proyectivas, nuestro interés
primordial sera estudiar qué pasa en una; en el Es-
pacio Desarguesiano que surgio de explicar como
vemos al mundo fisico. Y entonces, nuestra hipo-
tesis de trabajo es ésta:

e Nos interesa estudiar al
Espacio Desarguesiano.

Vamos a usar a los cuatro axiomas que definen
a una geometria proyectiva pero no queremos ir
mas alla de la dimension 3, para lo cual supon-
dremos que un plano y una linea siempre se in-
tersectan. Aln asi, nos vamos a encontrar momen-



tos de bifurcacion en los que habra varias posibi-
lidades a escoger; y tomaremos por principio a la
que incluye al Espacio Desarguesiano. Puede so-
nar ambiguo, y es natural la pregunta de ;por qué
no extender de una vez los axiomas para describir
con mas precision al Espacio Desarguesiano? Da-
mos dos argumentos historicos para no hacerlo.
En el cambio de siglo entre el XIX y el XX hubo
una gran ilusion de encontrar un sistema axioma-
tico que englobaray fundamentara a toda la mate-
matica; a veces se le llama el programa de Hilbert.
Esta ilusion termind con un contundente y hermo-
so balde de agua fria. En 1931, Kurt Godel demos-
tro su célebre Teorema de Incompletez que, a muy
grandes razgos, demuestra que en cualquier siste-
ma axiomatico suficientemente sensato, se van a
encontrar afirmaciones coherentes que no son de-
mostrables en ninguno de los dos sentidos (ni fal-
sa, ni verdadera). Se puede afadir como axioma en
ambos sentidos, se bifurca la teoria. Y es en este
espiritu como lo tomaremos: cuando se nos apa-
rezca el fantasma de Godel, le haremos un guino
con el ojo y el rumbo que seguiremos lo marcara
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nuestra hipotesis de trabajo.

El otro argumento esta relacionado con el li-
bro de David Hilbert (1862 - 1943), Foundations of
Geometry, publicado por primera vez en 1899 co-
mo notas de un curso que dio en la Universidad
de Gotingen. En ese texto, cuya historia editorial
es rica e interesante y que tuvo una gran influen-
cia en el desarrollo de las matematicas, Hilbert le
corrige la plana a Euclides. Presenta un sistema de
20 axiomas independientes (ninguno se deduce de
los otros) y consistentes (no conducen a una con-
tradiccion), que definen a la Geometria Euclidia-
na en su sentido clasico. Estos veinte axiomas se
presentan en grupos tematicos. Los primeros ocho
son los de incidencia y son los que tienen rela-
cion con nuestros cuatro. Con los otros 12 axiomas
se determina, dicho a muy grandes razgos, que las
rectas seran como la recta de los niimeros reales.
Creemos que esta parte de la teoria es de otra in-
dole, que se acerca mas a lo que ahora llamamos
topologia (que en el momento en que Hilbert escri-
bio ese libro atin no estaba del todo afianzada co-
mo rama de las matematicas y no se le diferencia-



ba ain de la geometria), y por eso no nos involu-
Cramos con esos 12 axiomas en primera instancia.
Lo que en este tema dicta nuestra hipotesis de tra-
bajo, es algo mas simple: hay que suponer que las
lineas son como las que intuian Euclides, Desar-
gues, Descartesy Newton; que (ahora podemos de-
cir) estan modeladas por los nimeros reales R; es
decir, que estan en biyeccion continua (jel término
topologico por excelencia!) con Ry que lo que hi-
zo Desargues es anadirles un punto nuevo o ideal,
00, al cual se llega en ambas direcciones, como lo
indican nuestros dibujos dinamicos.

Lo que hace Hilbert en su libro, es demos-
trar que esos veinte axiomas definen a la Geome-
tria Euclidiana entendida a la Descartes, dada por
coordenadas. Lo cual se puede llamar aritmetizar a
la geometria o convertirla en geometria analitica.
Mientras que lo que pretendemos hacer nosotros,
a partir de los cuatro axiomas y dos mas que sur-
giran en su momento (en los Capitulos 3y 4, res-
pectivamente), es hacer geometria sintética: argu-
mentar con base en las figuras y configuraciones
como soporte visual a los razonamientos abstrac-
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tos. Se le podria llamar Ceometria de Incidencia
(pues nuestros cuatro axiomas son de esa indole),
pero es mas correcto Geometria Visual pues tanto
los razonamientos como la motivacion estan muy
relacionados con esa capacidad del ser humano.

Es significativo lo que se puede obtener con este
enfoque y, a la vez, es un homenaje a los gedme-
tras de los siglos XVIII y XIX que, con muy pocas
herramientas conceptuales o de visualizacion co-
mo las nuestras, avanzaron e influyeron tanto en
lo que ahora entendemos como geometria.



