Geometria Visual

las matematicas que surgen

de como vemos al mundo

Joseé Luis Abreu y Javier Bracho

Diciembre 2020



Introduccion

Esta es la primera parte de un libro electronico
interactivo de geometria proyectiva. Esta geome-
tria se podria describir como la teoria matemati-
ca que surge al intentar entender como vemos al
mundo, en el mismo sentido en que lo hicieron los
pintores renacentistas para poder pintarlo de una
manera realista. Con un espiritu experimental, el
primer capitulo retoma esa preocupacion que con-
dujo a las técnicas de la perspectiva, y concluye con
el enunciado de los axiomas en que se fundamen-
ta la geometria proyectiva. Esta se aborda formal-
mente en los siguientes dos capitulos.

En los albores de las matematicas —es decir,
cuando los griegos hicieron el trabajo fundacional
que sigue asombrandonos hoy dia- ademas de los
teoremas (enunciados nitidos demostrados con ri-
gor logico) tenian gran relevancia las construccio-
nes. No habia juicios de valor preferencial entre
ambos tipos de productos matematicos; tan im-
portantes eran los unos como las otras. Pero con
el paso del tiempo, este balance se quebro.

La geometria se dividio entre lo que se llama
ahora geometria sintética, que incluye a la geo-
metria clasica manteniendo su estilo de argumen-
tacion, y la geometria analitica que se basa en el
método de coordenadas. En esta Gltima manera de
pensar la geometria, que auspicid avances espec-
taculares en los Gltimos siglos, las construcciones
como tales perdieron interés, pues el algebra y el
analisis proporcionaban herramientas para susti-
tuirlas; o bien, cuando ciertas construcciones eran
inevitables, se les mimetizaba dentro de las de-
mostraciones de los teoremas, que entonces se
convirtieron en casi la Gnica Unidad de expresion
valida en el avance y en la comunicacion de las
matematicas. Las construcciones como tales per-
dieron su valor y quedaron como anécdota que, si
acaso, se usaban para el apoyo didactico en la en-
senanza media.

La preeminencia casi absoluta del teorema,
se vuelve a trastocar irremediablemente cuan-
do la computacion —como parte integral de las
matematicas— irrumpe en la escena en la segun-
da mitad del siglo XX. La importancia del algoritmo



para resolver mecanicamente un problema —como
un producto matematico en si mismo— con un
enorme valor practico y teorico, cambia por com-
pleto el panorama. Las construcciones clasicas de
los griegos recobran importancia como los prime-
ros y mas nitidos ejemplos de algoritmos y, entre
otras cosas, surge el area de geometria compu-
tacional en la que el algoritmo (o la construccion)
toman el primer plano. También surgen los progra-
mas de geometria dinamica en los que setomaalla
pantalla como un planoy proveen al usuario de las
herramientas para hacer construcciones geomeétri-
cas en el sentido mas clasico; la regla y el compas
se vuelven virtuales, pero ganan exactitud y pre-
cision en los dibujos y mantienen o recobran su
estatus teorico de herramientas constructivas. Las
construcciones clasicas de los griegos encuentran,
dos milenios y medio después de ser concebidas,
su plena expresion grafica.

En este libro (si aln se le puede llamar asi, pe-
ro lo hacemos en su sentido mas emblematico),
las construcciones retoman un papel protagonico
como unidad de expresion matematica. Pero aho-

ra, como son construcciones dinamicas y forman
parte integral de una exposicion didactica escrita,
las llamaremos escenas. Estas estan basadas en
una construccion clasica, es decir, en una secuen-
cia de operaciones geométricas —en un algoritmo
que produce una figura- pero ahora, y gracias a la
computadora que las transmite a una pantalla, tie-
nen dinamismo en al menos tres sentidos.
Primero, como figuras se presentan en pasos,
que son etapas acumulativas de la construccion.
Ayudan asi a entenderlas y permiten hablar de
ellas en diferentes momentos o desde diversos an-
gulos. Dentro de una escena, el texto referente al
paso que se muestra en su ventana esta resaltado
en color mas obscuro, y el texto correspondiente a
pasos por venir esta en un color mas tenue. El cam-
bio de paso es con el mismo control que el cam-
bio de pagina; tipicamente, tiene el efecto de re-
saltar el siguiente parrafo del texto y aumentarle
elementos a la figura. Y cuando se tiene que cam-
biar de pagina sin que an haya concluido la esce-
na, la ventana en la que ésta se esta desplegando
se mantiene preferentemente en su posicion en la



pantalla (cambia la hoja escrita pero no la figura).

Segundo, en ciertos pasos, las figuras son dina-
micas en el sentido interactivo de que el conjunto
de puntos de que depende la construccion (y la fi-
gura en la pantalla) se pueden mover a voluntad
del lector; a esto lo llamaremos exploracion o ex-
plorar la escena en un paso dado.

Y tercero, en cualquier momento de una esce-
na en estado de exploracion (y todas las escenas
tienen tal paso), el lector (o usuario) puede involu-
crarse en la construccion dentro del programa que
la creo, llamado ProGeo3D. Es decir, puede cam-
biarla, rearmarla o proseguir mas alla de ella. Esto
es particularmente importante, pues desde siem-
pre los textos matematicos se leen con otro ritmo
que los literarios; no se leen de corrido, sino que
exigen pausas para que el lector reconsidere, so-
pese y critique por si mismo lo que se esta plan-
teando. Esta posibilidad de revisar a fondo y re-
construir las construcciones, ayuda en ese sentido
introspectivo. Da mucho sobre lo cual rumiar o, co-
mo decimos los matematicos, trabajar.
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luable apoyo técnico y altamente especializado
que generosamente nos han proporcionado Joel
Espinosa, Alejandro Radillo y Pablo Rosell para la
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Parte |

Perspectiva y armonia



Capitulo 1

Perspectiva, movimientos y axiomas

La perspectiva renacentista revolucion6 la ma-
nera en que representamos al mundo. Pero no sé6lo
en la pintura, que es su fuente de inspiracion, sino
también en la ciencia. Las técnicas y procedimien-
tos que la caracterizan se deducen de la geome-
tria euclidiana -la que explica nuestro entorno in-
mediato con base en conceptos como punto, linea,
plano, distancia y angulo. Pero a la vez la cuestio-
nan. Pues al argumentar los porqués de las rece-
tas constructivas que se usan en la perspectiva, es
ineludible hablar de entes alin mas abstractos y

no tan inmediatos como la linea al horizonte y los
puntos de fuga, que quisieran ser situados en, o se
relacionan con, el “infinito”. Obliga entonces a di-
sociar a la realidad inmediata del modelo teorico
que surge de ella (conocido como el Espacio Eucli-
diano) y empieza a abrir el camino para que, va-
rios siglos después, sea aceptada la existencia de
otras geometrias; y con ellas, la posibilidad de que
aparezca un Einstein para darnos una version mas
rebuscada y abstracta, pero mas amplia y certera,
de la realidad.



El libro que mejor documenta a la revolucion
pictorica renacentista es Della pittura. En él, su au-
tor Leone Battista Alberti (1404-1472) empieza por
precisar ;qué es pintar? para pasar a explicar —con
pasion y en lenguaje vernaculo, cuando lo usual
era aln escribir en latin- las técnicas basicas de
la perspectiva que habian desarrollado su maes-
tro Filippo Brunelleschi (1377-1446), y los gremios
de arquitectos y artistas que florecen orgullosos y
creativos en la Florencia del siglo XV.

Entre los pintores renacentistas que se encum-
braron en el uso de esas técnicas destacan el tam-
bién florentino Leonardo (1452-1519) y el aleman
Durero (1471-1528); pero hasta la fecha los arqui-
tectos y los pintores realistas las siguen usando
para presentar sus proyectos o componer sus cua-
dros con buena perspectiva. Como ya menciona-
mos, esas técnicas tienen como fundamento a la
geometria euclidiana, asi que en su libro, Alberti
recurre a la autoridad intelectual de “los matema-
ticos” para zanjar, o en ocasiones de plano esqui-
var, discusiones complicadas respecto a los por-
qués de las recetas que propone. Y es natural esa

reticencia, pues al exponer los argumentos, surgen
problemas filosoficos serios que ponen en duda la
concepcion comin de lo que es la geometria. En
particular, es ineludible mencionar al infinito -y en
ese entonces ni los matematicos se sentian segu-
ros pisando ese resbhaloso terreno-, o bien, a veces
parece que se esta cuestionando al Axioma de las
Paralelas de Euclides —aiin “sacrosanto” en aquella
época. En fin, se ve que Alberti sentia complicada
la argumentacion precisa y deductiva. Y entonces,
como sucede mucho en la ensenanza de las mate-
maticas, opta por dar recetas y aleccionar en pro-
cedimientos, mas que en buscar el entendimiento
de los razonamientos que los implican.

Pasan dos siglos para que un matematico, el
francés Girard Desargues (1591-1661), agarre a ese
toro —el de la argumentacion sistematica y formal
de la perspectiva- por los cuernos. Se le considera
el padre de la Geometria Proyectiva pues, ademas
del teorema seminal que lleva su nombre, propo-
ne ampliar, en abstracto, al Plano Euclidiano para
que los horizontes y los puntos de fuga se incor-
poren con plenos derechos a la teoria geométrica.



Llamaremos a ese plano extendido el Plano Desar-
guesiano. Pero sucedio que su trabajo no tuvo eco
inmediato entre los matematicos -y ain hoy dia,
no alcanza la presencia que le corresponde en la
cultura cientifica general; los “puntos de fuga” y los
“horizontes” aln siguen siendo argucias técnicas
de los dibujantes mas que entes matematicos.

Y pasan otros dos siglos para que las ideas de
Girard Desargues reciban la atencion de sus co-
legas y se afianzen como teoria geométrica en
la primera mitad del siglo XIX. Una buena razon
historica para que sucediera asi —para que pasa-
ra tanto tiempo- es que un paisano contempora-
neo de Desargues, llamado René Descartes (1596-
1650), coordinatiza al Plano Euclidiano. Asi que sur-
ge -simultaneamente a la proyectiva- la geometria
analitica basada en el Plano Cartesiano (el que usa
coordenadas) y da trabajo de sobra al gremio ma-
tematico: el interés general se concentra en esta
vertiente de la geometria que se roba los reflecto-
res de la ensefanzay de la historia. (Y con sobrada
razon pues pronto, con Isaac Newton (1642-1726) y
Gottfried Wilhelm (von) Leibnitz (1646 -1716), surge

el calculo para el cual el método de coordenadas
es esencial, como también lo seria en la conquista
de las muchas dimensiones).

Cuando, ya de regreso en el siglo XXI, se pre-
sentan los argumentos que explican las técnicas
de la perspectiva con figuras interactivas o dinami-
cas, irrumpe en la escena un concepto que ha sido
fundamental en la historia mas reciente de las ma-
tematicas: los movimientos. Las computadoras ya
han realizado el sueno de ilustrar teoremas o cons-
trucciones geomeétricas con figuras que no son una
instancia (nica y estatica de ellos congelada en el
papel, sino que se mueven a voluntad en la pan-
talla y entonces, en principio, se puede transitar
por todas las instancias a las que se refieren. Estas
figuras dinamicas se acercan un poco mas a la ge-
neralidad que pretende un razonamiento geome-
trico, o lo ilustran mejor. Pero, como pronto vere-
mos, algo inesperado y sorprendente sucede con
las construcciones en las que se basa la perspecti-
va renacentista. No solo se mueve una figura geo-
métrica planay abstracta, sino que nuestro apara-
to perceptivo se involucra e interpreta mucho mas.



Se empecina en hacernos ver que algo se mueve en
el espacio. Nos obliga a sentir que todo un plano
se contorsiona, que gira de manera caprichosa a la
vez que se transforma internamente.

En el siglo XIX, las matematicas ampliaron enor-
memente sus miras y su abanico de objetos de in-
terés. Entre estos nuevos entes abstractos, desta-
can los grupos que se asocian al estudio de la si-
metria e inician el area que ahora conocemos co-
mo algebra moderna. Y entre ellos, destacan muy
en particular, los grupos de Lie' -los grupos que,
ademas de la simetria, traen incorporada a la con-
tinuidad- que son los que congregan o agrupan
-valga la redundancia- a estos movimientos geo-
métricos (los internos de un plano) a los que esta-
bamos acusando de irrumpir ruidosamente en la
escena.

En su famoso Programa de Erlangen, que data
de 1875, Christian Felix Klein (1849-1925) hace én-
fasis en que estos grupos de movimientos son los

LEL nombre es en honor a Marius Sophus Lie (1842 — 1899),
matematico Noruego que empez6 su estudio.

que le dan su caracter distintivo a las diversas geo-
metrias que, para ese entonces, ya se habian des-
cubiertoy estaban en vias de ser finalmente “acep-
tadas en sociedad”. Pero ademas, demuestra que
la geometria proyectiva que inicio Desargues —y,
ya en ese momento, habia logrado grandes avan-
ces tedricos— las acoge a todas; prueba que en su
seno caben modelos para todas ellas. Lo que dis-
tingue a una geometria de otra es qué subgrupo
de movimientos de la geometria proyectiva se de-
be considerar.

Darle sentido experimental y visual a esto que
acabamos de describir historicamente, es el obje-
tivo primordial de las primeras secciones de este
capitulo. En la primera, vemos las construcciones
que sustentan a las técnicas clasicas de la pers-
pectiva. En la segunda, nos enfocamos en los mo-
vimientos que surgen de estas construcciones por
el simple hecho de ser interactivas. Vemos que se
pueden considerar distintos tipos de movimientos,
que van desde los mas abstractos y abundantes
(los proyectivos); pasando por los de nuestro mun-
do cotidiano (los rigidos) para concluir con los de



la geometria hiperbolica: el ejemplo contundente
de geometria no euclidiana. Aprovechamos tam-
bién, porque se nos presentan los temas en distin-
tos momentos, para describir el contenido de los
capitulos siguientes.

Con ésta motivacion y experiencia visual, en la
Seccion 3 definimos formalmente al Espacio Desar-
guesiano. Empezamos a transitar por el camino
de la formalizacion matematica y concluimos con
dos construcciones dinamicas de perspectivas tri-
dimensionales para afianzar a estas ideas abstrac-
tas, que, ya en ese momento, estan en un terreno
comin a la técnica pictorica y a las matematicas.

En la Gltima seccion, presentamos los cuatro
axiomas de la geometria proyectiva con los que
trabajaremos el resto del libro —y que surgen de,
pero rompen con, los cinco postulados de Euclides.
Vemos que el Espacio Desarguesiano los cumple,
pero que también se abre la posibilidad a que ha-
ya otros ejemplos y a que se tengan que asumir
nuevos axiomas.

11.  Cuadriculas en perspectiva

Para los renacentistas, segln el libro de Alberti:

Pintar es el arte de plasmar en un lienzo
lo que ve -o deberia ver- el pintor ante
una escena real —o imaginaria.

Y para precisar qué va en cada punto del cuadro,
basta fijar la escena, el plano del lienzo y la posi-
cion precisa del ojo del pintor.

Este grabado de Durero, ilustra con claridad esta
intencion y una técnica para lograrlo (con un cua-
dro de dificil perspectiva) en la que se usan cuadri-
culas, tanto en el plano que a la larga sera el del
lienzo, como en el papel en el que el pintor esta
dibujando un primer boceto.
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Con escenas mas abiertas o imaginarias, que in-
cluyen personajes y objetos a distintas profundi-
dades, conviene usar otras técnicas. Para saber en
qué lugar del lienzo y con qué escala se debe di-
bujar algo en la escena, resulta muy Gtil aprender
a dibujar a las cuadriculas en perspectiva. Pues un
plano cuadriculado permite situar con precision a
cualquier objeto en él -usando el método que hizo
ilustre a Descartes: se fija a un cuadro como origen
0 “la base”, y se determina cuantos cuadrados en
cada una de las dos direcciones de la cuadricula
hay que moverse para llegar al punto deseado.

114, A partir de una loseta

Enfrentemos primero al “problema del pintor”.
Consiste en que un pintor nos entrega en un lienzo,
el dibujo -a ojo de buen pintor- de una de las lose-
tas cuadradas de un mosaico en el piso (la loseta
basica, lamémosla) y nos pregunta ;como dibujar
al resto del mosaico?

Escena 1. Un cuadrilatero dibujado en el lienzo,
o pantalla, consiste de cuatro segmentos que son

>

m $ K Q H A

sus lados. Hemos pintado de rojo a un par de la-
dos opuestosy de azul al otro par. Nos dan las dos
direcciones principales (o ejes) de la cuadricula.

Al trazar las lineas que corresponden a los la-
dos opuestos de la loseta basica, éstas se cortan
en dos nuevos puntos que hemos denotado H, de
“infinito horizontal” y V de “infinito vertical”. Y por
estos puntos hemos trazado una nueva linea que
llamaremos el horizonte de la loseta.

1.2

1.3



Esc:1Tbt

Una de las diagonales del cuadrangulo corta al
horizonte en un punto D, de “infinito diagonal”. Es-
tos tres puntos en el horizonte que hemos bautiza-
do “Infinito de Tal” son de los famosos “puntos de
fuga”. Y hay que remarcar que, como el horizonte,
dependen de -y ahora se pueden mover con- los
puntos de la loseta basica.

Pero de hecho:

cualquier punto de la linea al horizonte
es un punto de fuga.

Para verlo, hagamos un experimento mental de
esos que usaba Einstein. Supongamos que la lo-
seta basica es el dibujo de una loseta en un piso
infinito sobre el que estamos parados. Mandemos
a una pareja, agarrada de la manita, a caminar en
una direccion fija sobre el piso ;Qué vemos? Por
supuesto: que se hacen chiquitos. Ellos caminan
tan campantes sobre lineas paralelas en el piso,
pero en el lienzo tienden a convertirse en un punto
del horizonte; y ademas, cualquier otra linea para-
lela a las suyas se dibuja como linea que también

incide en ese punto (basta pensar en un tercer per-
sonaje viajando a su misma velocidad por esa otra
paralela: sus distancias “reales” se mantienen fijas,
pero en el lienzo se encogen). Entonces los haces
de lineas paralelas en el piso se ven (y por tanto
se deben dibujar) como haces concurrentes en un
punto de su linea horizonte; los puntos en ella co-
rresponden a distintas direcciones: son sus puntos
de fuga.

Escena 2. De este hecho se deduce un procedi-
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miento para extender el dibujo de la loseta basica
al de todo el mosaico, o cuadricula, que determina.

La linea diagonal de la siguiente loseta (en di-
reccion a H) tiene que ser la linea que va al infinito
diagonal, D, partiendo de la esquina inferior (y en
direccion a H) de la loseta basica.

Esto nos da al vértice superior de la loseta si-
guiente.

Desde ahi debe dibujarse la siguiente linea ver-
tical (a V); y entonces, su interseccion con la otra
diagonal es un nuevo punto desde el cual pode-
mos trazar al otro infinito, el horizontal, H... y esto
nos produce un nuevo punto para iterar el proceso.

Se puede seguir asi, en escalerita, trazando li-
neas hacia V'y hacia H desde puntos que se alter-
nan en las dos diagonales hasta donde sea nece-
sario.

E inclusive, la técnica de la escalerita se pue-
de implementar para extender la cuadricula hacia
atras. O bien, se puede trazar la otra diagonal de la
loseta (en verde) para que sus intersecciones con
lineas azules o rojas que ya tenemos, nos den pun-
tos de donde trazar al otro infinito.

;Ahora si! Es importante que el lector se invo-
lucre y juegue con la figura dinamica para percibir
aquello que deciamos en la introduccion sobre los
movimientos. Los cuatro puntos iniciales son va-
riables (se distinguen por estar pintados con cir-
culitos mas que con bolitas sélidas) y todo lo de-
mas de la construccion (lineas, segmentos y pun-
tos) depende de ellos, de su posicion. Muévalos
con el dedo o el raton; basta seleccionarlosy arras-
trarlos.



2.6

En la parte inferior de la ventana interactiva apa-
recen, a ambos lados del “Seleccionador” de objetos,
controles para “Mover” y “Amplificar/Reducir” a toda la
construccion. Ademas, se puede ampliar la imagen pa-
ra abarcar toda la pantalla pulsando al icono corres-
pondiente en la esquina inferior derecha; y, pulsando el
icono de “Retorno”, se puede regresar a la posicion ini-
cial -la que escogieron los autores- en cualquier mo-
mento.

Llamemosa la posicioninicial “elandamio cons-
tructivo de un piso”. Es importante que el lector
mueva la construccion para que esta se convierta
en el andamio constructivo de:

a) un techo;

b) una fachada (haciendo paralelos y verticales a
dos de los lados opuestos), y pasar de la vista de
ella en nuestro lado izquierdo a la vista de la fa-
chada en el lado derecho moviendo tan solo a uno
de los puntos libres, y en particular

¢) una cuadricula euclidiana (haciendo en lo posi-
ble paralelos a ambos pares de lados opuestosy a
estos, ortogonales).

Ademas de mover la construccion, también se

10

puede trabajar con ella. En éste su Gltimo paso,
anadimos el trazo de otras dos diagonales ver-
des, que pasan puntualmente por los puntos del
timbiriche que les corresponde y concurren en el
otro “infinito diagonal”, D’ -la cuarteta de puntos
V,D,H, D’ en el horizonte cobrara, a la larga, una
importancia enorme pues es lo que llamaremos
una “cuarteta armonica”. Y ademas, también he-
mos dibujado tres lineas turquesa con pendiente
2: 1 (para que se vea que efectivamente concurren



en el horizonte como argumentamos a la Einstein).

Este es un buen momento para que el lector ex-
perimente con otros conjuntos de lineas parale-
las (o con la misma pendiente, por ejemplo 1 : 2
0 3: 1), para lo cual debe familiarizarse con las
posibilidades de ProGeo3D.

Para trabajar con la construccion, hay que ampliarla
y luego pulsar el icono de “Trabajo”, arriba a la derecha.
En ese momento, entran los ments de herramientas de
ProGeo3D y conviene empezar experimentando con los
de “Deshacer” y “Rehacer” (abajo a la derecha) que tie-
nen el niimero de la instruccion en medio de ellos (ésta
construccién consta de 67 instrucciones).

Al pulsar “Deshacer” repetidamente, se viaja hacia
atras en la construccion y se vera que consta alterna-
damente de definir puntos como interseccion de rectas
(con la herramienta “Interseccion”) y trazo de lineas (con
la herramienta “Punto/Recta”) usando distintos colores
y tamanos, casi hasta el principio, en el que también se
usan las herramientas “Plano/Triangulo” con la que se
colorea un triangulo, y “Segmento” que dibuja al seg-
mento en vez de a la linea por dos puntos.

Se puede reconstruir paso a paso a la construccion,
pulsando “Rehacer’, o retornar de golpe al final con “Re-

1

torno” dentro de la ventana.

Al activar la herramienta “Interseccion” y hacer click
cerca de uno de tantos cruces de lineas con que nos pro-
vee la cuadricula, se define un nuevo punto. O también
se puede definir seleccionando a un par de lineas: se
baja al ratén en una, se arrastra y se levanta en la otra.

Con la herramienta “Punto/Recta” se definen puntos
libres con un click rapido en una zona donde no haya
otros objetos; porque si se hace sobre una linea, el pro-
grama restringe al nuevo punto a vivir en ella y si se
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hace cerca de una interseccion, presupone que es ese el
punto que se quiere definir. Asi que para trazar una li-
nea, se deben seleccionar dos puntos (se baja el raton
en uno, se arrastra al otro y se levanta ahi) y si los pun-
tos no estaban previamente definidos, en un sélo gesto
se efectuan tres instrucciones. Juegue con esto y observe
que lineas “paralelas en el piso” se dibujan como con-
currentes en el horizonte.

Toda la construccion se mueve siguiendo el mo-
vimiento de uno de los puntos libresy, como decia-
mos en la introduccion al capitulo, sentimos que
un plano se bambolea en el espacio a la vez que la
cuadricula dibujada en él se deforma. Y no es facil
o evidente discernir cual es cual.

Tampoco es facil controlarlo, pues no es obvio o
intuitivo predecir qué pasara con la imagen; sen-
timos cierta torpeza pues aunque tengamos cla-
ro hacia qué tipo de loseta queremos llegar (por
ejemplo, para hacer un techo), solo podemos mo-
ver un punto a la vez.

De hecho, nos estamos moviendo en un espa-
cio (de imagenes) de dimension 8. Pues son ocho
los grados de libertad —dos por cada punto libre en
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la pantalla- que se tienen para moverse dentro de
estas figuras (o grupo de movimientos). Pero ahi,
solo se nos permite movernos en direcciones muy
rigidas, sin fluidez, como si en un plano se nos res-
tringiera a movimientos horizontales o verticales y
en tramos muy grandes; en esas condiciones, po-
driamos trazar solo escaleras y garabatos incohe-
rentes llenos de esquinas rectas.

Sin embargo, aunque los movimientos de las
figuras dificilmente correspondan a una vivencia
real, es innegable que nuestro cerebro nos ha-
ce sentir tridimensionalidad; interpreta -y quiere
que veamos- que un plano cuadriculado se mueve
en el espacio. Conmueve su terquedad implantada
por la evolucion: a la menor provocacion de efec-
to de espacialidad mas que vil planaridad, nos lo
hace sentir: vemos a un plano girando torpemente
en el espacio.

Por altimo, debemos senalar las sugestivas
coincidencias que se producen. Que tres lineas
sean concurrentes, es decir, que pasen por el mis-
mo punto, es muy, muy raro. Y en estas cuadriculas
con unas cuantas linea mas, se dan por montones.
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11.2.  Con horizonte fijo

Para ganar control sobre los movimientos, va-
mos a cambiar a uno de los cuatro puntos varia-
bles de la loseta basica por su horizonte.

Escena 3. Consideremos una linea (controlada por
dos puntos, pero dejémosla fija): asumira el papel
de horizonte. Para determinar como se ve una cua-
dricula en el piso, nos basta ahora con tres de los
puntos de la loseta basica. Uno de ellos ya es una
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esquinay jugara el papel de origen de dos vectores
0 segmentos dirigidos.

Las lineas del origen a los otros dos vértices,
cortan al horizonte en los puntos Hy V que, como
antes, seran los puntos de fuga de las dos direc-
ciones basicas de la cuadricula.

De ellos, podemos trazar lineas al otro punto
(asi se deben dibujar en el lienzo esas rectas que
son paralelas en el piso), y su interseccion nos da
al cuarto vertice de la loseta basica.

De aqui, para extender la cuadricula hasta el
tamano deseado procedemos como antes: encon-
trando al “infinito diagonal” D; trazando otra dia-
gonal a él, ... y luego dibujando lineas alternada-
mente a Hy V en escalerita.

Ahora, se distinguen con claridad los movimien-
tos internos del plano (cambios en la cuadricula),
de lo que nuestro cerebro interpreta como movi-
mientos del plano como un todo en el espacio.

Para ver a los primeros, hay que mover a los
puntos libres (con seis grados de libertad). Y pa-
ra ver los segundos hay que mover al horizonte
(que absorbe los otros dos grados de libertad ori-

3.2

3.3

3.4

3.5



ginales): sentimos entonces que, siguiendo a esa
linea, se mueve un plano en el espacio; aunque su
cuadricula también se deforma internamente pues
cambia la posicion relativa de sus puntos basicos
-se incomoda nuestra intuicion del mundo real ya
que, a diferencia de lo que vemos cotidianamente,
el plano no parece moverse de manera rigida.
Vale la penavolver a llevar la construccion a que
parezca una fachada vertical (hay que hacer verti-
cal al horizonte y a una de las direcciones basicas)
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y entonces, moviendo a uno solo de los puntos li-
bres, se puede experimentar con la altura relativa
del observador (desde qué piso se esta viendo al
edificio).

Lo que no se puede lograr es que la cuadri-
cula se haga euclidiana, como parece poderse en
la construccion anterior. Pues ahora el horizonte
siempre esta en la pantalla (o cerca de ella si acaso
se le expulsa con el efecto “zoom” o “lupa”), mien-
tras que antes se le podia mandar muy lejos y has-
ta hacerlo cambiar de lado al mover a la loseta.

11.3. Las recetas de Alberti

Esta Gltima construccion es muy cercana a las
recetas para pintar con buena perspectiva que pro-
ponia Alberti en Della Pittura. El decia que lo pri-
mero que hay que hacer para preparar un cuadro,
es trazar en el lienzo una linea “horizontal a la al-
tura de los ojos” (que es la que hemos llamado ho-
rizonte) y luego, dibujar bajo ella a una cuadricula
en perspectiva (que llamaba pavimento) para de-
terminar la profundidad.

Esc:3Thbt
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Escena 4. En nuestro caso, se logra poniendo tam-
bién horizontal la direccion al punto H (entonces
H sale de la pantallay se va, literalmente, al infini-
to) y situando a V en el centro del horizonte, jus-
to frente al ojo tedrico del pintor-lector. Con base
en esta cuadricula, ya se pueden deducir geomé-
tricamente a las escalas que se deben usar para las
distintas profundidades en la escena. Por supues-
to, esta preparacion del lienzo casi nunca apare-
ce en la version final del cuadro; es auxiliar para
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la composicion, por lo cual la hemos llamando un
andamio constructivo.
Escena 5. Sin embargo, hay pinturas famosas co-
mo La escuela de Atenas de Rafael, pintada entre
1509 y 1511 en una pared del Vaticano, en las que
el cuadro mismo se aproxima mucho a la receta de
Alberti.

El punto de fuga principal esta justo entre Pla-
ton y Aristoteles en el centro de la composicion. Es
interesante observar el bail sobre el que trabaja

Esc:4Tht
5.1
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Heraclito, tiene lineas que no estan en las direc-
ciones principales de la arquitectura y parece es-
tar ahi como un guino de Rafael a perspectivas mas
complicadas. Hemos anadido a varias rectas movi-
bles para jugar con lineas sobre este cuadro.

En el mundo real no hay lineas. Hay aristas que
sugieren segmentos y estos, a su vez, sugieren su
continuacion abstracta como lineas. Analogamen-
te, cada porcion de plano en una escena (por ejem-
plo, una pared, un piso, un escalon, un techo o
una puerta entreabierta) genera a un plano -su
continuacion en todas sus direcciones, abstracta e
infinita- y como tal define su linea horizonte en el
lienzo. Es donde intersecta a éste altimo, el plano
paralelo que pasa por el ojo del pintor; justo ahi
donde veriamos que se “acaba el plano” si en reali-
dad fuera infinito, ya que al girar la vista un po-
quitito mas dejariamos de verlo pues el rayo “de
atencion” que sale de nuestro ojo ya no le pega.

Mas aln, el punto de fuga de cualquier linea (y
volvemos a insistir, no es que haya lineas en la es-
cena real pero si hay muchos segmentos que gene-
ran, cada uno, su linea abstracta) es donde inter-

16

secta al lienzo la linea paralela (y también abstrac-
ta) trazada por el ojo; ahi donde estariamos enfo-
cando al infinito (hipotético) de la linea —justo ahi
donde debemos voltear cuando se nos senala una
estrella: el indice y el ojo del que senala definen
una linea, pretende que enfoquemos y pongamos
atencion en la direccion paralela.

Asi, el horizonte que traza Alberti es la linea co-
rrecta (horizontal y a la altura de los 0jos). Es la
linea horizonte del plano que define el piso, pero
también lo es del techo y de cualquier otra porcion
de plano horizontal que aparezca en la escena -
una mesa o un baul, por ejemplo. Y el centro de esa
linea (donde habiamos puesto nuestro punto V) es
el punto de fuga de todas las lineas perpendicula-
res al lienzo (las de la direccion de la profundidad)
cuando suponemos que el lienzo es vertical y que
el ojo del pintor esta frente al centro del cuadro.

En el grabado atribuido a Alberti que reproduci-
mos aqui, se muestra que tenian claro, al menos él
y su maestro Brunelleschi, como es que las lineas
paralelas (de las puertas y ventanas entreabiertas)
deben dibujarse convergiendo a puntos de la linea



horizonte que comparten el piso (del cuarto) y el
techo, y que al pasar por los ojos de dos perso-
najes implica que el pintor esta a su altura. Pero
ademas, también sabian como se deben trazar los
circulos y podian deducir proporciones visuales de
personajes no verticales.

Sin embargo, hay un error de perspectiva: el pi-
so que se ve tras dos de las puertas entreabiertas
debia de concluir a la altura de los ojos de los per-
sonajes, pues es el horizonte. Y que el horizonte se
vea a la altura de las rodillas del personaje en la
puerta del fondo, implica que el piso del cuarto es-
ta inclinado hacia el espectador y eso nos da una
sensacion de incomodidad -algo esta mal.

-
|
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1.2. Movimientos

Dejando de lado a la perspectiva, concentrémo-
nos en ésta seccion en los movimientos.

Si el lector hizo su tarea, al mover las escenas
anteriores deambulamos ya dentro de dos grupos
de Lie.

En la primera construccion, que depende de
cuatro puntos libres (la loseta basica), viajamos
por los llamados movimientos proyectivos o pro-
yectividades que tienen dimension 8.

En la siguiente escena, con el horizonte fijo,
deambulamos por su subgrupo de movimientos
afines o afinidades, que tiene dimension 6. Se pue-
den pensar a éstos como movimientos de un plano
euclidiano vistos, o dibujados, en perspectiva.

Veremos ahora que este Gltimo grupo se puede
descomponer en dos, y uno de ellos ya muy cer-
ca de nuestra experiencia cotidiana que es la que
educa a nuestro aparato perceptivo para intuir tri-
dimensionalidad.



6.1

1.24. Traslaciones y transformaciones li-

neales

Escena 6. En esta construccion, al mover al pun-
to O vemos que se traslada un rectangulo dentro
de un plano horizontal visto en perspectiva; nos
movemos ahora dentro del grupo de traslaciones
del plano que tiene dimension 2 (esta controlado
por un punto en el plano). Y este grupo si que esta
registrado en nuestra experiencia visual, y desde
nuestra mas tierna infancia; piénsese, por ejemplo,
en empujar un libro sobre una mesa: asi se ve.
Por otro lado, al mover los puntos rojo y azul en
la esquinainferiorizquierda, se deforma la geome-
tria del rectangulo -que, mas precisamente, es un
paralelogramo-, y siguiéndolo a él cambia la geo-
metria de todo el plano. Tenemos 4 grados de li-
bertad y, pensando que el punto O es el origen
del plano, este grupo de movimientos es conocido
como las transformaciones lineales. Estas fueron
extensamente estudiadas en el siglo XIX y, en su
version general con coordenadas, son una de las
piedras de toque de la matematica actual.
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Asi que las transformaciones afines (las de la es-
cena anterior) son las lineales compuestas con las
traslaciones, pues lo Gnico que hemos cambiado
es la manera de controlar estos movimientos, de
deambular en ellos.

:Como se logra esta construccion?

El punto clave es que con el horizonte fijo, pode-
mos trasladar. Los segmentos dirigidos (o vectores
abstractos en la esquina inferior izquierda) que ri-
gen la geometria del plano se pueden trasladar a

6.2
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cualquier punto O, pues, como ya vimos,

las paralelas del piso se dibujan como
lineas que concurren en el horizonte.

Asi que se traza la linea del “origen abstracto” a O
y del punto de fuga de esta linea, o direccion, se
trazan lineas a los extremos de los dos vectores.
La direccion de los vectores trasladados se obtie-
ne, de nuevo, de sus dos puntos de fuga en el ho-
rizonte, y entonces, los puntos de interseccion co-
rrespondientes nos dan los extremos de los vecto-
res trasladados.

Ya tenemos los tres puntos de la loseta basicay
el horizonte, asi que de aqui en adelante se traza
la cuadricula en escalerita como antes.

Finalmente, se trazaron segmentos en vez de las
lineas del andamio constructivo y se ocultaron los
colores de las construcciones auxiliares, para dar
la sensacion de movimientos reales con las tras-
laciones. (En el menu de colores, los colores que tie-
nen tache estan ocultos y se les puede pintar, u ocultar,
volviendo a pulsar el color correspondiente -y teniendo
activa la herramienta “explorar”.)
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EJERCICIO. Para obtener los movimientos afines, dados
portraslacionesytransformaciones lineales en el plano
euclidiano clasico (no visto en perspectiva): a partir del
paso 6 de la construccion anterior, en el que ya estan
definidos los dos vectores abstractos y el origen O, se
puede copiar paso a paso la construccion usando la
herramienta “Paralelas” para trazar las lineas definidas
por un punto en el horizonte. Es decir, con el horizonte
en el infinito. Hazlo. Quiza ayude ver el ejemplo de los
movimientos rigidos que hacemos a continuacion.



1.2.2. Movimientos rigidos

(v lo que viene)

Los movimientos que nutren nuestra basta ex-
periencia geométrico-espacial, son los rigidos:
que no cambian distancias entre puntos.

Mover cualquier objeto involucra a uno de ellos.
Pues todos sus puntos pasan de un lugar a otro
en el espacio, y lo comin en el mundo real es que
en los solidos que manipulamos no se alteren las
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distancias entre sus puntos o componentes.

A sus analogos abstractos en el plano también
se les llama movimientos rigidos. Las traslaciones
son un ejemplo que ya vimos y el otro ejemplo ba-
sico son las rotaciones: fijar un punto (que trabaje
como tachuela) y girar al plano a su alrededor un
cierto angulo. Mover, por ejemplo, a un libro sobre
una mesa, involucra a ambos tipos de movimien-
tos. Y mas aln, cualquier movimiento rigido en el
plano -o su efecto final, mejor dicho- queda espe-
cificado con estos dos datos (angulo de rotaciony
vector de traslacion)?.

Escena 7. En esta escena, los movimientos rigidos
en el plano euclidiano de la pantalla estan contro-
lados por un punto libre, O, que da las traslacio-
nes y un punto P en un circulo que determina a
las rotaciones. Ademas, tenemos otro control, H,
restringido a vivir en una linea que controla el ta-
mano; al incluirlo, nos expandemos al grupo de se-
mejanzas.

2Donde -hay que especificar para los que saben- estamos
suponiendo que los movimientos preservan orientacion.
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La direccion que determina P se pasa a la linea
roja por O con la herramienta de trazo de para-
lelas. Y se obtiene su ortogonal azul con la herra-
mienta de trazo de perpendiculares.

El circulo con centro en O y radio el segmento
que determina H, da por interseccion los dos pun-
tos que definen a los vectores base.

Con paralelas, se encuentra al cuadrado basico
(o loseta), ... cuya diagonal y una paralela dan los
carriles... para la construccion en escalerita, ... que,
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finalmente, se presenta por segmentos.

Veremos ahora que también se pueden cons-
truir los movimientos rigidos vistos en perspectiva.
Pero para lograrlo hay mucho trabajo por hacer. De
hecho, ésta es la construccion mas largay delicada
de todo el libro y la aprovechamos para describir
y motivar el trabajo tedrico que implicay que es el
que abordamos en los siguientes capitulos.
Escena 8. En esta escena se deambula en el gru-
po de los movimientos rigidos de un planoy en el

P K Q@ DAY
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de sus semejanzas, pero ahora visto en perspecti-
va. Se controlan los movimientos rigidos con dos
puntos como en la escena anterior: uno llamado
O (y negro) que da las traslaciones de un cuadra-
do, y otro, P (rojo en la esquina inferior izquierda),
que hace girar una linea alrededor de un punto fi-
joy con ello, controla a una rotacion alrededor de
O.Juegue con ellos: corresponde esta imagen abs-
tracta a nuestras vivencias visuales de movimien-
tos sobre un plano.

Hay un tercer punto de control, el gris, que se
mueve en una linea horizontal y actiia como homo-
tesia, es decir, “zoom” o amplificacion-disminucion
alrededor de O. Visto en perspectiva, tiene el efec-
to de hacernos sentir que el cuadrado se acerca
o se aleja paralelo a si mismo y con el punto O
en trayectoria directa a nosotros (al 0jo). Esta es
la interpretacion visual mas plausible conforme a
nuestra experiencia perceptiva del mundo real. Pe-
ro también se puede interpretar a este movimiento
como algo que sucede dentro del mismo plano: el
cuadrado crece o decrece (y hoy dia, también nos
es familiar por la manipulacion de fotografias en
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los teléfonos celulares). Es en éste dltimo sentido
que lo llamamos homotesia y amplia el grupo de
movimientos rigidos al de las semejanzas.

El final de esta construccion es como antes: a
partir de dos vectores y un horizonte se extiende
una cuadricula en escalerita. Lo dificil es construir
esos dos vectores para que se muevan como se ve-
rian dos vectores perpendiculares girando rigida-
mente en el piso (manteniendo fijo su tamafioy su
angulo como en la construccion anterior).

P K Q@ DAY

8.2



8.3

El giro de un vector de tamano fijo en un plano,
produce un circulo y éste se ve como una elipse.

Si: nuestro mundo visual esta lleno de elipses.
Los platos, las tazas, las ruedas de los coches, etc.
Aunque sepamos que son circulos, lo que vemos
son elipses. Levante la vista: casi seguro hay elip-
ses en su entorno, y si no, vaya por un vaso de agua
y observe con un ojo cerrado su boca en distintos
angulos. Lo que ve son elipses.

El meollo de esta construccion es trazar la elip-
se que veriamos si un cuadrado y el circulo que
pasa por sus vértices estan en el piso, pero el pin-
tor nos entrega nada mas el dibujo del cuadrado,
es decir, los cuatro puntos de una loseta basica (en
rosa). (Llévese a O cerca del horizonte para apre-
ciar sin intromisiones a la elipse basica, y juegue
con su dependencia organica de los cuatro puntos
de la loseta; observe ademas, que al horizonte lo
determina como en los primeros pasos de la pri-
mera construccion de una cuadricula.)

Para ver que la geometria de la cuadricula es-
ta gobernada por la loseta, regrese a O de su exi-
lio (de estar cerca del horizonte) y llévelo justo al
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centro de la loseta; ajuste el tamafio (con H) pa-
ra que algln vértice caiga en la elipse, y luego gire
(con P). Hay un momento —o mejor dicho, cuatro—-
en que coinciden el cuadrado y la loseta. Los cua-
tro vértices recorren la elipse como si la loseta (y
ahora el cuadrado cuadriculado) girara en el piso
(o en el plano que determina la loseta si ya no lo
tiene horizontal). Al mover los vértices rosas que
controlan la loseta, se mueve el plano como en la
primera construccion; pero ahora tenemos que en
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8.4

cada instancia hay, bien definida, una nocion de
rotaciones (para verlas, quiza convenga reajustar
a O ya H para que el origen, O, regrese al centro
de la loseta y un vértice de la cuadricula retorne a
la elipse basica).

Resulta que con los cuatro vértices de la loseta
se define una elipse (nica y mas aiin, que ésta se
puede trazar usando Unicamente a las herramien-
tas de incidencia (trazo de lineas e interseccion de
ellas). Esto lo veremos y demostraremos con cui-
dado en los siguientes capitulos:

En el Capitulo 2 se define el concepto de armo-
nia para cuartetas de puntos colineales -asi co-
mo de lineas concurrentes- y se demuestran sus
propiedades basicas. Con base en ello se definen
las reflexiones armonicas que seran el fundamento
para entender y construir formalmente a los gru-
pos de movimientos con los que ahora estamos
trabajando experimentalmente.

En el Capitulo 3, se define a la curva de armoénia
de cuatro puntos como el lugar geométrico de los
puntos en el plano que los ven como cuarteta ar-
monica y de las cuales, ésta elipse rosa asociada
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a la loseta es un ejemplo. Vienen con la nocion de
lineas tangentes integrada (hemos trazado, en na-
ranja, a las de la loseta basica). Luego se define el
concepto mas general de curva armonicay se de-
muestra el Teorema de Polaridad que las caracteri-
za por la enorme simetria proyectiva que ostentan.
Esta manera de tratar y definir a las clasicas curvas
conicas es inédita.

En el Capitulo 4 se ve como la simetria de las
curvas armonicas conduce a la descripcion Kleinia-
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8.6

na de las diversas geometrias planas dentro de la
geometria proyectiva de una manera mucho mas
precisa y formal de lo que lo estamos haciendo
ahora. Y en particular se ve la nocion de perpendi-
cularidad a la que dan lugar una curva armonica y
un horizonte lejos de ella.

Esta nocion de perpendicularidad es la que se
usa en la construccion para encontrar una base or-
togonal de vectores centrada en la elipse y compa-
tible con su geometria (en esta parte de la cons-
truccion también esta incluida la influencia del
factor de crecimiento H como una traslacion). Asi,
se obtienen dos puntos que, con el centro de la lo-
seta forman la base que se traslada a O para pro-
ceder con la construccion de la cuadricula como
siempre.

En términos constructivos, en la escena ante-
rior de movimientos rigidos en el Plano Euclidiano,
se utilizaron las herramientas de trazo de circulos,
de paralelasy de perpendiculares. La construccion
actual se logra, en principio, con solo dos herra-
mientas: la de trazo de lineas y la de interseccion;
las llamadas herramientas de incidencia. Sin em-
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bargo, se obtiene algo mucho mas general que in-
cluye a la construccion anterior cuando la loseta
basica es un cuadrado: observe ésto experimen-
talmente.

Para las construcciones geometricas clasicas -a
la griega— se usaba el calificativo con regla y com-
pas que especificaba a esas dos herramientas. El
compas se hace cargo de trazar circulos y de lle-
var distancias a otros lugares; la regla se usa para
trazar lineas por dos puntos. Cuando con estas dos
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herramientas se logra una construccion (como por
ejemplo, el trazo de una paralela, o una perpendi-
cular, por un punto dado), se le puede incorporar
como herramienta que ahorra tiempo y pasos, sin
que se pierda la esencia de seguir siendo con regla
y compas. En este espiritu, la primera construccion
de movimientos rigidos (que llamamos euclidiana)
es una construccion con reglay compas en su sen-
tido mas clasico. Para la segunda (en perspectiva)
no se uso nunca al compas. Es solo con regla ...
aunque, dicho asi, hay que precisar.

Al implementar en computadora a las construc-
ciones clasicas, hay que incorporar una nueva he-
rramienta de interseccion que da puntos a partir de
dos lineas (u otros objetos mas complicados como
las curvas de armonia). Los griegos obviaban es-
to como herramienta: ahi estaba el punto de inter-
seccion; saltaba a la vista. Pero a las computadoras
hay que senalarselos con cuidado y precision: jmi-
ralo!; notalo e incorporalo a tu base de datos. Para
todas nuestras construcciones esta es una herra-
mienta basica. Veremos, en la Gltima seccion de es-
te capitulo, como esta herramienta de interseccion
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de lineas cobra una gran importancia para la geo-
metria proyectiva, de alguna manera, se incorpora
como axioma.

Observemos, para concluir ésta seccion, que si
no cambiamos de escala, el grupo de movimien-
tos rigidos es de dimension 3: dos grados de liber-
tad por las traslaciones y uno mas por las rotacio-
nes. Ademas, para cada punto tenemos un subgru-
po de estos movimientos llamado su estabilizador:
las rotaciones con ese punto como centro y que se
puede pensar como un circulo de movimientos. Por
supuesto, y como ya hemos indicado, al incluir a
las homotesias (0 zooms), el grupo crece a uno de
dimension 4: el de las llamadas semejanzas.

1.2.3.  Movimientos hiperbolicos

El meollo de la construccion de los movimientos
rigidos en perspectiva, es usar a la curva de armo-
nia de una cuarteta de puntos (la elipse rosa). Re-
sulta que una misma curva se puede expresar asi
para muchas cuartetas. Es en este sentido, ya sin
una cuarteta fija de puntos que la defina, que la
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llamamos curva armonica. El ejemplo emblemati-
co es un circulo y es el que vamos a utilizar ahora
para dar una construccion capaz de recorrer a to-
das las posibles cuartetas de puntos que definen
al circulo como curva de armonia.

Al transitar por sus posibilidades dinamicas,

también se puede pensar a esta construccion co-
mo la de un grupo de movimientos proyectivos: los
que dejan en su lugar al circulo. Es el grupo que
Felix Klein distinguio como el de movimientos hi-
perbolicos y argumentaremos brevemente por qué
da lugar a una geometria no euclidiana.
Escena 9. Necesitamos usar herramientas eucli-
dianas (i.e., al compas). Primero, para trazar un
circulo con centro en el punto gris que pronto ocul-
taremos.

Ademas de este circulo que se mantendra fijoy
al que conviene referirse por un nombre, € llamé-
moslo, sean O un punto en el interior del circulo
y P un punto en él (esto se puede escribir P € €,
para leérse “P en €"). Estos son los datos iniciales.
Tenemos entonces 3 grados de libertad -dos que
da O y uno mas de P- con las mismas caracteristi-
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cas locales que en la construccion de movimientos
rigidos, notese.

La linea OP corta a € en otro punto ademas de
P. Trazamos las tangentes al circulo en estos dos
puntos, usando a la herramienta de trazo de lineas
perpendiculares. (Este es nuestro Gltimo uso de las
herramientas euclidianas; a partir de aqui ya so6lo
usaremos las de incidencia.) La interseccion de las
dos tangentes da un punto Q afuera del circulo 6.

La linea OQ corta al circulo en dos nuevos pun-
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9.5

9.6

tos, que junto con los dos que ya teniamos definen
un cuadrilatero (en rojo) inscrito en €’; pero mas
que eso, es lo que llamaremos una cuarteta armo-
nicaen % en el sentido de que la curva de armonia
que define es precisamente 6.

Resulta entonces -y en su momento quedara
demostrado- que el horizonte del cuadrilatero ro-
jo contiene a Q.

Podriamos extender la cuadricula de esta lose-
ta, pero ahora nos interesa ver qué pasa adentro
del circulo mas que lo que sucede afuera.

Para ello, trazamos desde los dos puntos basi-
cos en el horizonte, lineas a O, y obtenemos otros
cuatro puntos en el circulo € con su correspon-
diente cuadrilatero (azul).

El resto de la construccion consta de trazar seg-
mentos del octagono que tenemos definido en el
circulo €,y un par de tangentes mas (en amarillo)
-pero ahora ya las podemos trazar por incidencia:
usando al punto que, de los cuatro que hay, se sen-
tia solito en el horizonte (quiza haya que mover a
P en el paso anterior para encontrarlo).

Disfrute por un momento de estos movimientos
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pues hay algo organico en ellos; no nos son total-
mente ajenos o nuevos, nuestro aparato percepti-
vo intenta darles sentido... producen sensacion de
déja-vuy hay quien dice sentir tridimensionalidad.

Se puede mover a O por todo el interior del
circulo (al que llamaremos el disco en el entendido
de que es abierto, de que no incluye a los puntos
de su limite €6). Aunque nos interesan los movi-
mientos del disco en si mismo, hay que notar que
O acarrea consigo no soélo al disco, sino a todo el



plano (a toda la pantalla y mas alla), pero siempre
partido nitidamente en tres pedazos: lo de afuera,
el disco y lo que los separa, su frontera comin, el
circulo 6.

Si ahora movemos a P, todo gira agradable y
coordinadamente alrededor de O -donde quiera
del disco que éste. (Es bonito animarlo al seleccio-
nar a P y oprimir el botén de “play’, para que P de la
vuelta a lo largo de su carril que es el circulo €) ; y
este giro, visto afuera del disco se describe mejor
como “empujar” o “trasladar” a lo largo del hori-
zonte. Observe que entre mas cerca del centro del
disco esté O, el horizonte se aleja, y estas rota-
ciones se van pareciendo mas a las euclidianas. Y
ademas, en el centro coinciden, son justo las ro-
taciones euclidianas. Ahi también (O en el centro
de %), los tres cuadrilateros -dos inscritos y uno
circunscrito- se cuadran (se vuelven cuadrados).

Lo que queremos resaltar es la enorme similitud
de este grupo de movimientos con los movimien-
tos rigidos (euclidianos) de la escena anterior (sin
considerar las homotesias). No solo por las tres di-
mensiones que tienen ambos grupos, sino por co-
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mo se obtienen éstas. Un punto (O en ambas esce-
nas) se mueve con dos grados de libertad en lo que
podemos llamar un plano, arrastrandolo consigo;
y al dejarlo fijo en cualquier lugar, el otro punto de
control, P, hace que todo gire a su alrededor.

Este es el grupo de movimientos hiperbolicos. Se
[lama asi porque son los movimientos rigidos (que
preservan distancia) del plano hiperbélico:

Si consideramos al disco (recuérdese, el interior
del circulo sin incluirlo) como los puntos, a los seg-



mentos de recta que lo cortan como las lineas y a
todo esto como un plano geométrico en si mismo,
llamado el plano hiperbélico (o Plano Kleiniano);
se cumple que por cada par de puntos pasa una
nica linea, el axioma basico de la geometria des-
de Euclides. Lo que no cumple este plano es el
Axioma de las Paralelas: en el plano hiperbélico
por un punto fuera de una linea pasa una infinidad
de lineas que no la tocan y no una Unica que es lo
que estipula el quinto postulado de Euclides. To-
mese como ejemplo a una de las lineas rojas: por
O estan dibujadas 3 lineas que no la tocan.
Usando al grupo de movimientos podriamos, en
principio, definir distancias en el plano hiperbolico
como lo hacemos en el mundo real. Pues si decre-
tamos que dos puntos son la vara de medir, que
estan a distancia 1 —-para fijar ideas, digamos que
son O y el primer punto de interseccion en la li-
nea naranja hacia P-, podemos mover a esta vara
a cualquier lugar para medir ahi con ella.
Ademas, también podemos medir angulos:
puesto que en el centro del disco las rotaciones
corresponden a las euclidianas, a dos lineas que
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se corten las podemos llevar ahi para medir su an-
gulo. En particular, los pares de rectas perpendi-
culares son exactamente las que vemos resaltadas
(en naranjay verde, cruzandose en O)y sus puntos
limites corresponden a las cuartetas armonicas en
el circulo limite 6 (repetimos: las cuartetas que lo
tienen como su curva de armonia).

El primero que hizo el trabajo para obtener for-
mulas explicitas para estas distancias y angulos
usando coordenadas, fue el matematico italiano
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Eugenio Beltrami (1835-1900). Se encontraban asi,
modelos analiticos (es decir, dados por medio de
coordenadas y formulas explicitas) de una geome-
tria no euclidiana.

Sin embargo, ésta geometria ya se habia empe-
zado a estudiar en abstracto como sistema axio-
matico, o como geometria sintética, en la mejor
tradicion de Euclides. En este terreno, hay que des-
tacar los trabajos independientes y casi simulta-
neos de Janos Bolyai (hungaro: 1802-1860) y Niko-
lai Ivanovich Lobachevsky (ruso: 1792-1856). Pero
en la comunidad matematica se seguia dudando
de la pertinencia de sus estudios, de la existen-
cia de esta geometria, pues contradecia al postula-
do de las paralelas. iNo correspondia a la realidad!
Pontificaban.

Con éste modelo de Beltrami, y otros que vi-
ven dentro de la geometria euclidiana -la geome-
tria oficial, podriamos decir-, se saldaba una dis-
cusion filosofica profunda, apasionada y larga so-
bre la posibilidad de geometrias donde el postu-
lado de las paralelas no fuera valido: jsi existian
esas geometrias no euclidianas! Acabamos de mo-
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vernos dentro de una de ellas.

De manera independiente y casi simultanea al
trabajo de Beltrami, Felix Klein en su programa de
Erlangen que ya mencionamos, también propone
este modelo del plano hiperbélico, haciendo én-
fasis en que vive dentro del plano proyectivo (o
Plano Desarguesiano, que pronto definiremos)y en
que el grupo de movimientos es una pieza de in-
formacion fundamental (equivalente, o casi, a dar
la métrica, como ya lo intentamos argumentar con
varitas de medir). Por esta razon, a este modelo se
le conoce como modelo de Beltrami-Klein, o mo-
delo proyectivo y a veces se usa solo el nombre de
Klein para él.

Pero hay otros modelos del plano hiperbolico;
y cabe destacar al de Poincaré® porque es el que
ha tenido mas roce social... los artistas lo conocen.
En él se baso Escher para su famoso mosaico An-
geles y Demonios. Este modelo tiene a los mismos
puntos que el de Klein, el interior de un circulo -o

SNombre en honor de su autor, el matematico francés Ju-
les Henri Poincaré (1854 —1912).



un disco abierto-, pero las lineas son ahora arcos
de circulos que cortan ortogonalmente a la fronte-
ra. No segmentos de linea como en el de Klein, por
lo que las formulas explicitas para la distancia di-
fieren. Pero el modelo de Poincaré tiene el encanto
de ser conforme, es decir, los angulos si correspon-
den a lo que vemos aunque, por supuesto, no las
distancias (todos los angeles y todos los demonios
son, hiperbédlicamente, iguales).
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1.3. Geometria proyectiva

Regresamos ahora a la perspectiva. Queremos
fundamentar matematicamente a la geometria con
la que hemos estado experimentando al explorar
las escenas anteriores y que, como muy pronto ve-
remos, corresponde a la forma con que la evolu-
cion nos ha disenado para percibir al mundo.

Primero, hay que tratar de dejar muy claro qué
es una proyeccion, pues este es uno de los con-
ceptos centrales de esta geometria “no métrica”.
De hecho es lo que le da su nombre, pues una ma-
nera comin de definir a la geometria proyectiva
(aunque es poco descriptiva y, en buena medida,
tautologica) es como aquella geometria que es in-
variante bajo proyecciones. Hemos usado mucho
a este término -nos hemos atrevido pues tiene un
uso cotidiano muy claro- y hemos visto multiples
ejemplos con las cuadriculas, pero ahora quere-
mos precisarlo.

Con esto claro y tras escudrinar con lupa a la
linea del horizonte, nos lanzaremos a presentar la
idea genial, y que parte aguas, de Desargues.



1.31. Proyecciones

Un cuadro con buena perspectiva nos hace sen-
tir la tridimensionalidad de una escena pues para
reconstruir en la mente al mundo que nos rodea,
nuestro sistema o aparato perceptivo usa el mismo
principio de proyeccion que adoptaron los pintores
renacentistas para pintar sus cuadros.

Proyectar es asociar a cada punto en la escena
(llamada también dominio o fuente de la proyec-
cion), el punto en el lienzo o rango de la proyec-
cion, en que lo corta la linea que une al punto-
fuente con el foco de la proyeccion. Es decir, el
principio de proyeccion es que un punto fuente (en
la escena), su punto imagen (en el lienzo) y el foco
(el ojo del pintor), siempre estan alineados.

Puesto que la luz viaja en lineas, la evolucion
implement6 una muy buena aproximacion de este
principio en nuestro ojo, cuyo diseno compartimos
con todos los animales superiores.

La pupila (el hoyito por el que pasan los rayos de
luz) y el cristalino (el pequefo lente que atravie-
zan) seleccionan a los rayos luminicos que pasa-
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rian por un punto que es el foco de la proyeccion,
y la retina juega el papel del lienzo o rango. Los
“puntos”, “pixeles” o células de la retina son sen-
sibles a la intensidad y el color del rayo que les
pega; mandan esta informacion al cerebro y éste
compaginay procesa las imagenes de los dos ojos
para acabar de armar en nuestra mente la idea del
mundo tridimensional que nos rodea.

Por supuesto, la camara fotografica se basa en
este mismo principio de proyeccion -un sistema
optico que simula al foco y como lienzo una pe-
licula o detector bidimensional fotosensible- que
produce al cuadro ideal al que aspiraban los pin-
tores renacentistas para escenas reales. No es de
extranar que el paradigma de lo que es pintar haya
tenido que cambiar tan drasticamente con la apa-
ricion de la camara fotografica; pues el dia de hoy,
ya traemos todos en el bolsillo proyecciones per-
fectas de escenas reales que eran el sueno de los
pintores renascentistas. Y efectivamente, hoy re-
conocemos todos que las fotografias reflejan bien
como vemos al mundo; que lo representan en dos
dimensiones tan realistamente como es posible.



La Gnica diferencia entre una “proyeccion de
pintor” y una de “ojo o camara fotografica” esta
en el orden de los tres elementos involucrados:
el lienzo (rango) del pintor esta colocado entre el
objeto (la fuente) y su ojo (el foco); mientras que
la pelicula sensible de la camara (o la retina) esta
después del foco en el sentido en el que viaja la
luz en las lineas: el foco esta entre la fuente y el
lienzo.

Sin embargo, en nuestras construcciones de
cuadriculas en perspectiva de la Seccion 1, nunca
hubo consideracion alguna sobre la direccion en la
que viajaba la luz. Simplemente habia puntos en
el lienzo, éstos producian lineas ahi; se les trazaba
y a veces se les intersectaba para obtener nuevos
puntos. Y efectivamente, como veremos en segui-
da, si se consideran a esas construcciones como
provenientes de una proyeccion, se incluye a am-
bos casos pues solo se basan en que

e las lineas se proyectan en lineas,

e con dos de sus puntos se definen.
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1.3.2. El otro lado del horizonte

Consideremos a una variante de la construccion
de movimientos afines determinados por dos vec-
tores y un centro de traslacion. Pero ahora tene-
mos al horizonte vertical en el centro del lienzo y
una cuadricula simple de tres por tres coloreada.
Escena 10. Para fijar ideas y poder referirnos a la
figura con fluidez, consideremos a la imagen como
el boceto (con perspectiva perfecta) de un edificio
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largo y chaparro a nuestra izquierda. Que estamos
viendo fijo hacia adelante a mitad de su calle, con
el lienzo enfrente de nosotros (vertical, a nuestra
altura y perpendicular al edificio). Es simple la si-
tuacion y la fachada, pero suficiente para nuestros
fines que son acercarnos con cuidado racional al
horizonte y cruzarlo.

Mover poco al centro del edificio, traslada al rec-
tangulo dentro de un plano a nuestra izquierda:
llamémos 7t (leido “pi”) a ese plano abstracto y fijo
a unos pocos metros de nuestra oreja izquierda.

Llevémos ahora al centro del edificio, despacio,
al otro lado del horizonte.

Nuestro aparato perceptivo asegura que el edi-
ficio se fue, bien alineadito dentro de su plano 7t
y acelerando, hasta esconderse detras de un pun-
to cerca del horizonte; escondido tras ese punto-
pollero salto la frontera, y luego, regreso tan cam-
pante por la otra banqueta para posarse como un
edificio gemelo, justo enfrente del original.

Sin embargo, lo que esta pasando es bien distin-
to. Nuestro aparato perceptivo nos quiere obligar a
ver lo que —para ély de acuerdo a su experiencia—-
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parece verosimil —jesa es su chamba!

Repita la operacion y observe la posicion de los
colores. 0, mas drastico aiin, siga moviendo al cen-
tro del edificio hacia la derecha hasta que por laiz-
quierda aparezca su esquina delantera: y observe
que ahi si, los colores de arriba y abajo coinciden
con el original.

Para explicar (racional y no visualmente) lo que
esta pasando, regresemos al centro del edificio al
lado izquierdo y sigamos moviéndolo hacia la iz-




quierda (en el lienzo). Esto equivale a trasladar al
edificio hacia atras en su plano 7T, que sigue im-
pavido a nuestra izquierda y perpendicular al lien-
zo. Hay un momento en el que algo aparece por el
extremo derecho de la pantalla. Es cuando el rec-
tangulo de la fachada ha llegado lo suficientemen-
te atras para que las lineas que van de él a nues-
tra cabeza (donde esta el foco de la proyeccion)
vuelvan a tocar al lienzo-pantalla. Lo que estamos
viendo es la proyeccion al estilo ojo-camara (con el
lienzo detras del foco) que enfoca justo hacia atras
de nosotros. Pero entonces lo que se obtiene es el
“negativo”: lo de arriba, abajo; lo de abajo, arriba
y la derecha intercambiada con la izquierda.

En los viejos tiempos de la fotografia por me-
dios fisico-quimicos, no digitales, en la pelicula fo-
tosensible se imprimia lo que se llamaba el “nega-
tivo de la foto”; luego, habia que pasar al positi-
vo volviendo a proyectar con una fuente de luz 'y
haciendo un proceso quimico equivalente sobre el
papel final. Ese proceso de volver a invertir la ima-
gen lo hacen las camaras de hoy (y nuestro cere-
bro) con un simple algoritmo.
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En resumen, el lado derecho del horizonte co-
rresponde a (es la proyeccion -tipo camara- de) la
parte trasera del mismo plano 71, y por lo tanto, lo
que se ve en la pantalla es su negativo; mientras
que en el lado izquierdo vemos la clasica proyec-
cion tipo pintor.

El punto de control, obligado a vivir en la panta-
lla, da los centros de rectangulos en 7t tan al frente
de nosotros, o tan atras de nosotros, como quera-
mos (izquierda o derecha del horizonte y qué tan
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lejos esta el edificio corresponde a qué tan cerca
del horizonte esté el punto de control). A donde
si que no se puede llegar es a centros del edifi-
cio cerca de la direccion de la oreja izquierda, o en
general en direcciones perpendiculares a nuestra
vista (recuérdese, ésta se mantiene fija al frente)
pues el lienzo (la pantalla) sigue justo enfrente y
es chiquito. Ese tipo de puntos en 7t (muy cerca
de nosotros) se proyectan en puntos muy lejanos
en el plano-lienzo, al menos, caen fuera del lienzo-
pantalla, que ésta muy confinado y acotado; es cla-
ramente finito.

Lo que si hemos logrado en la configuracion ini-
cial de esta escena es tener rectangulos que apa-
recen en ambos lados y la razon es simple: el con-
trol que da el largo (o profundidad) de los rectan-
gulos esta puesto generosamente (juegue con él).
Esto permite que pueden tener la esquina de ade-
lante muy adelante y la de atras, lo suficientemen-
te atras, para que, simultaneamente, ambos extre-
mos puedan “salir en la foto”; o, mejor dicho: en la
proyeccion.

La ensenanza clave que queremos sacar de esta
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escena y su analisis es la siguiente.

Dada una proyeccion de un plano 7t (la fuente)
en un plano A (léase “lambda”, el lienzo), el ho-
rizonte de la proyeccion es una linea en el lienzo
A que se asocia visualmente con “el infinito” del
plano fuente 7t; y la proyeccion de una linea en 7t
se aproxima por ambos lados del horizonte a un
punto en él, que es su punto de fuga, los dos lados
del horizonte corresponden a los dos extremos de
la linea en 7t.

10.2
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Dicho de otra manera, a un punto de fuga en el
horizonte (en A) se le puede aproximar visualmen-
te (y de hecho se le llega) por los dos extremos de
las lineas (en 71) que estan en el correspondiente
haz de lineas paralelas.

Aunque fisicamente se pueden diferenciar los
dos procesos de proyeccion (pintor o camara fo-
tografica) pues la luz viaja en las lineas con una
direccion fija; en nuestras construcciones geome-
tricas este elemento de direccion en las lineas de
proyeccion nunca se tomo en cuenta. Se trazaron
lineas en el lienzo, se intersectaron y jpunto! Se
amalgamaron entonces, tedricamente, ambos pro-
cesos fisicos en un solo ente matematico: la pro-
yeccion de un plano en otro desde un foco deter-
minado.

Aunque hayamos deducido las construcciones
de las cuadriculas en perspectiva pensando siem-
pre en el problema del pintor, éstas abarcan mas
de lo que se pretendia con ellas: siguen funcionan-
do del otro lado del horizonte; incluyen a la cama-
ra,y mas adn, compaginan geométricamente a am-
bos casos. Este fenomeno es recurrente en mate-
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maticas. Alguna construccion o proceso disenado
para un problema especifico: funciona, es aplica-
ble o ayuda a entender mucho mas de lo que se
tenia en mente; sentimos que cobra vida propia.

1.3.3. Espacio (y Plano) Desarguesianos

Lo que Girard Desargues propone para hacer
sentido preciso de lo que las técnicas de la pers-
pectiva indicaban, y que mas adelante habria de
llamarse Geometria Proyectiva, es ampliar al Plano
y al Espacio Euclidianos. Anadirles, en abstracto,
nuevos puntos. A estos nuevos puntos que llama-
remos ideales se les debe situar en el infinito.

Esto Gltimo parece causar serios problemas
existenciales si se insiste (concientemente o no) en
que el Espacio Euclidiano es éste mismo espacio
en el que vivimos y entonces sentimos que ya no
hay lugar para anadir nada mas. Pero NO: éste en el
que vivimos es el Espacio Fisico y el otro, el Eucli-
diano, es una construccion abstracta —cimentada
en axiomas- que nos ha ayudado mucho a enten-
der al Espacio Fisico, pues surge de nuestra expe-



riencia cotidiana de vivir en él y de nuestro afan
por dominarlo —jque involucra entenderlo!-, pero
que esta muy, muy lejos de ser el Espacio Fisico. En
realidad, lo que si podemos decir de los dos jun-
tos es que si los sobreponemos en pequena escala
se corresponden tan, tan bien que hemos podido
llevar a un hombre a la luna. Pero en el mejor de
los casos, el Espacio Euclidiano es "como deberia
de ser” el Espacio Fisico, aunque el teorico es so-
lamente una aproximacion o un modelo del real; y
por tanto, al tedrico se vale y se debe criticarle, y
se le puede modificar o, como en el caso de Desar-
gues, simplemente ampliar o extender.

Para cada clase de paralelismo de lineas en
el Espacio Euclidiano, Desargues anade un nuevo
punto, un punto ideal por el que pasan todas éstas
lineasy que pensamos (sin necesidad de situar con
mucha precision) en el infinito. Justo lo que hemos
visto en lontananza de los planos: que cualquier
conjunto de lineas paralelas en ese plano concurre
en un punto de su linea horizonte y que ademas,
cualquier otra linea paralela —-aunque ya no esté
en ese mismo plano-también se ve que va a pasar
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por ahi.

Se les da identidad propia a los puntos de fuga
mas alla de su aparicion utilisima en los lienzos.
Puesto que ya aparecen como proyeccion en los
dibujos, Desargues se atreve a conferirles existen-
cia abstracta previa (antes de proyectarlos y fuera
del lienzo), para incorporarlos asi a la teoria.

En consecuencia, a cada linea euclidiana hay
que anadirle un nuevo punto ideal: el correspon-
diente asu clase de paralelismoy se llega a él, con-
tinuamente, por ambos extremos de la linea (que
es lo que se observa en las proyecciones).

Y como el elemento neuralgico y bascio de la
geometria son las lineas, también se tiene que ex-
tender a este concepto:

Se decreta que los puntos ideales que corres-
ponden a las lineas en un plano dado forman una
nueva linea (en el infinito, y que se ve como su ho-
rizonte). Cuando lo proyectemos, pensamos que la
linea-horizonte de la proyeccion es la imagen de
sus puntos ideales. Es decir, los puntos ideales en
el espacio abstracto se proyectan en los puntos de
fuga correspondientes en los lienzos.



Y se deduce entonces que todos los planos pa-
ralelos al plano dado, también contienen a esa li-
nea. (De nuevo, lo que ya habiamos observado:
planos paralelos comparten horizonte.) Y por Gl-
timo, tenemos que introducir, o incorporar, a un
nuevo plano en el infinito formado por todos los
puntos ideales.

Hemos definido al Espacio Desarguesiano: a sus
puntos, a sus lineas y a sus planos.

Por un ratito mas, estamos obligados a consi-
derarlo como si tuviera dos clases de puntos: los
euclidianos y los ideales. Pero en cuanto veamos
que cumplen reglas democraticas (todos las mis-
mas) los podremos tratar sin xenofobias o discri-
minacion de origen (en este caso, quién los conci-
bid ;Euclides o Desargues?).

Veremos ahora que en el Espacio Desarguesiano
se cumple la propiedad basica y primordial de la
geometria desde Euclides:

e Por cualquier par de puntos pasa una
Gnica linea.
Si los dos puntos son euclidianos, la linea es la eu-
clidiana correspondiente (con todo y su flamante

40

punto ideal).

Si un punto es euclidiano y el otro ideal, la linea
es la de la clase de paralelismo que indica el pun-
to ideal y que pasa por el punto euclidiano (Gnica
segiin el quinto postulado).

Si los dos puntos son ideales: tomese cualquier
punto euclidiano; por él pasan lineas que van a los
dos ideales; estas lineas generan un plano pues se
intersectan, y ese plano define en el infinito a la
linea de puntos ideales que los contiene. ]

Desargues se adelanta a su tiempo en la osadia
de definir entes abstractos y le pega justo al clavo
de la perspectiva; de la geometria de como vemos
al mundo. Tan es asi que todos los dibujos y cons-
trucciones que hemos presentado aqui, asi como
las imagenes de la bouyante industria de la ani-
macion por computadora, se basan en su concep-
cion de como extender a la geometria euclidiana
para que las proyecciones se comporten con la ele-
gancia y precision matematica que les correspon-
de. Pues en el Espacio Desarguesiano, como pronto
veremos con cuidado, la proyeccion de un plano en



otroya es unoauno, se vuelve una correspondecia
biunivoca; lo que antes era una linea en el lienzo
pero no en la fuente, el celebérrimo y multicitado
horizonte, que ha sido la linea heroina de todas
nuestras construcciones, es ahora la imagen de la
nueva linea al infinito (la que ésta formada por los
puntos ideales de lineas en ese plano fuente). Y al
verlay trabajarla en los dibujos, debe quedar claro
que es una linea que se comporta como cualquier
otra.

Por diversas razones que, como autores, no nos
atrevemos a enlistar, ésta geometria y éste espacio
han sido dificiles de asimilar. Pero si usted, ama-
ble lector, esta leyendo esto y jugo con la dinamica
de algunas de las escenas anteriores, ya no es tan
facil decir que no es natural pues ya experimento
con él. Todas las construcciones estan en el Plano
Desarguesiano, esto es, cualquier plano del Espa-
cio Desarguesiano con su linea al infinito hecha de
puntos ideales. Sin él simplemente no funcionan;
nunca nos preguntamos si dos lineas que queria-
mos intersectar eran paralelas o no. De haber te-
nido ese prurito, hubiéramos tenido que avanzar a
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tropezones insufribles. Asi que ya tiene vivencias
de como se comporta el Plano Desarguesiano. Y
sabe bien que en pequenas porciones, es iguali-
to al Euclidiano; en donde difieren es lejos de la
pantalla y en su globalidad.

Pero los anadidos de Desargues si implican una
fuerte ruptura con la geometria euclidiana clasi-
ca y sobretodo en el tema del paralelismo. En el
Plano Desarguesiano se elimina de tajo esa suerte
de compadrazgo:

e Cualquier par de rectas en un plano se
intersectan en un punto.

Sivienen de lineas euclidianas y éstas se intersec-
taban: ahi ésta ya el punto. Y si no se tocaban es
que eran paralelas, pero entonces, ahora compar-
ten su punto ideal.

Si una es la del infinito, la otra es euclidiana y
comparten un punto ideal. ]

Dentro de un Plano Desarguesiano se logra una
democracia total: cualesquiera dos puntos gene-
ran una linea y cualesquiera dos lineas se cortan
en un punto. Este simple hecho, como observacion



abstracta y logica empieza un nuevo coqueteo con
una simetria que, con el tiempo, acabo por llamar-
se “dualidad”: hay puntos y hay lineas relaciona-
dos por algo que hemos llamado “incidencia” para
que se pueda aplicar en dos sentidos —un punto
incide (“estd”) en una linea si y s6lo si esa linea
incide en el punto (lo contiene); y hay dos opera-
ciones “generar” o “trazar” -dicese de la linea que
pasa por (o incide en) dos puntos-, y la de “cortar”
o “intersectar” que de dos lineas siempre produ-
ce un punto (el que incide en ambas). A este nue-
vo fenomeno de dualidad que aparece en el Plano
Desarguesiano, habremos de manejarlo con cuida-
do. A los matematicos les llevo siglos familiarizar-
se con él, pero debemos mantenerlo presente pues
devino en algo importante y profundo.

Y, regresando al Espacio Desarguesiano (de 3 di-
mensiones), también ahi se termina con los casos
especiales; ya no hay paralelismo. Demostremos
que:

e Dos planos distintos se intersectan en
una linea.

»)

Si uno de ellos es el del infinito, el otro es eucli-
diano y determina una linea de puntos ideales que
es la interseccion.

Silos dos son euclidianosy no son paralelos, sa-
bemos desde Euclides que se cortan en una linea;
y si si son paralelos, comparten ahora una linea en
el infinito. [

Y también tenemos que:

e Un plano y una linea no contenida en
el se cortan en un punto.

Dejamos de ejercicio argumentarlo con detalle co-
mo en los casos anteriores.

Asi que en el Espacio Desarguesiano no hay pa-
ralelismo. Y no es que se le haya eliminado sin pie-
dad. Se le cambio por el concepto mas flexible (y
mundano) de irse a tocar en un cierto lugar; los pa-
ralelos euclidianos son los que ahora se tocan en
el infinito.

Por dltimo, demostramos que en el Espacio
Desarguesiano:

e Una proyeccion de un plano en otro
plano es una biyeccion,



donde biyeccion es una correspondencia biunivo-
ca o uno-a-uno (1-1).

Consideremos dos planos, 7t como fuente y A co-
mo lienzo, y un punto F (fuera de ellos) como foco.
La proyeccion de 7t en A es una funcion que a un
punto X € 7t (recuérdese, se leé “X en 7"), le aso-
cia la interseccion de su linea al foco, XF, con el
lienzo A. Si le ponemos nombre a la funcion, di-
gamos que p (léase “rho”), podemos expresar esto
simbolicamente como

P:TT— A
X+ (XF)NA,

(esta notacion especifica en la primera linea, que
p es una funcion con dominio o fuente 7ty rango
0 codominio A; y en la segunda linea da la regla
de correspondencia: a un elemento X —del domi-
nio, se sobreentiende— p le asocia o lo manda en
(XF) NA —que debe ser un elemento del codomi-
nio. En los términos funcionales que se usan en el
calculo, esta regla se escribiria p(X) = (XF)NA)

Esta funcion esta bien definida pues cualquier
linea (en este caso XF) intersecta a cualquier
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plano (en este caso A). Obsérvese que en el Espa-
cio Euclidiano, esta funcion ni siquiera esta bien
definida, pues quisiera mandar a ciertos puntos al
infinito (cuando la linea por el foco es paralela al
plano del lienzo).

Que una funcion sea biyeccion, equivale a que
tenga una funcion inversa. Y en nuestro caso, la
funcion inversa, que va de A a 7t es la proyeccion
desde el mismo foco F. Pues se tiene que X € 7t
correspondea Y € Asiysolosi X, Yy F estan ali-
neados (F no distingue a X de Y). Por tanto, es una
biyeccion como queriamos demostrar. L]

1.3.4. Cubo en perspectiva

Hasta aqui, solo hemos proyectado planos en
planos. Todas nuestras construcciones se refieren
a planos; aunque, por supuesto, hemos supuesto
que éstos viven en el espacio. Queremos ver ahora
que la extension del Espacio Euclidiano al Desar-
guesiano se vuelve muy (til para hablar con preci-
sion de como vemos al mundo, de las técnicas de



la perspectiva para la pintura o de la representa-
cion plana del espacio mediante proyecciones.

Observemos primero que al fijar un lienzo A (que
es un plano) y un punto F fuera de él, que sera el
foco (el ojo del pintor o del obsevador), se puede
extender la funcion proyeccion a casi todo el espa-
cio.

Denotemos al Espacio Desarguesiano como D3
—el exponente 3 es por la dimension y se lee “Dé
tres"— y analogamente, denotaremos al Espacio
Euclidiano E3 como es usual.

Para cualquier punto X € D3 que no sea el mis-
mo F, se puede trazar la linea a F e intersectar a
esta linea con el lienzo A. Esto nos da una proyec-
cion que es la funcion

p:D*\F—A
X+ (XF)NA,
donde el simbolo \ es “menos” a nivel de conjun-
tos (D3 \ F se leé “Dé-tres menos eFe” y significa
“todos los puntos menos eFe”), cuya regla de co-

rrespondencia es la misma que para planos; ex-
tiende a la proyeccion de un plano a otro lo mas
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posible. Un cuadro o una escena en perspectiva es
el resultado de usar a esta funcion de proyeccion
sobre algin subconjunto del dominio (los puntos
que dan su color o textura a la imagen).

El punto clave que ha hecho que todas nuestras
construcciones tengan sentido es que:

e Una proyeccion manda lineas fuera
del foco en lineas (en el lienzo).

Efectivamente, una linea { que no pasa por F tiene
como imagen de la proyeccion p a la interseccion
del plano que generan (o que pasa por) la linea { y
el foco F, con el lienzo A; simbédlicamente (y pronto
mejoraremos nuestra notacion), debiamos escribir
algo como
{ seproyectaen (LVF)NA,

donde V es un simbolo para “el plano que gene-
ran”. Asi que si conocemos a dos puntos en el lien-
zo que estan en la imagen de £, ya sabemos a don-
de va todo {: a la linea que definen en A, esto fue
lo que se uso unay otra y otra vez. [



El caso faltante de una linea, £, es cuando si pasa
por el foco F, cuando incide en F, y es un caso muy
importante. Todos sus puntos (distintos de F) se
dibujan, se proyectan, en el mismo punto del lien-
zo: en la interseccion de £ con A; y no se distinguen
desde F. Pero este punto en el lienzo se convierte
entonces en el punto de fuga de la clase de parale-
lismo de {; pues, como también es la imagen bajo
la proyeccion p del punto ideal (que esta en {) de
esa clase de paralelismo: por ahi tiene que pasar
la imagen de cualquier linea paralela a £.

Ahora queremos usar lo que hemos aprendido
y definido para proyectar a un cubo solido vir-
tual: algo de tres dimensiones. Vamos a dibujar
con buena perspectiva a lo que llamaremos un cu-
bo, aunque estrictamente hablando sea una caja
o un paralelepipedo (no queremos discutir tama-
fios o angulos). Supondremos que el cubo esta en
el Espacio Euclidiano, B3, y algunos de los puntos
ideales, que introdujo Desargues (D \ E3) inter-
vendran para ayudarnos a dibujarlo, con lo que se
puede llamar “la técnica de perspectiva renascen-
tista”.
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Escogimos a un cubo pues sus aristasy sus caras
tienen relaciones de paralelismo muy nitidasy dis-
tintivas del espacio tridimensional. Sus 12 aristas
se agrupan en tres cuartetas de segmentos parale-
los y entonces, las lineas que generan determinan
a tres puntos ideales, que se proyectan en los de
las “perspectivas de tres puntos de fuga ". Ademas,
las lineas por esos tres puntos seran los horizontes
de las caras por parejas opuestas.

Escena 11. Empezamos con ese triangulo (que vive
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en el plano al infinito (D3 \ E3) pero que se proyec-
ta biyectivamente al lienzo y de él surge el anda-
mio constructivo auxiliar). Lo hemos definido con
los dos puntos de fuga horizontales (de los ejes x
y Yy, podriamos decir), y —para poder mover lejos
al tercer punto de fuga (el del eje z) y no tenerlo
confinado a vivir en la pantalla— hemos definido
a las lineas horizonte de los dos tipos de planos
verticales con sendos puntos libres a los que asig-
naremos el papel de infinitos diagonales. Ademas,
necesitamos un punto como esquina del cubo, que
[lamaremos origen (a éste si lo pensaremos como
la proyeccion de un punto euclidiano, el primero
pues los demas han sido ideales), y necesitamos
un segundo punto euclidiano en la direccion de
uno de los ejes, para controlar con él al tamano
del cubo.

Trazos al infinito diagonal y al vertical nos dan
una nueva esquina, o vertice, del cubo. Y con él,
trazando a los puntos de fuga correspondientes,
podemos construir la primera cara.

Puesto que ya tenemos uno de sus lados, usan-
do al otro infinito diagonal construimos de manera
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analoga a la segunda cara vertical.

De aqui, ya se pueden construir como siempre
las dos caras horizontales. Y, como por arte de ma-
gia, la arista vertical faltante se alinea con su punto
de fuga.

Pero no es magia, pues hemos construido al cu-
bo usando que cada cara es paralela a su opuesta.

Es interesante jugar con esta figura. Ademas, es
ilustrativo de como vemos al mundo, pues se pue-
de lograr, en principio, a cualquier vista de cual-
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11.8

quier paralelepipedo. Se lo dejamos como tarea
formativa y lidica al lector: por ejemplo, ver la es-
quina de un edificio o de un ring de boxeo visto
desde arriba (hay que pasar al infinito vertical, o
del eje-z, a que esté abajo); cambiar las propor-
ciones con los infinitos diagonales; pasarse de las
lineas-horizonte, etc.

A partir de la figura que tenemos ahora (si se le
movio, quiza convenga recargarla para tenerla en
la posicion inicial mientras hablamos de ella), po-
driamos construir cuadriculas en los tres planos
basicos que compaginarian bien para “cubicular”
al espacio y asi poder situar con precision a cual-
quier objeto en la escena tridimensional respec-
to al cubo. Pero preferimos observar algo simple y
elegante que después nos sera (til.

Los tres puntos ideales de las diagonales de
las caras (solo nos faltaba definir a uno) tienen
una propiedad muy especial que llamaremos ser
una configuracion de Ceva (pues hay que asociar-
la al nombre del matematico italiano Giovani Ceva
(1647-1734) por la hipotesis de su famoso teorema
—cuya conclusion, ahorita no viene al caso).

47

A saber, ser una configuracion de Ceva consis-
te de tres puntos en los tres lados de un triangulo
cuyas lineas al vértice opuesto son concurrentes.

La razon de ser de este hecho, surge de observar
que las lineas descritas (de un infinito diagonal al
vértice opuesto en el triangulo de horizontes) son
los horizontes de los planos diagonales que cortan
al cubo en dos mitades simétricas:

hay un plano rojo,

otro pintado de verde
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y el tercero es azul.

Estos tres planos comparten a la “tri-diagonal”:
la linea (gris) que va del origen al vértice opuesto.
Por tanto su punto de fuga tiene que estar en sus
tres horizontes: es el punto deseado (el de Ceva);
este mismo argumento se pudo haber hecho con
los puntosy lineas ideales, en el infinito, en vez de
aqui en el lienzo con puntos de fuga y horizontes,
pues como hemos demostrado, la proyeccion del
plano al infinito en el lienzo es una biyeccion que
preserva lineas.

Y ya que estamos aqui, observemos que las
otras diagonales de las tres caras del cubo en el
origen estan en un plano (el amarillo); asi que sus
puntos de fuga estan alineados en su horizonte.
Esto es lo que debe llamarse una configuracion de
Menelao, asociada al nombre del matematico grie-
go Menelao de Alejandria (70-140), pues es justo la
hipotesis de su célebre teorema —tres puntos en
los lados de un triangulo que estan alineados.

Esta escena, o mas bien dicho, el fenémeno que
esta ocurriendo —atras, en el plano al infinito— lo
volveremos a ver con cuidado y mas formalidad en
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el siguiente capitulo. Falta tener bien definido el
concepto de armonia, que en este caso, es el que
relaciona a ambas ternas, la de Ceva y la de Mene-
lao. Por el momento, que quede como muestra del
tipo de resultados matematicos a los que se puede
aspirar en la geometria que arranco Desargues; de
hecho, su Teorema sera un ingrediente protagoni-
co en la demostracion.

EJERcICIO. Conociendo al punto de fuga (o ideal) de la
tridiagonal del cubo, ;se podra construir directamente
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(sin usar los otros puntos diagonales infinitos) al cubo
que le sigue en esa linea?

EJERCICIO. Haz la construccion de un cubo en perspec-
tiva empezando con su vértice origen, sus tres aristas
adyacentes (uno en cada direccion) y dos lineas hori-
zonte de sus caras.
Escena 12. Concluimos esta seccion con una cons-
truccion de una casita en perspectiva que es una
variante muy usada de la construccion anterior.
La linea horizonte (del piso) esta fija. Los dos
puntos de fuga en ella se controlan con la plan-
ta de la casita (tres puntos) y el punto de fuga de
la direccion vertical se fija en este caso en el infini-
to; en el punto ideal del plano desarguesiano del
lienzo que corresponde a la direccion vertical del
espacio (se supone que el lienzo es vertical), asi
que todas las verticales deben dibujarse paralelas
(y en este caso son perpendiculares al horizonte).
Lo que quedara claro en el capitulo siguiente es
coOmo se escogio al punto medio de un segmen-
to para subir ahi al techo (es buen momento para
pensarlo por si mismo pues conduce a la armonia).
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arrastrar

explorar

ampliar

O A X

recpaso ocutar  animar  amplar



1.4. Axiomas

Una de las aportaciones mas valiosas de la
matematica griega fue el método axiomatico-
deductivo: a partir de unos axiomas que se acep-
tan como validos, se deducen otras afirmaciones,
[lamadas teoremas, y poco a poco se conforma una
teoria.

El ejemplo emblematico es la Geometria Eucli-
diana. Los cinco postulados de Euclides funda-
mentaron a la primera teoria cientifica exitosa (en
el sentido de modelar y poder predecir con impre-
sionante precision a la realidad en el ambito métri-
co inmediato). Los Elementos de Euclides (325-265
ac, aprox.) es la referencia para esta teoria; es un
compendio de libros que fue lectura obligada de
la gente culta casi hasta la fecha y fue un ejemplo
paradigmatico para lo que hoy llamamos ciencia.

Aunque los postulados de Euclides se refieren al
plano que es un objeto abstracto, la teoria se ex-
tiende al espacio tridimensional sin que esté claro,
o bien determinado, como se extiende el sistema
axiomatico para incluir al espacio de tres dimen-
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siones. Sin embargo, es un hecho que la idea del
Espacio Euclidiano y sus propiedades basicas es-
tan perfectamente aceptadas y socializadas desde
Euclides y la matematica griega, pues es muy facil
confundirlo con el espacio fisico que nos rodea. En
el presente libro, hemos llegado hasta aqui basa-
dos en esa teoria, que es exactamente la misma
que conocian bien y usaban tanto Euclides como
Desargues y los pintores renascentistas.

Que los axiomas para la Geometria Euclidiana
tridimensional no estén estandarizados, tampo-
co es relevante historicamente, pues la axioma-
tica euclidiana de la geometria paso a un segun-
do plano (tedrico, mas no didactico) con el surgi-
miento de la geometria analitica (recuérdese, Rene
Descartes su autor, es contemporaneo y paisano
de Desargues). En cuanto se demuestra que hacer
geometria en el plano euclidiano es equivalente a
trabajar con parejas de nimeros reales, la respon-
sabilidad del método deductivo se transfiere al sis-
tema axiomatico que define a los nimeros reales,
pues con ellos se puede modelar al Plano Eucli-
diano y a la geometria clasica. Pero entonces, con



ternas de nimeros reales se modela al Espacio Eu-
clidiano... y ;por qué pararse en tres? Con n-adas
de nimeros reales se modela a lo que ahora llama-
mos el Espacio Euclidiano de dimension n, aunque
Euclides ni haya sonado en su posibilidad.

Hemos definido al Espacio Desarguesiano con
base en el Espacio Euclidiano clasico o sintético
(sin coordenadas), como la extension de él que da
sentido matematico formal a la perspectiva. Pero
cobra vida propia: las escenas dinamicas que he-
mos visto lo indican, y se entreve una coherenciay
elegancia tedrica que invita a su exploracion. Vere-
mos ahora, para concluir con este capitulo de pre-
sentacion, que con cuatro axiomas muy simples,
inspirados en los postulados de Euclides, se puede
capturar la escencia de esta nueva geometria, que
ademas, como observo Klein y ya vislumbramos,
incluira a las otras geometrias -tanto a la clasica
Euclidiana como a las no euclidianas. Al definir a
la Geometria Proyectiva en términos axiomaticos
se logra esa homogeneidad que queriamos; ya no
habra distintos tipos de puntos, todos son iguales
pues cumplen y estan sujetos a las mismas reglas.
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Pero entonces, la argumentacion se debe basar en
los axiomas y hay que hacer un trabajo de recons-
truccion: demostrar en este nuevo contexto gene-
ral lo poco que, formalmente, ya sabiamos (lo vivi-
do, nadie lo quita).

Uno de los ingredientes distintivos de la axio-
matica que presentamos es que la tercera dimen-
sion queda integrada desde un principio. Ademas,
sera una idea central en las primeras demostracio-
nes fundamentales (las de los Teoremas Armonico
y de Desargues en el Capitulo 2).

A la larga, en el Capitulo ??, veremos que estos
cuatro axiomas conducen a una “aritmetizacion”
de la geometria, las lineas no pueden ser cualquier
conjunto: la geometria les impone una estructu-
ra algebraica. Aqui, los axiomas de los campos nu-
méricos se convierten en teoremas, y esa profun-
da intuicion griega de que la geometria esta en el
meollo de lo que se puede entender,* reafirma su
relevancia.

“La palabra Matematica significaba para los antiguos grie-
gos: “lo que se debe ensenar porque se puede entender”.



El Primer Axioma
(puntos y lineas)

1.4.1.

El Primer Postulado de Euclides, “por dos pun-
tos pasa una linea (nica”, seguira siendo nues-
tro axioma basico. Ademas, como énfasis a su im-
portancia historica y a su profundidad teodrica, lo
usamos para darle un sentido formal a la palabra
“geometria”.

En Los Elementos se precisa, con el Segundo
Postulado, que “las lineas se extienden tanto co-
mo uno quiera en ambas direcciones”. Lo cual ha-
ce pensar que la idea de linea ha cambiado de en-
tonces a la fecha. Quiza sea por la influencia de la
geometria analitica. Pero ahora ya no sentimos la
necesidad de aclarar o especificar —por supuesto,
pensamos, es infinita en las dos direcciones; esa
es la idea contemporanea de linea. Es posible que
para los griegos la idea de linea sea mas cercana a
lo que ahora entendemos como segmento. Sin em-
bargo, algo de razon tenia Euclides: no es tan evi-
dente qué es lo que pasa fuera de un segmento o,
en nuestras condiciones actuales, fuera de la pan-
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talla; pues en el caso del Espacio Desarguesiano lo
de las dos direcciones tampoco es muy claro glo-
balmente. Asi que mejor lo dejamos asi y lo hace-
mos preciso con una definicion formal.

Definicion. Una Geometria consta de un conjun-
to a cuyos elementos les llamamos puntos, junto
con una familia de subconjuntos distinguidos lla-
mados sus lineas que cumple:
Axioma I. Por cualesquiera dos puntos
distintos pasa una (nica linea.

El concepto de linea, y a veces usamos recta
como sinoénimo, se reduce a ser un conjunto de
puntos sin ninguna atribucion magica respecto a
distancias o tiempos —conceptos externos a una
geometria como la estamos definiendo. Las lineas
tampoco tienen definido eso de sus “extremos” o
“direcciones”; su poder va a radicar exclusivamen-
te en sus propiedades de incidencia. Donde deci-
mos que un punto incide en una linea si es ele-
mento de ellay al revés, que una linea incide en un
punto si lo contiene y en este caso, también deci-
mos que pasa por él, como en el enunciado.



En ocaciones, ampliaremos el significado de los
términos para decir que dos lineas inciden si hay
un punto que incide en ambas, y también diremos
que se cortan o intersectan (es decir, las usamos
como abreviacion de la frase “tienen interseccion
no vacia”).

Resulta ser una afortunada coincidencia linguis-
tica (o bien, un acierto de la terminologia mate-
matica), como sefala Stillwell en [ref??], que con-
verjan las dos acepciones de coincidencia. Por un
lado, con el significado técnico que acabamos de
precisar, que tres puntos sean colineales signifi-
ca que inciden en una misma recta (co-inciden), y
eso resulta ser una coincidencia en la acepcion co-
man de la palabra, pues por lo general formarian
un triangulo y generarian tres rectas. Y por el otro
lado, que tres (o0 mas) lineas sean concurrentes sig-
nifica que inciden en un mismo punto; es una co-
incidencia y también una notable coincidencia.

Al Axioma |, se le puede pensar como una ope-
racion que de una pareja de puntos nos produce a
una linea de la geometria. Convendra tratar a esta
operacion como tal, y para esto usar una notacion
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pertinente. Como en algiin momento ya lo hicimos,
usaremos el simbolo V que se puede leer “cuna”,
o “la linea generada por”, y entonces podemos re-
escribir al Axioma | de manera mas técnica como

Axioma I. Por dos puntos distintos Ay B
pasa una unica linea:

AVB=BVA.

Debemos remarcar que una implicacion muy
usada del Axioma | es que:

e Dos lineas distintas tienen a lo mas un
punto en comun.

Pues si tuvieran dos, la unicidad en el enunciado
del Axioma I, implica que son la misma. Algunos
autores prefieren enunciar este hecho como otro
axioma, pero con anadir la palabra dnica se hace
innecesario.

Por Gltimo, debemos senalar que para efecto de
las construcciones, el Axioma | esta representa-
do en la herramienta “Punto/Linea”. Al picar en la
pantalla con esa herramienta activa, se define un



punto y al arrastrar de un punto a otro se define
una linea: la que el Axioma | prevé para los dos
puntos dados.

1.4.2. Segundo Axioma

(interseccion de lineas)

Los postulados tercero y cuarto de Euclides se
refieren a circulos y perpendicularidad de lineas.
Son justo con lo que no nos queremos involucrar.
La gran diferencia con la Geometria Euclidiana es
que aqui no hay concepto de distancia ni de angu-
lo —-como medida. Esas nociones o sus equivalen-
tes no seran (nicas o parte del sistema de axiomas
sino que, en sumomento, se construyen y se esco-
gen entre muchas posibilidades.

Por Gltimo esta el Quinto Postulado, el famoso
de las paralelas. Tiene varias maneras de enunciar-
se que son equivalentes. La original se refiere a
cuando y donde (en qué direccion) se van a cor-
tar dos lineas. No queremos entrar en detalle, sino
senalar que es una afirmacion sobre cuando dos
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lineas se cortan o intersectan. El axioma proyecti-
vo correspondiente es mas facil de enunciar pues
lo que pretende establecer es que todas las lineas
en un plano se tocan. Sin embargo, el concepto de
plano alin no esta definido formalmente en el sis-
tema axiomatico, asi que se le da la vuelta a ese
hecho con incidencia como sigue.

Axioma Il. Dados cuatro puntos distintos
A, B, C,D,silas lineasAVBy CV D
inciden en un punto, entonces también
las lineas AN/ Cy BV D inciden en un

/

A C

Aol



Primero hay que notar que el Axioma Il no se
cumple en la Geometria Euclidiana; es muy facil
dibujar un contraejemplo moviendo a uno de los
puntos A o C para que la linea AV C sea paralela
a BV D. Pero es justo el caso en el que los nue-
vos puntos ideales que anadio Desargues entran
en juego. Asi que éste es el axioma que marca una
gran diferencia entre las geometrias, eliminando
al paralelismo; y en el Espacio Desarguesiano se
cumple. En cierta manera, y para este caso en que
las dos lineas son paralelas, es tan abstracto como
el quinto postulado de Euclides, pues habla sobre
lo que pasa fuera y muy lejos de la hoja de papel,
la pantalla o el pizarron. Uno asegura que nunca de
los nuncas se van a tocar, pero entonces nos exige
una precision endiablada en nuestras mediciones;
el otro se hace de la vista gorda con lo que pase
muy muy lejos, pero declara que si: que siempre
haya un punto en la interseccion. Ambos son abs-
tractos; afirman algo que no vemos con precision.

El Axioma II, que a veces llamamos de intersec-
cion, produce un punto a partir de una pareja de
lineas (A Cy BV D). Mas no en cualquier situa-
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cion. Hay una condicion que ingeniosamente pide
que estén en un plano, sin que este concepto esté
definido formalmente. Pronto veremos que en el
caso en que s6lo haya un plano (que la geometria
sea de dimension 2) entonces este axioma equiva-
le a que cualquier par de lineas se intersecten y se
convierte en el dual del 1 (que resa “dos puntos ge-
neran una linea”, y II: “dos lineas se intersectan en
un punto”).

En el dibujo esta el esquema del caso general
del Axioma II. Pero hay dos casos particulares.

Primero, cuando uno de los cuatro puntos esta
en la recta de los otros dos (y entonces la intersec-
cion que se pide como hipotesis es ese punto).

Y segundo, cuando los cuatro puntos (distintos)
estan en una misma linea.

En estos dos casos, la conclusion del axioma es
cierta por simples argumentos conjuntistas (no se
necesita establecer pomposamente a un axioma
para asegurarlo).

Por altimo, debemos remarcar que el mismo
Axioma Il —junto con el Axioma I, por supuesto—
determina la existencia de otro punto mas. A saber,



si cambiamos los nombres de los puntos en una de
las lineas de la hipotesis, digamos A y B, obtene-
mos del mismo Axioma Il que las lineas BV Cy
AV D también inciden en un punto. Aqui, ésta in-
terviniendo la combinatoria de cuatro puntos dis-
tintos. Hay seis posibles parejas y si no hay ningu-
naterna colineal (lo que se llama estar en posicion
general), generan seis lineas. Hay tres maneras de
tomar dos de estas lineas para que no incidan am-
bas en ninguno de los cuatro puntos (cuando los
pares que las definen son ajenos). Entonces, otra
forma de enunciar al Axioma Il es que esas tres
parejas de lineas se cortan (en tres nuevos pun-
tos) o no se corta ninguna (es decir, las seis lineas
producen por interseccion ademas de a los cuatro
originales a tres puntos mas o a ninguno). Esto co-
rresponde a que estén en un plano o no; en el mo-
mento en que los cuatro puntos son coplanaresy
dejan de “ser” un tetraedro en el espacio, aparecen
tres puntos nuevos como intersecciones. De aqui,
sale el siguiente axioma.
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1.4.3. Axiomas de dimension
y de no trivialidad

Que la Geometria tenga mas de dos dimensio-
nes se captura en el siguiente enunciado.

Axioma lll. Existen dos lineas ajenas, es
decir, que no se tocan.

Esto es lo que pasa en el Espacio Desarguesiano
y lo que lo hace distinto de cualquiera de sus pla-
nos. Lo hereda de que el Axioma Ill se cumple en
nuestro espacio fisico inmediato —con la idea eu-
clidiana intuitiva de lo que son las lineas- y cap-
tura su no planaridad: hay lineas no paralelas que
no se tocan. En cualquier espacio arquitectonico
moderno, vemos o intuimos lineas en las intersec-
ciones de los planos que sugieren paredes, pisos
y techos, y entre estas lineas se encuentran malti-
ples ejemplos de parejas no incidentes; por ejem-
plo, una vertical en alguna pared y una horizon-
tal en la pared de enfrente. Aunque pensemos que
se alargan en ambas direcciones indefinidamente,



nunca se tocaran, pues su zona de mayor cercania
fue dentro del cuarto.

Ya hemos enunciado los tres axiomas basicos
que definen a la geometria proyectiva. Pero hay un
ejemplo “bobo” 0 “mala leche” que es tomar cual-
quier conjunto y declarar que las lineas son todas
sus parejas (sin mas nada). Cumple claramente el
Axioma I. EL 1l lo cumple por vacuidad (no hay cua-
tro puntos distintos que satisfagan la hipotesis) y
también cumple el Il cuando el conjunto tiene al
menos cuatro puntos. Pero este ejemplo no califica
para ostentar el nombre de “geometria”, en donde
las lineas deben ser algo mas que dos puntos para
que se ponga interesante.

Axioma NT. Cada linea tiene al menos
tres puntos.

Le hemos puesto el nombre NT, de “no trivialidad”,
pues es de indole distinta de los axiomas anterio-
res. Sirve para evitar el ejemplo simplon anterior
que tiene interés combinatorio (se le conoce como
una grafica completa) pero tiene muy poco interés
geomeétrico.
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Y ahora si, podemos concluir:

Definicion. Una geometria proyectiva consta de un
conjunto de puntos con una familia de subconjun-
tos distinguidos llamados sus lineas que cumple
los Axiomas I, II, Il y NT.

Tenemos un ejemplo destacado, el Espacio
Desarguesiano cuyo estudio nos ha traido hasta
aqui, pero en principio puede haber mas geome-
trias proyectivas y de hecho, como veremos en su
momento, las hay.

1.4.4. Notacion, subespacios,
operaciones y dimension

Hasta ahora hemos denotado con letras
maylsculas a los puntos: mantendremos es-
ta tradicion. Cuando haya que dar nombre a
una linea, usaremos letras mindsculas como
a,b,c,...,0...;%Y,z. Y a los planos -que
alin debemos definir en la nueva generalidad
axiomatica- los denotaremos con letras griegas



mindsculas «, 3,v,..., 0 bien, 7ty A, como ya lo
hemos hecho en el Espacio Desarguesiano.

Estos tres tipos de subconjuntos —puntos sélitos
donde identificamos A con { A}, lineas y planos-
seran nuestros objetos de trabajo basicos. Para ha-
blar de todos ellos usaremos el término subespa-
cio. La propiedad que los caracteriza es:

Definicion. Un conjunto de puntos es cerrado si pa-
ra cualquier par de puntos en él, se tiene que la
linea que definen esta totalmente contenida en él;
es decir, si es cerrado bajo el trazo de lineas. A un
subconjunto cerrado se le llama subespacio®.

La relacion de incidencia entre puntos y lineas
se extiende de manera natural a todos los subes-
pacios como la contencion de conjuntos. Entonces,
es natural usar terminologia de orden; por ejem-
plo, ser menor que en vez de “estar contenido en”.
Los subespacios forman un orden parcial con un

5En inglés, para “subespacio” se usa la palabra flat, que
como adjetivo significa “plano”, pues se tiene a la palabra
plane para lo que nosotros llamaremos plano; lastima que
en espanol el adjetivo y el sustantivo son la misma palabra.
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elemento maximo, el total de puntos de la Geome-
tria y un minimo, el vacio. Arribita del vacio, estan
los puntos que son los subespacios de dimension
0 (son cerrados por vacuidad, no hay parejas a las
cuales cuestionar); le siguen las lineas de dimen-
sion 1y pronto veremos que de alli siguen los pla-
nos. Como vya dijimos, los subespacios seran nues-
tros objetos de trabajo basicos y tenemos como
herramientas para trabajarlos a dos operaciones
en ellos que vienen de los dos primeros axiomas.

Conviene primero definir la operacion de inter-
seccion, pues es la clasica interseccion de conjun-
tos. Pero que denotaremos con el simbolo A\, lla-
mado “pico” (pues se parece mucho al simbolo N
de interseccion, pero graficamente se aparea bien
con su simbolo dual: la cufa, V). La interseccion
de subespacios es también un subespacio, pues es
inmediato ver que la interseccion de conjuntos ce-
rrados es cerrada: si dos puntos estan en todos los
conjuntos a intersectar, y también lo esta la linea
que generan (por ser cerrados), entonces se tiene
que ésta linea tambén esta en la interseccion. Y
obsérvese que como es la interseccion, esta ope-



racion es conmutativa y asociativa.

Asi, por ejemplo, 7t /A { significa la interseccion
del plano 7t con la recta {, que vimos que es un
punto en el Espacio Desarguesiano —o la propia
recta {si{ C m,i.e., si { esta “contenida” en 7t. Pero
ahora, debemos demostrar este hecho a partir de
los axiomas en la nueva generalidad.

La otra operacion es de generacion o la opera-
cion cuna, que denotamos con el simbolo V. De
dos subespacios nos da al subespacio mas chico
que contiene a ambos. Se puede pensar en dos pa-
so0s: primero se toma la union y luego se le cierra
o se toma a su cerradura; donde, la cerradura de
un conjunto cualquiera es el conjunto cerrado mas
chico que lo contiene, o bien, es la interseccion de
todos los cerrados que lo contienen.

Como el primer paso para obtener la cuia, es la
union de conjuntos que es conmutativa y asociati-
va, la cuna también lo es. Es la extension natural a
subespacios de la generacion de lineas por parejas
de puntos. Asi, el generado por una lineay un pun-
to fuera de ella ({\V A con A ¢ {) sera un plano; y
también el generado por tres puntos no colineales
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(AVBVCQ).

Hemos definido a la operacion cerradura —que
de un conjunto nos da otro- de manera muy abs-
tracta, como el “subespacio mas chico que lo con-
tiene”. Para cerrar a un conjunto constructivamen-
te, hay que tomar las lineas por todos sus pares de
puntos, luego a las lineas que unen a los nuevos
puntos y se sigue uno haciendo esto hasta que ya
no sea posible encontrar nada nuevo, trazar lineas
y lineas como un nifno rayando con un crayon. Pero
en los casos que nos interesan, también se le pue-
de definir de manera mas concreta y limpia como
una union muy especifica de lineas.

Llamaremos plano al subespacio generado por
una linea y un punto fuera de ella.

Lema 1 (la cerradura como unién) Sean { una li-
nea y P un punto fuera de ella. El plano que ge-
neran { y P, {\/ P, es la union de todas las lineas
que van de un punto en { a P; es decir,

tvP = J(xvPp).
Xel
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Escena 13. (Demostracion) La igualdad de dos con-
juntos se demuestra con dos contenciones. Llame-
mos % ala union de las lineas (el lado derecho de
la ecuacion).

Que la union % esté contenida en {\V' P se debe
a que cada linea X\VP con X € { esta contenida en
£\/ P (pues éste conjunto es, por definicion, cerra-
doy contiene a X'y a P), asi que la union de todas
esas lineas sigue estando contenido en {\/ P.

Para la otra contencion, basta demostrar que %

es cerrado. Pues como contiene a {y a P, entonces
el cerrado mas chico que los contiene, que es {\VP,
tiene que estar contenido ahi, en %.

Para demostrar al lema hay que probar que para
dos puntos distintos A, B € %, se tiene que

AVBCuZ.

Y esta contencion de conjuntos se demuestra con-
siderando a un punto cualquieraY € AV B y de-
mostrando que Y € %.

Puesto que A y B estan en la union %, existen
A',B' € (talesque Ac A’VPyB e B VP.
Si A’ =B’ entonces AVB=A'VP C % yya

3hcabamos. Suponemos entonces que A’ # B'.
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Como P =(AVA’)A(BVB’), el Axioma Il nos
da un punto

D=(AVB)A(A'VB)=(AVB)AL.

Y sin perdida de generalidad, como A # B, pode-
mos suponer que D # A.

Consideremosa Y € AVB; hay que concluir que
Ye€%.SiY =D yaacabamos pues D € { C .

13.2

13.3

13.4

13.5

13.6



13.7
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Asique Y # D, de tal maneraque DVY =AVB
y otra vez el Axioma II, usando que

A=(DVY)A(A'VP),
nos da un punto
Y =(DVA)IA(YVP)=LA(YVP)
Lo cual implicaque Y € (Y VP) C %.

el.
UJ

Este lema captura la esencia de la geometria
proyectiva. El Plano Euclidiano, que tiene parale-
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las y no cumple el Axioma Il, tampoco cumple al
lema: dada una linea { y un punto P fuera de ella,
la union de las lineas de P a puntos de £ no llena
al plano; deja un hueco en la paralela a { por P.
Basados en este lema y su demostracion, va-
mos a reconstruir lo que ya sabiamos del Espacio
Desarguesiano. Para ello, probaremos que:

e Un plano esta generado por cuales-
quiera tres puntos no colineales en él.

Supongamos que el plano 7t esta generado por una
linea £y un punto P & {, es decir, t={\/P.

Sean A, B, C puntos no colineales en 7t. Quere-
mos demostrar que t=AV BV C.

La contencion AV BV C C 7t se sigue de que
los tres puntos estan en 7, éste es cerrado y el ge-
nerado a la izquierda es el minimo tal.

Para la otra contencion, con el mismo argumen-
to de cerradura basta probar que AV BV C con-
tienea {ya P. Que contiene a { se sigue del primer
argumento del lema anterior que, por el Axioma lI,
da que cualquier linea en 7t corta a {; al aplicarlo



a dos lineas del triangulo ABC, nos da dos pun-
tosdelen AV BV C,y por ser este cerrado, da a
la contencion de todo {. De aqui, como alguno de
los tres puntos no esta en ¢, digamos que A, igual
que en el lema se tiene que existe A’ € { tal que
Pc AV A’ YestoyaimplicaquePc AVBVC
y por tanto, que

n={VPCAVBVC.

Con esto, se deduce que:

e Dos lineas son coplanares si y sélo si
son concurrentes.

Consideremos dos lineas AV By CV D. Si son
coplanares viven, por definicion, en un plano 7ty
debemos ver que tienen un punto en comin. Po-
demos suponer que C ¢ AV B, que implica por la
afirmacion anterior, que

n=AVBVC=(AVB)VC.

Entonces D € 7t nos da, por el Lema 1.4.4, un pun-
to X € AV B colineal con D y C, que es el que
buscabamos (X € C\V D).
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Si dos lineas son concurrentes, una de ellas jun-
to con cualquier punto de la otra que no sea la
interseccion, generan un plano que las contiene a
ambas. O]

Yatenemos que en un plano, cualquier par de li-
neas se corta en un punto. Asi que el Axioma Ill dice
que al haber dos lineas ajenas, ellas no son copla-
naresy tiene que haber algo mas que un plano. Di-
remos que un plano tiene dimension 2,y entonces
el Axioma IIl implica que la dimension tiene que
ser al menos 3. Los espacios de dimension 3 se
obtienen de los planos de manera analoga a los
planos a partir de las lineas pues:

e La union de las lineas de puntos de un
plano a un punto fuera de él, es cerrada.

Supongamos que 7t es un planoy P un punto fuera
de él. La afirmacion es que el conjunto

u%=|J(XVP)

Xem

es cerrado y por tanto un subespacio.



La demostracion sigue literalmente a la del Le-
ma 1.4.4. Pues hay que ver que dados dos puntos A
y B en %, la linea que pasa por ellos, AV B, esta
contenida en %; y entonces, toda la argumenta-
cion se hace dentro del plano AV BV P. A menos
que este subespacio sea una linea, pero en este
caso, es ain mas facil ver que AV B C %. O

Asi, un espacio de dimension 3 esta generado
por cuatro puntos que no son coplanares: tres de
ellos dan un plano y el cuarto genera algo nuevo
como union de lineas a él. Y la cosa se puede se-
guir: un subespacio de dimension n se obtiene co-
mo la union de rectas desde un subespacio de di-
mension n—1 a un punto que no esta en él; y ade-
mas, esta generado por n+ 1 puntos. Hay una no-
cion de independencia geomeétrica entre los pun-
tos que es que generen tanto como es posible, da-
da su cantidad, y una buena nocion de dimension:
uno menos que el minimo nimero de puntos con
que se genera (que concuerda con los casos pe-
quenos que habiamos visto). Pero hacer esto con
cuidado nos lleva en otra direccion, que tomamos
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en el Apéndice ?2.

Llamaremos espacio proyectivo a una geometria
proyectiva de dimension 3, que sera nuestro uni-
verso de trabajo de aqui en adelante, y se tiene que
cualquier cuarteta de puntos que no es coplanar
genera al total. Entonces es facil demostrar que:

e Un plano y una linea no contenida en
él se intersectan en un punto.

Seant=ApVA;VAyunplanoy { =By V B,
una linea no contenida en él. (Notese que esto ya
implica que que los tres puntos “A” no son coli-
neales y que los dos “B” no son iguales; que son
gemétricamente independientes.) Podemos supo-
ner que By & 7t (pues si no es asi, ya acabamos),
entonces 7tV By ya es todo y, por tanto, contiene
a Bj. Entonces, al ver al espacio generado por 7ty
Bocomo union de lineas de 7t a By, existe X € 7
tal que B; € X\VBy. Y esto implica que X =tAL.
]

Y siguiendo ésta ruta de argumentacion:

e Dos planos distintos se intersectan en
una linea.



Consideremos dos planos x =AygV A1 VA y
=By V B;VB,, distintos. Podemos suponer
que By € «. Por la afirmacion anterior, tenemos
puntos X; = o/\ (B V B;) parai=1,2, que son
distintos pues las lineas que los definen se cortan
fuera de o (en By). Entonces:

X1\/X2=OL/\B

es la linea que buscamos. 0

Si la geometria proyectiva tuviera mas puntos
que un espacio de dimension 3, en la argumen-
tacion anterior podriamos escoger a B fuera de
V' By para obtener dos planos que se intersectan
en un punto. Lo cual implica que pedir que la di-
mension sea 3 (lo que estaremos llamando un es-
pacio por comodidad) es equivalente a cualquiera
de las dos afirmaciones anteriores.

1.4.5. Proyecciones

Como Gltimo paso en la reconstruccion de lo
que ya teniamos en el Espacio Desarguesiano, de-
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bemos considerar a las proyecciones —que son
tan relevantes que imponen su nombre a esta
geometria—-, pero ahora consideradas dentro de la
nueva generalidad axiomatica.

Dados dos planos « y 3 (antes eran 7ty A, de
piso y lienzo) y un punto P fuera de ellos, la pro-
yeccion desde P (o con foco P) de «x en 3 es la
funcion

pp:oc—
A (AVPIAB,

que esta bien definida pues un plano y una linea
fuera de él siempre se cortan en un punto. Su fun-
cion inversa es la proyeccion desde el mismo P
pero ahora de 3 en «, pues dos puntos A € xy
B € 3 se corresponden bajo las proyecciones siy
solosi A, By P estan alineados.

Es importante hacer notar que bajo esta argu-
mentacion simple (y también bajo el lema de ge-
neracion del espacio como union de lineas a un
plano), se encuentra agasapado un conjunto muy
relevante: el haz de lineas por P que es el conjunto



de todas las lineas que contienen a P; denotémos-
lo %p. Se puede parametrizar por los puntos de
cualquier plano que no pasa por P. Explicitamente,
si ces un planotal que P ¢ «, las dos operaciones
basicas dan dos funciones

x — p %p
A — AVP Y ¢

-«
— (A«

que claramente son inversas. La proyeccion de un
plano en otro es componer dos biyecciones de este
tipo: del plano-fuente al haz por el foco y de éste
al plano-rango.

Por supuesto, cuando el ambiente es un plano,
se tienen los resultados analogos. Las proyeccio-
nes entre dos lineas desde un punto fuera de ellas
son biyecciones bien definidas, y los haces de li-
neas por un punto se parametrizan por cualquier
linea fuera de él (en reminiscencia del Lema 1.4.4,
con el que arrancamos nuestro analisis después de
las definiciones).

Historicamente, el estudio de estas funcionesy
de las que se obtienen al componerlas —que se co-
nocen como proyectividades- se desarrollo a fina-
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les del siglo XVIIl'y en la primera mitad del XIX. Des-
tacan los trabajos de Monge, Poncelet, Von Staudt
y Reye. Nosotros veremos con cuidado este enfo-
que “funcional” hasta el Capitulo ?2. Lo que impre-
siona desde la perspectiva historica con que goza-
mos ahora, es el avance tan profundo que se logro
en la teoria antes de que el concepto de funcion
(fuera de las numeéricas dadas por formulas), e in-
clusive la nocion de conjunto se establecieran (por
Cantor hacia finales del siglo XIX). La influencia de
esta geometria en ese proceso de abstraccion de-
be haber sido considerable, pero lo abigarrado y
especifico de la notacion que se implemento para
su desarrollo la alejo de la ensenanza de la mate-
matica elemental en el siglo XX. Entre los concep-
tos abstractos que se desarrollaron en esa época
motivados por esta geometria, destaca el de dua-
lidad que describimos en el siguiente apartado.

1.4.6. Dualidad

Como ya hemos mencionado y puesto que dos
lineas son coplanares si y solo si son concurren-



tes, cuando se trabaja en un plano proyectivo, el
Axioma I, se reemplaza por el mas simple:

Axioma Il (Plano). Cualquier par de li-
neas se corta en un punto.

Y el Axioma Il de dimension se tiene que modificar
también, ahora importa no estar en una linea:

Axioma lll (Plano). Existen tres puntos no
colineales.

Por supuesto, se mantiene el axioma de no trivia-
lidad (el NT) y el basico de las geometrias (el I).

Cuando se tiene un plano proyectivo, surge en-
tonces un nuevo plano proyectivo, aln mas abs-
tracto y llamado su plano dual: se toma como con-
junto de puntos al conjunto de lineas (piénsese en
sus etiquetas, si se prefiere) y como lineas en el
plano dual se declaran a los conjuntos de lineas
que pasan por un punto, los haces de lineas por
un punto (y por supuesto, esto para todos los pun-
tos).
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Si denotamos P a un plano proyectivo, a su
plano dual se le denota P* (se lee “Pe-estrella”).
Demostraremos que

e P* es un plano proyectivo.

Hay que ver que cumple todos los axiomas. El de
trazo de lineas (en P*) se sigue del de interseccion
de lineas en P, pues dos puntos en P* correspon-
denadoslineas en P,y como éstas se cortan en un
punto, la linea en P* a la que da lugar su haz con-
tiene a las dos dadas: es la linea deseada (aunque
nos falta su unicidad).

Dos lineas en P* (definidas por puntos en P) se
cortan en un punto (su linea en P); como esta es
nica, se tiene que dos lineas distintas en P* no
tienen dos puntos distintos en comin, lo cual con-
cluye la demostracion de que P* cumple la uni-
cidad en el Axioma I. Notese que hemos probado
que al incluir la unicidad en cualquiera de los dos
primeros axiomas, se obtiene en el otro (y este ar-
gumento reivindica a los que prefieren enunciarla
como otro axioma). Obsérvese ademas, que concu-
rrenciay colinearidad se intercambian: lineas con-
currentes en [P corresponden a puntos colineales



en P* y las lineas correspondientes a puntos coli-
neales en P son concurrentes en P*.

El Axioma Il (Plano) también se cumple: por es-
te axioma en [P se tienen tres puntos no colinea-
les que corresponden a tres lineas no concurren-
tes en [P*. Las tres parejas dan por interseccion a
tres puntos no colineales —esto es el hecho de que
da lo mismo definir a un triangulo por sus vértices
o por sus lados. Y finalmente, el axioma de no tri-
vialidad también se cumple, pues como acabamos
de ver en el apartado anterior hay biyecciones na-
turales entre lineas en un haz (los puntos de una
linea en P*) y puntos en una linea. [

Esto implica al principio de dualidad, que dice
que si demostramos un teorema o hacemos una
construccion basada en los axiomas, automatica-
mente lo estamos demostrando o construyendo
también en el dual; esto quiere decir que en el
“primal” hay un teorema o una construccion que
se obtiene de traducir lo que sucedio en el dual
pero con sus objetos correspondientes del primal.
Un ejemplo simple es la construccion con cuatro
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puntos en un plano; si tomamos cuatro puntos en
su dual, corresponde a cuatro lineas en el primal:
ésta es la construccion dual. Si tres de los cuatro
puntos originales cumplen con ser colineales, en
la construccion dual tres lineas seran concurren-
tes. Veremos después ejemplos mas interesantes.

Aunque el estudio de los planos proyectivos es
muy activo en la actualidad y tiene problemas pro-
fundos ain no resueltos, en este libro estamos
interesados en los que viven en un espacio (que
cumplen el Axioma Ill de dimension), pues varias
demostraciones importantes usaran a la tercera
dimension. Y como esta la cosa, no podemos usar
el principio de dualidad en ellos. Tenemos que de-
mostrar algo mas. Para esto, llamemos expandible
a un plano proyectivo, P, para el cual existe una
geometria proyectiva G y un plano 7t de G, tales
que Py 7t son isomorfos (esto es, existe una biyec-
cion entre sus puntos que manda lineas en lineas).
Es decir, P es expandible, si se puede pensar como,
o bien es, un plano en una geometria proyectiva
(que cumple el Axioma Il1).

Para poder usar el principio de dualidad, tene-



mos que demostrar:

Lema2 Si P es un plano proyectivo expandible,
entonces su plano dual P* también es expandible.

La demostracion incluye una serie de observa-
ciones, o afirmaciones, interesantes en si mismas.
Tenemos que la hipotesis nos da a una geometria
proyectiva G, que podemos suponer que es un es-
pacio de dimension 3, con un plano 7, isomorfo a
[P. Notese primero que como cualquier par de pla-
nos de G son isomorfos via una proyeccion desde
un punto externo a ellos, lo anterior es como decir
que P es un modelo abstracto de los planos en G.
Para demostrar al lema, primero es necesario ge-
neralizar la idea de dualidad a espacios.

Para una espacio proyectivo (geometria proyec-
tiva de dimension 3) que seguiremos llamando G,
su espacio dual o geometria dual, G*, también tie-
ne sentido. Sus puntos son los planos de G. Y
las lineas de G* corresponden a las lineas de G:
como subconjuntos constan de todos los planos
que contienen a una linea dada (el haz de planos
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por una linea que podemos pensar como un libro
abierto). Asi, el Axioma | en G* se sigue de que
cualquier par de planos en G se corta en una linea.

Antes de ver en detalle al Axioma II, conviene ver
que

e los planos de G*, corresponden a los
puntos de G.

Si consideramos a todos los planos de G que inci-
den en un punto P, y denotamos a este conjunto
como P* C G*, es facil ver que es cerrado. Pues
dados dos puntos en él «*,3* € P* C G*, co-
rresponden a planos «y [3 de G cuya interseccion
es una linea que pasa por Py por tanto cualquier
plano que la contenga (que representa a un punto
de lalinea oV 3* C G*) tambien esta en P*. Con
esto concluimos la afirmacion, pues los planos son
los cerrados entre las lineas y el total.

Para ver que el Axioma Il se cumple en G*, con-
sidérense cuatro planos distintos en G. En general,
constituyen un tetraedro: ellos son sus caras; tiene
cuatro veértices (en los que se intersectan las ter-
nas), y seis aristas (lineas que son la interseccion



de los pares de caras). Que dos aristas opuestas
sean coplanares (que en el dual se corten) equi-
vale a que se intersecten en un punto, P digamos,
e implica que los cuatro planos pasan por P (que
los cuatro vertices del tetraedro se colapsan en
un punto). Por tanto, las seis aristas también pa-
san por P. Esto implica que cualquier par de esas
aristas genera un planoy, por tanto, que las lineas
duales en G* tienen un punto en comin. De aqui,
se sigue que el Axioma Il vale en G*.

Y los Axiomas Il y NT son inmediatos de corro-
borar en G*, asi que es una geometria proyectiva.

Nos convendra tener una imagen geomeétrica
abstracta de lo que esta pasando. Una especie de
esquema pictorico, que ayude a pensar en esto. En
los pizarrones de los cursos donde se hablo de or-
denes parciales es muy comln encontrarse unos
cocoles o diamantes representando a 6rdenes par-
ciales (y a veces hasta se les da el nombre de dia-
grama de Haze; algo parecido a los diagramas de
Venn). La idea es muy simple, se dibuja el orden ha-
cia arriba, y no se pretende que el diagrama defina
al orden parcial (excepto en casos muy pequefos
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como el orden parcial de subconjuntos de un con-
junto de tres o cuatro elementos), pero al pintar un
punto o vértice alli se representa a un elementoy
al pintar una arista (jnunca horizontal!) representa
que el elemento de abajo es menor que el que re-
presenta el vértice de arriba. En el caso de las geo-
metrias proyectivas, se representa al orden parcial
de todos los subespacios bajo contencion. Tienen
un elemento minimo, el vacio, y uno maximo, el to-
tal (y de ahi la forma de cocol). Y los subespacios
se concentran en pisos correspondiendo a la di-
mension: al vacio hasta abajo se le considera de
dimension —1, en el siguiente piso estan los pun-
tos (de dimension 0), luego vienen las lineas, etcé-
tera... hasta el total.

El asunto es que una geometria proyectiva esta
determinada por (en cierta manera “es”) su orden
parcial y tomar a la geometria dual es simplemen-
te voltearlo al revés. Y como las operaciones pi-
Co y cuia se pueden expresar en términos del or-
den parcial como “el maximo mas chico que..." y “el
minimo mas grande que.., respectivamente, en el
dual también se intercambian.



Tenemos ahora que estudiar dos tipos distingui-
dos de subordenes parciales.

Dado un plano 7t de una geometria proyectiva
tridimensional G, el orden parcial de 7t como plano
proyectivo, consiste de todos los elementos abajo
de 7t en el orden parcial de G (incluyéndolo a él
como maximo), y lo podemos denotar /\”.

De manera dual, para un punto P en G, deno-
temos por \/p a la visién de P: lo que ve P hacia
arriba en el orden parcial de G; es decir, \/P es el
suborden parcial de subespacios mayores o igua-
les que P que es su minimo. Veremos que

e El orden parcial, \/P (lo que ve P en
G) define un plano proyectivo isomorfo
al de los planos de G.
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Para demostrarlo, consideremos a un plano 7t que
no pase por P. Se tiene entonces que son comple-
mentarios, es decir:

PAnt=( y PVn=6.

Y esto es esencial para ver que las funciones entre
ordenes parciales (y que ya habiamos definido en
el primer nivel):

A" — Ve

G»—>G\/Py

/\7’[

o/\Tt

Ve —

o

(donde usamos a 0 como variable que representa
a un subespacio de cualquier dimension), son fun-
ciones inversas. Esto es, son biyecciones que pre-
servan el orden (la incidencia) que es lo que ha-
biamos llamado ser isomorfos.

... después de tantas vueltas parece que regresa-
mos a lo que intuian los pintores renascentistas:
“lo que vemos se puede representar en un plano”;
cada linea por el ojo representa a un punto y cada
plano a una linea.



Ya podemos demostrar el Lema 2. Si tenemos un
plano proyectivo P isomorfo al plano de un espa-
cio proyectivo G. Entonces, podemos ver a su or-
den parcial como el de un plano (pegado abajo) o
como la vision de un punto (pegado al maximo). Al
voltear el orden parcial de G para obtener el de su
dual, también se voltean los chiquitos y entonces,
podemos identificar al de P* con el de un plano de
G*; que muestra que P* también es expandible.
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1.4.7. Hipotesis de trabajo
y algo de historia

Al establecer un sistema axiomatico es impor-
tante que incluya ejemplos relevantes para no es-
tar trabajando en el vacio, e inmediatamente des-
pués se entra en el terreno ambiguo de qué tantos
ejemplos hay; y en nuestro caso —adelantamos—
hay mucho mas de uno.

Aunque en principio puede haber muchos ejem-
plos de geometrias proyectivas, nuestro interés
primordial sera estudiar qué pasa en una; en el Es-
pacio Desarguesiano que surgio de explicar como
vemos al mundo fisico. Y entonces, nuestra hipo-
tesis de trabajo es ésta:

e Nos interesa estudiar al
Espacio Desarguesiano.

Vamos a usar a los cuatro axiomas que definen
a una geometria proyectiva pero no queremos ir
mas alla de la dimension 3, para lo cual supon-
dremos que un plano y una linea siempre se in-
tersectan. Aln asi, nos vamos a encontrar momen-



tos de bifurcacion en los que habra varias posibi-
lidades a escoger; y tomaremos por principio a la
que incluye al Espacio Desarguesiano. Puede so-
nar ambiguo, y es natural la pregunta de ;por qué
no extender de una vez los axiomas para describir
con mas precision al Espacio Desarguesiano? Da-
mos dos argumentos historicos para no hacerlo.
En el cambio de siglo entre el XIX y el XX hubo
una gran ilusion de encontrar un sistema axioma-
tico que englobaray fundamentara a toda la mate-
matica; a veces se le llama el programa de Hilbert.
Esta ilusion termind con un contundente y hermo-
so balde de agua fria. En 1931, Kurt Godel demos-
tro su célebre Teorema de Incompletez que, a muy
grandes razgos, demuestra que en cualquier siste-
ma axiomatico suficientemente sensato, se van a
encontrar afirmaciones coherentes que no son de-
mostrables en ninguno de los dos sentidos (ni fal-
sa, ni verdadera). Se puede afadir como axioma en
ambos sentidos, se bifurca la teoria. Y es en este
espiritu como lo tomaremos: cuando se nos apa-
rezca el fantasma de Godel, le haremos un guino
con el ojo y el rumbo que seguiremos lo marcara
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nuestra hipotesis de trabajo.

El otro argumento esta relacionado con el li-
bro de David Hilbert (1862 - 1943), Foundations of
Geometry, publicado por primera vez en 1899 co-
mo notas de un curso que dio en la Universidad
de Gotingen. En ese texto, cuya historia editorial
es rica e interesante y que tuvo una gran influen-
cia en el desarrollo de las matematicas, Hilbert le
corrige la plana a Euclides. Presenta un sistema de
20 axiomas independientes (ninguno se deduce de
los otros) y consistentes (no conducen a una con-
tradiccion), que definen a la Geometria Euclidia-
na en su sentido clasico. Estos veinte axiomas se
presentan en grupos tematicos. Los primeros ocho
son los de incidencia y son los que tienen rela-
cion con nuestros cuatro. Con los otros 12 axiomas
se determina, dicho a muy grandes razgos, que las
rectas seran como la recta de los niimeros reales.
Creemos que esta parte de la teoria es de otra in-
dole, que se acerca mas a lo que ahora llamamos
topologia (que en el momento en que Hilbert escri-
bio ese libro atin no estaba del todo afianzada co-
mo rama de las matematicas y no se le diferencia-



ba ain de la geometria), y por eso no nos involu-
Cramos con esos 12 axiomas en primera instancia.
Lo que en este tema dicta nuestra hipotesis de tra-
bajo, es algo mas simple: hay que suponer que las
lineas son como las que intuian Euclides, Desar-
gues, Descartesy Newton; que (ahora podemos de-
cir) estan modeladas por los nimeros reales R; es
decir, que estan en biyeccion continua (jel término
topologico por excelencia!) con Ry que lo que hi-
zo Desargues es anadirles un punto nuevo o ideal,
00, al cual se llega en ambas direcciones, como lo
indican nuestros dibujos dinamicos.

Lo que hace Hilbert en su libro, es demos-
trar que esos veinte axiomas definen a la Geome-
tria Euclidiana entendida a la Descartes, dada por
coordenadas. Lo cual se puede llamar aritmetizar a
la geometria o convertirla en geometria analitica.
Mientras que lo que pretendemos hacer nosotros,
a partir de los cuatro axiomas y dos mas que sur-
giran en su momento (en los Capitulos 3y 4, res-
pectivamente), es hacer geometria sintética: argu-
mentar con base en las figuras y configuraciones
como soporte visual a los razonamientos abstrac-
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tos. Se le podria llamar Ceometria de Incidencia
(pues nuestros cuatro axiomas son de esa indole),
pero es mas correcto Geometria Visual pues tanto
los razonamientos como la motivacion estan muy
relacionados con esa capacidad del ser humano.

Es significativo lo que se puede obtener con este
enfoque y, a la vez, es un homenaje a los gedme-
tras de los siglos XVIII y XIX que, con muy pocas
herramientas conceptuales o de visualizacion co-
mo las nuestras, avanzaron e influyeron tanto en
lo que ahora entendemos como geometria.



Capitulo 2

Armonia

La armonia es un concepto elegante y profun-
do que es capaz de hilvanar a una buena parte de
la geometria proyectiva elemental a su alrededor.
Y, como es usual con conceptos fundamentales de
las matematicas, surge de distintas fuentes.

El nombre tiene que ver con la misica. Histo-
ricamente, las cuartetas armonicas se definieron
como puntos colineales, cuyas distancias cumplen
una cierta relacion. Y cuando se considera a la
cuerda vibrante (como lo hicieron los Pitagoricos):
que las notas sean “armonicas” en el sentido musi-
cal tiene todo que ver con que ciertos puntos aso-
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ciados a ellas en la linea-cuerda sean “armonicos”
en el sentido geométrico; esto lo vemos con cui-
dado en un Apéndice.

Sin embargo, resulta que esta “armonia” defini-
da originalmente por distancias, también se puede
definir en términos puramente geométricos y sin
referencia alguna a nociones métricas. El primero
que hace esta observacion es Karl von Staudt en
su libro Geometrie der Lage [?], y luego la convier-
te en una herramienta fundamental en su vision de
la geometria proyectiva.

Pero de hecho, la armonia es algo que esta inti-



mamente relacionado con las cuadriculas que he-
mos visto para arriba y para abajo. Asi que, como
motivacion previa a la construccion del cuarto ar-
monico, que se debe a von Staudt, empezamos es-
te capitulo con una dltima construccion relaciona-
da con las cuadriculas, y que puede constituir en si
misma una herramienta importante en el quehacer
del pintor.

En la siguiente seccion, demostramos las pro-
piedades fundamentales del concepto de armonia.
Y nos ajustamos al espiritu matematico de demos-
trar las afirmaciones; pues ya no basta con obser-
var lo bien que se comportan las construcciones.
Queremos entender por qué funcionany que efec-
tivamente se deducen de los axiomas.

En la tercera seccion demostramos el Teorema
de Desargues. Este es un teorema clasico y muy
importante porque marco una diferencia muy clara
entre la geometria euclidiana y la proyectiva.

Cerramos el capitulo con una generalizacion na-
tural del concepto de armonia a mas dimensiones,
que sera la herramienta de trabajo basica para el
siguiente capitulo.
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21. Motivacion y definicion

Como altima motivacion practica al concepto de
armonia, regresaremos por un momento a un pro-
blema tipico de pintor.

2141. Refinamiento de la cuadricula

Escena 14. Sabemos construir cuadriculas tan ex-
tensas como queramos, veremos ahora que tam-

144



14.2

14.3

rn

14.5

bién se pueden refinar hacia lo pequeno.

Un pintor quiere transcribir con detalle algo de
la realidad al lienzo (un cuadro en una pared late-
ral, digamos), y nos pide una cuadricula mas chica
o fina en esa zona especifica de la proyeccion.

Supongamos, para simplificar, que tenemosya a
los tres infinitos en el horizonte del cuadrilatero o
loseta basica y que ahi, dentro de ella, es donde
queremos refinar.

Es muy facil: hay que trazar a la otra diago-
nal —que pudo haberse utilizado para extender la
cuadricula con un nuevo punto de fuga D’ en el
horizonte— pues corta a la vieja diagonal, la que
va a D, en el centro geométrico de la loseta.

De ese punto, se trazan nuevas lineas “horizon-
tal” y “vertical” (a Hy a V) que parten al cuadrila-
tero basico en sus cuatro semejantes de la mitad
del tamano.

Se puede refinar alin mas trazando una nueva
diagonal para encontrar otro punto central, y de él
se trazan dos nuevas lineas en el siguiente nivel de
refinamiento de la cuadricula (de 1/4 del tamafo).

Con esto, se obtienen nuevos puntos de inter-
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seccion que permiten extender, en escalerita, la
cuadricula en este nivel.

Y se puede usar a cualquiera de los dos tipos de
diagonales para acceder a nuevos niveles de refi-
namiento.

Queda claro, entonces, que se puede refinar la
cuadricula tanto como se necesite (partiéndola a
la mitad reiteradamente).

Lo que queremos remarcar es que el andamio o
cuadricula que se genera con una loseta se pue-

14.6

14.7
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15.3

de hacer tan extenso y tan preciso como se quiera,
mientras que en el horizonte lo Gnico que se ha
usado son cuatro puntos muy especiales que lla-
maremos los puntos basicos de la loseta en su ho-
rizonte y diremos que son una cuarteta armonica.

21.2. Construccion del cuarto armonico

Escena 15. Sean A y B dos puntos distintos, y sea
X un punto en su linea; es decir, X € AV B.

El punto armoénico de X respecto a A,B (que
también vive en la linea A \V B) se construye co-
mo sigue:

Paso 1. Sea O un punto cualquiera fuera de la linea
AV B; y sea P un tercer punto en la linea OV X.
Los puntos auxiliares O y P existen por los Axio-
mas Iy NT.

Paso 2. Por los puntos que tenemos se pueden tra-
zar cuatro nuevas lineas, y sus intersecciones defi-
nen dos nuevos puntos. A saber,

Q=(AVO)A(BVP)
y R=(AVP)A(BVO).
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Aqui se usa el Axioma I, pues por construccion:
X=(AVB)A(OVP).

Paso 3. Se traza la linea Q /R que, al cortarla con
la recta original A\ B, da al cuarto arménico:

Y=(AVB)A(QVR).

Aqui, de nuevo se usa al Axioma Il, con la hipotesis
O =(AVQ)/A(BVR),obien, como lo haremos
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en adelante, se usa que los cuatro puntos estan en
un mismo plano. [

En otras palabras, podemos definir que una
cuarteta de puntos

A,X,B,Y

en una linea (notese que los estamos escribien-
do en su orden de aparicion en la linea) es una
cuarteta armonica, si afuera de la linea existe un
cuadrangulo (o loseta)

O)Q)P)R

quetiene ala linea como horizonte y con la cuarte-
ta de puntos como sus puntos basicos, es decir,

=(OVQ)A(PVR)
— (OVR)A(PVQ)
=(AVB)A(OVP)
—(AVB)A(QVR).

(en los puntos A y B concurren pares de lados
opuestos de la loseta —y entonces generan a su

horizonte—y los otros dos puntos, X y Y, estan en
donde cortan al horizonte las diagonales).

Lo que acabamos de ver en la escena es que
dados tres de los puntos, se puede construir a un
cuadrangulo exterior para encontrar asi al cuarto
armonico; el que completa a la terna para hacer
una cuarteta armonica.

Para alguien que ve esta construccion sin las ex-
periencias visuales del Capitulo 1, resulta sorpren-
dente que al mover a los puntos auxiliares O y a



P: el cuarto armonico Y, se mantiene quietesito en
su lugar. Inclusive cuando estan en lados opuestos
de la linea AV B:

Lo que nos indican las construcciones de cua-
driculas y la del refinamiento, es que los puntos
auxiliares O y P solo definen el tamano y la po-
sicion especificos de un cuadrado dentro de una
cuadricula (cuyas direcciones basicas ya estan de-
finidas en el horizonte); y entonces, como las pro-
porciones se mantienen, la segunda diagonal (que
da al cuarto armdnico) no debiera moverse en el
horizonte.

Pero también se puede argumentar al revés. Que
las construcciones de cuadriculas hayan funciona-
do tan facil, tan bien y sin ambigliedades (que las
lineas que se van trazando siempre pasan puntua-
les por los puntos por donde deben pasar); se de-
be a que hay una buena nocion de armonia. Eso
es lo que, sin recurrir a las cuadriculas, demostra-
remos en la siguiente seccion: que la construccion
del cuarto armonico no depende de los puntos au-
xiliares; y por lo tanto, que al fijar un horizonte, si
existe una buena nocion de semejanza de parale-

79

lepipedos; entonces, movera O ya P sélo equivale
a viajar entre ellos.

Pero antes de pasar a esa demostracion funda-
mental debemos senalar varias cosas. La primera
es que la construccion del cuarto armonico se ex-
tiende bien para X en toda la recta.

Cuando X se mueve, Y se mueve (y “armonica-
mente”, vale ahora el calificativo) en la direccion
opuestay se cruzan puntuales en Ay en B. Es de-
cir: A,B,B,By A, A, B, A son cuartetas armoni-
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cas pues ahi (cuando X = B o X = A), la cons-
truccion del cuarto armonico se colapsa correcta-
mente (en el sentido de que algunos puntosy algu-
nas rectas se identifican, pero las definiciones de
la construccion funcionan bien). Aunque a la defi-
nicion posterior —por la existencia de un cuadran-
gulo exterior— habria que retocarla para integrar a
estos casos particulares o degenerados.

También hay que remarcar que la nocion de ar-
monia necesita al Espacio Desarguesiano para ex-
presarse con plena nitidez:

Al mover a X de estar cerca de B a estar cerca
de A (al recorrer el segmento de B a A), su armo-
nico Y recorre lo de afuera en la linea AV B yen
alglin momento cambia de lado: ahi es cuando usa
al punto ideal de la recta. Mas precisamente:

e Cuando X es el punto medio entre A y
B, su arménico Y es el punto ideal o al
infinito de la recta A\ B.

Asi que a travéz de la construccion del cuarto ar-
monico, poder determinar puntos medios es equi-
valente a poder trazar paralelas. La demostracion
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de este hecho la indicamos en los tres ejercicios
siguientes.

EJERCICIO. Haz una construccion del cuarto armonico en
la que los puntos auxiliares con los que se empieza no
son colineales con X sino con A o equivalentemente,
con B.

EJERCICIO. Adecla la construccion del cuarto armonico
(usando al ejercicio anterior) para construir la parale-
la a la recta AV B que pasa por un punto Q fuera de
ella, usando la herramienta euclidiana que da el pun-



16.1

16.2

to medio. Si conoces al punto medio, puedes trazar la
paralela.

EJERCICIO. Y al revés, construye al punto medio de dos
puntos dados, usando la herramienta de paralelasy la
construccion del cuarto armonico. Si conoces una para-
lela, puedes encontrar al punto medio.

Veremos ahora a la construccién dual, que, por
el principio de dualidad, se obtiene de cualquier
construccion en el plano intercambiando puntos
por lineas y cunas por picos; hacemos un ejemplo
de este principio para dejar constancia en el libro.

Escena 16. Dadas tres lineas concurrentesy copla-
nares a,b,x con a # b, vamos a construir su cuar-
ta linea arménica, y, que concurre con las tres.

Sea L el punto donde concurren, L = a/Ab (que
es el dual de la linea { = A\ B en la construccion
anterior), para que podamos indicar ahora con los
puntos A, B, X a las correspondientes lineas en
mindsculas(a=LV A, b=LVB,x=LVX).

En el Paso 1, se tomaban dos puntos auxiliares
O y P colineales con X. Ahora debemos conside-
rar dos lineas auxiliares 0 y p concurrentes con X;
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en la escena, la linea o esta determinada por los
puntos libres Oy O’y la linea p por el punto P.
Podemos definir entonces a cuatro puntos

a/No,a/Ap,b/ANo,bAp.
Y estos determinan dos nuevas lineas,
q=(aNo)V(bAp) y r=(aAp)V(bAo)

que se cortan en un punto Y = q/\. La linea ar-

16.3

16.4

16.5
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monica de x respecto a a, b, es entonces
y=LVY.

Observa que la construccion no depende de las li-
neas auxiliares. Experimenta con ella para verificar
que se comporta de manera analoga o dual a la del
cuarto armonico para puntos.

En esta construccion ya no fuimos explicitos en

qué axioma se usaba en cada caso pues depen-
de fuertemente (la construccion) de que todos los
elementos estén en un plano y entonces, como ya
mencionamos, los axiomas se simplifican y se dua-
lizan. Cuando veamos que la armonia se preserva
por proyecciones, se tendra, junto con el ejercicio
siguiente, que la armonia en lineas concurrentes
equivale a que una linea las corte en una cuarteta
armonica.
EJERCICIO. En la construccion anterior, demuestra que
las cuatro lineas que no estan en la cuarteta armoni-
ca de lineas concurrentes, cortan a ésta en una cuarte-
ta armonica de puntos colineales. Lo puedes hacer sin
trazar lineas nuevas; indicando el cuadrangulo exterior
que implica a la armonia.
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2.2. Principios basicos

El objetivo de esta seccion es demostrar los pri-
cipios basicos que sustentan a la armonia. Al pri-
mero de ellos lo llamaremos “Teorema Armonico”
pues establece que la nocion de armonia esta bien
definida. El segundo, senala que su relacion con las
proyecciones es entranable; y resulta que las dos
demostraciones son como hermanas. El tercero, es
la elegante simetria que ostenta la armonia; y pa-
ra cerrar la seccion vemos una aplicacion que la
incorpora como algo muy comin en nuestro en-
torno cotidiano. De aqui, también obtendremos el
primer ejemplo de plano proyectivo que no es el
Desarguesiano.

2.21. Teorema Armonico

Teorema 1 (Armoénico) La construccion del cuarto
armonico no depende de los puntos auxiliares.

Escena 17. (Demostracion) Consideremos una
construccion del cuarto armonico con los mismos
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elementosy la misma notacion de la seccion ante-
rior, pero ahora, pintada toda de azul.

Debemos demostrar que si hacemos otra cons-
truccion, con distintos datos (ahora con nombres
primadosy de color rojo), llegamos al mismo pun-
to Yen larecta AV B.

Lo haremos en dos casos.

El primer caso, que es el principal, es cuando el
punto O’ con el que empezamos la segunda cons-
truccion esta en un plano diferente del que pode-

BETA $ K Q@ OA0X
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mos llamar el plano azul en donde se hizo la pri-
mera construccion.

Esta es la primera vez que presentamos una escena
tridimensional; y aunque muchas veces nos hemos re-
ferido al espacio (pues nuestra motivacion escencial es
como lo vemos), todas las figuras que hemos presenta-
do hasta ahora han sido estrictamente planas.

ProGeo3D también tiene la posibilidad de trabajar en
3 dimensiones, de ahi su nombre.

Para ver que algo dibujado en una pantalla esta en
3D se necesitan dos cosas: que esté con buena perspec-
tiva (una proyeccion al lienzo-plantalla desde un punto,
llamado la camara) y que se mueva rigidamente. Pues
si se esta moviendo, nuestro cerebro sabe muy bien in-
terpretar los cambios relativos en las imagenes como si
estuvieran causados por la tridimensionalidad del ob-
jeto. “No es que la distancia de un punto A a un pun-
to B esté cambiando caprichosamente” -presupone de
acuerdo a su experiencia dentro del espacio fisico- “es
que ambos estan girando rigidamente junto con todo el
objeto del que son parte y entonces uno se esta “ocul-
tando” detras del otro”, concluye. Y de hecho nuestro
cerebro nos obliga a verlos asi aunque sea una figura
abstracta (la asocia con una escultura rigida y giratoria



hecha de alambres y micas de colores).

Para explorar, mover y trabajar una construccién 3D,
aparecen nuevos botones abajo en la pantalla. El pri-
mero de izquierda a derecha es el que cambia entre 3D
y 2D. Le sigue uno que muestra o esconde al plano 2D de
referencia (el plano-xy, podriamos decir). Luego viene
el de la caja: se muestra o no, la caja que se usa como
referencia para dibujar la construccion que, preferente-
mente, consta de objetos en ella; cuando esta puesta,
la extension de los planos mas alla del triangulo que

BETA $ K Q@ OA0X
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los define (seleccionando un punto y luego arrastrando
para seleccionar el par restante) se puede dibujar. Y por
altimo, esta el que extiende las lineas hasta su punto
ideal, o de fuga, que conviene no tener activo pues co-
mo no corresponde a nuestra experiencia cotidiana de
los objetos fisicos, confunde al sistema perceptivo.

En 3D cambian un poco las funciones del seleccio-
nador. Como antes, al hacer click en un punto se le se-
lecciona y si se arrastra, el punto se mueve en el mismo
plano paralelo al de la pantalla, en el que vive. Pero si se
hace click en una zona donde no hay objetos cercanos,
se agarra a toda la construccion y se le gira arrastrando
al ratén. De tal manera que ahora se le pueda cambiar
la “profundidad” a cualquier punto. Los controles para
trasladar toda la escena y el de la lupa funcionan igual.

Por dltimo, notese que ahora el boton de
“play/pause” siempre esta activo: al oprimirlo, to-
da la escena gira como pirinola alrededor del eje
vertical (o se detiene).

Regresando a nuestra demostracion, teniamos
como primer caso que los planos (A BV O) (el
plano azul)y (A B\ O’) (el plano rojo) son dis-
tintos.

La idea maestra de la demostracion es encon-
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trar a un punto desde el cual no se distingan las
construcciones; descubrir por ahi a un “voyeur
tuerto” que las confunda.

Puesto que las lineas auxiliares O V Py O’ \V P/
inciden en el punto X; es decir, puesto que

X=(0OVP)A(O'VP),

el Axioma Il nos da que las lineas OV O’y PV P/
se cortan: ese es nuestro “voyeur”. Sea

V=(0OVO)A(PVP);

BETA $ K Q@ OA0X
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y es tal que no distingue a O de O’ nia P de P'.
Falta ver que V no distingue a la construccion

azul de la roja; que la proyeccion del plano azul

en el plano rojo desde el punto V, manda a una

construccion en la otra; o bien, que prendiendo un

foco en V una es la sombra de la otra.
Consideremos los planos

AVOVO' y BVPVP,
Ambos contienen a V pues esta en las rectas
ovQO y PVP.
Ambos contienen a Q, pues
Q=(AVO)A(BVP),
y también contienen a
Q' =(AVO)A(BVP).

Por lo tanto, estos tres puntos (V, Q y Q') estan
en la linea de interseccion de los dos planos;y en-
tonces V tampoco distingue a Q de Q'.
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De manera analoga, se prueba que V, Ry R’ es-
tan alineados.

Asi que a los Ultimos trazos en los planos azul
y rojo, V los ve como idénticos; ambas construc-
ciones concluyen con que el cuarto armonico de X
respectoa A, B es lainterseccion de lalinea AV B
con el plano

VVQVR=VVQ VR.

Queda el caso en que los puntos auxiliares O y

BETA $ K Q@ OA0X

P
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O’ son coplanares. Pero este caso se sigue de que,
or el Axioma lll, podemos tomar un tercer pun-
to O” fuera de ese plano y entonces, por el caso
anterior, la construccion coincidira con ambas. [

Hay que remarcar que lo que hace que la demos-
tracion funcione es que hay tres dimensiones. En
la siguiente seccion veremos que se le podria dar
la vuelta a lo de la tercera dimension, pero habria
que asumir en el plano a otro axioma.

2.2.2. Invarianza bajo proyecciones

Una ligera variante de esta demostracion, da
que:

Teorema 2 Una proyeccion de una cuarteta armo-
nica es también una cuarteta armonica.

Escena 18. (Demostracion) Para verlo, considere-
mos a una terna colineal de puntos

A,X,B

Esc:17Tbt
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y a su proyeccion desde un punto V en una linea-
lienzo en donde sus imagenes seran primadas; es
decir, se proyectan respectivamente en los puntos

Al X\ B

Y todo esto sucede en un plano que llamaremos 7t
Queremos demostrar que el cuarto armonico Y en
la linea-fuente se proyecta desde V también en el
cuarto armonico Y’ de sus primados en la linea-
lienzo.
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A diferencia del caso anterior, el voyeur es aho-
ra un invitado distinguido entre los datos. Pero la
idea es la misma, utilizar a la tercera dimension,
aunque lo que ahora debememos escoger con cui-
dado es a los puntos auxiliares para que el voyeur
V vuelva a confundir las construcciones.

Por el Axioma Ill, podemos tomar un punto au-
xiliar O fuera del plano 7ty entonces escogemos a
O’ en la linea V'V O.Y para un tercer punto P en
la linea OV X ya tenemos que definir:

P = (VVP)A(O'VX).

Entonces, e igualito que en la escena anterior,
usando a dos planos se demuestra que cada pun-
to que se construye en un “piso”, queda en pers-
pectiva desde V (es decir, alineado con V) con el
analogo del otro piso.

Asi que, de nuevo, el dltimo trazo de ambas
construcciones queda dentro de un plano por V.
Y su interseccion con el plano 7t es la linea que de-
biamos exhibir. U]

Al final del capitulo anterior, en la escena de la

18.2

18.3

18.4
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casita, dejamos en el aire a la pregunta de como se
encontro el punto medio de uno de sus lados pa-
ra subir ahi el techo. Se puede hacer con trazos de
lineas diagonales, pero con la teoria que ya tene-
mos, podemos contestar que debe de ser el armo-
nico del punto de fuga respecto a los extremos de
ese lado de la casita. Pues se trata de una proyec-
cion, éstas preservan armonia como acabamos de
demostrar, y en el “mundo real”: el punto medio es
armonico del punto al infinito que se proyecta en
el punto de fuga. Para encotrar a ese “punto medio” se
puede usar la herramienta “Armonia” con la que prime-
ro se selecciona a un punto (con un click) y después a
una pareja (arrastrando al primer punto hacia el segun-
do) para obtener al cuarto arménico correspondiente.
EJERCICIO. Con lineas verticales, divide en cuatro partes
iguales al otro lado de la casita.

2.2.3. Simetria de la armonia

Aunque a veces hablemos de “cuartetas armo-
nicas” a la ligera, debe quedar claro que se trata
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de una simplificacion; de economia en el lenguaje.
Pues en realidad, la nocion de armonia se refiere
a dos parejas -y lo que se sobreentiende es que la
cuartetayaviene partida en dos mitades. Y cuando
se dan a los cuatro puntos como lista, las parejas
son las alternadas.

Escena 19. En los ejemplos anteriores (que respe-
tan la notacion de la primera construccion) A, B,
son una pareja mientras que X, Y, forman la otra.
Esto si queda bien explicito al decir “Y es el armo-
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nico de X respecto a A, B”. En esta frase, como en
la construccion del cuarto armonico (en pantalla)
es claro que el papel que juegan A y B es simeé-
trico; es decir, si cambiamos el nombre a estos dos
puntosy seguimos a ciegas la receta, llegamos a lo
mismo (aunque en el camino algunos nombres au-
xiliares se trastoquen). Ademas, se sobreentiende
que Ay B son distintos pues definen una linea.

Pero en la otra pareja, la construccion no es si-
métrica: X fue dato y su armonico Y salio como
resultado. Sin embargo, y como consecuencia del
Teorema Armonico, es facil ver que al dara Y co-
mo dato, se pueden escoger adecuadamente a los
puntos auxiliares para que el mismo cuadrilatero
externo de la construccion, nos regrese a X. Asi
que dentro de esa pareja también hay simetria; y
es correcto decir “X, Y, son arménicos respecto a
A, B”, sin que en ninguna de las parejas haya un
orden preestablecido mas alla del lenguaje escrito
que nos obliga a darlo.

Lo que no se sigue de la construccion, y vamos
a demostrar ahora, es que la armonia también es
simétrica respecto a las parejas.
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Teorema 3 (Simetria de la armonia) Si X, Y, son
armonicos respecto a A, B, y son distintos (X #Y),
entonces A, B, son arménicos respecto a X, Y.

Demostracion. Consideremos una construccion del
cuarto armoénico Y, de X respecto a A, B.

Sea C el punto de interseccion de las dos dia-
gonales (verdes). Aqui necesitamos la hipotesis de
que X # Y para que sean dos lineas distintas.

De C podemos trazar lineasa A y a B, las ama-
rillas. Que, al cortarse con las lineas del cuadrila-

19.2
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19.6

tero exterior (las azules), nos dan cuatro nuevos
puntos: los colorados.

Al dibujar las cuatro lineas (moradas) que que-
dan por trazar entre los puntos colorados, resul-
ta que van y le pegan por parejasa Xy a Y. Es-
tas alineaciones de tres puntos, o co-incidencias,
no son casualidad o cuestion del dibujo: son con-
secuencia del Teorema Armonico. Por ejemplo, la
linea morada de arriba que pasa por Y, hace pre-
cisamente eso pues el pequeno papalote del que
es diagonal es el que surge de la construccion del
cuarto armonico al arrancarla con Cy P como au-
xiliares en vez de con O y P como se hizo original-
mente.

De manera analoga, se obtienen las otras tres
co-incidencias usando a los otros tres papalotitos
en que se partio el papalote original.

Al borrar las primeras lineas (azules y verdes), la
configuracion demuestra que A, B, son armonicos
respecto a X, Y, como queriamos. O

A esta configuracion completa ya la habiamos
visto en la escena de movimientos hiperbolicos
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(§1.2.3) y la volveremos a ver pues sera importante.
La llamaremos la configuracion 13-13 pues tiene 13
puntos y 13 lineas y mucha simetria.
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2.2.4. Sucesiones armonicas, el Plano
de Fano y caracteristica

Para terminar esta seccion de principios basi-
cos, queremos subrayar que los efectos de la ar-
monia estan presentes en nuestro mundo visual
cotidiano.

Llamaremos sucesion armoénica —la razon del
nombre quedara claro en la construccion— a la
proyeccion de una sucesion (en el Espacio Eucli-
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diano) de puntos alineados y equidistantes de sus
dos vecinos (la manera usual en que metemos mé-
tricamente a los nimeros naturales en una recta).
De tal manera que nuestro mundo visual contem-
poraneo esta atiborrado de ejemplos, lo que ve-
mos cuando vemos: los postes en una avenida, las
ventanas en un edificio, los barrotes en una reja
y, por supuesto, el ejemplo paradigmatico que son
los durmientes en una via de tren en el desierto.
Escena 20. Si un pintor nos da una linea con tres
marcas, digamos que son 0, 1y 2, que estan en
donde se ven tres puntos alineados tales que uno
deellos (el T) esta a la misma distancia de los otros
dos (en la realidad, no en el lienzo). Entonces con
la armonia y sus propiedades que hemos demos-
trado, se determina en donde, en qué puntos de la
linea en el lienzo, se deben dibujar el resto de los
nlimeros enteros; y €so es una sucesion armonica.

Primero, el infinito (o punto de fuga de la pro-
yeccion de esa linea), 0o, debe ser el armonico del
1 respecto al Oy el 2. Pues el 1 es el punto medio
entre el Oy el 2 en la linea real y las proyecciones
preservan armonia.
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20.3

20.4

Notese que en la escena se uso como punto au-
xiliar para la construccion del cuarto armonico al
punto ideal en la direccion perpendicular a la recta
(nos garantiza que esta afuera y lejos).

Con el infinito ya determinado en la linea; el 3
debe ser el cuarto arménico del 1 respecto a 2 e
00, pues el 2 es el punto medio entre el Ty el 3.

El 4 debe ser el armonico del 2 respectoa 3 e
0. Y, en general, la sucesion se puede prolongar
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tanto como se quiera en las dos direcciones, pues
n—I,nn+1,00

es una cuarteta armonica para cualquier entero n.
Asi que el punto n+ 1 se puede obtener como el
cuarto armonico de n— 1 respecto an e oo; y en
la otra direccion, el n — 1 se obtiene como el ar-
monico de n+ 1 respecto a n e oo.

EJERcICIO. Con los mismos datos de la escena anterior,
constriiyase un tramo de la sucesion 2™.

Sin embargo, de esta construccion que ilustra
como la armonia se expresa en nuestra percepcion
cotidiana (hay que explorar la escena para conven-
cerse), surge la primera bifurcacion en la teoria. No
hay nada en los axiomas que garantice que las su-
cesiones que acabamos de definir sean infinitas.

Es una particularidad del Espacio Desargue-
siano que, suponiendo que empezamos de 0, 1 e
00, en cada paso se obtenga un punto distinto. Di-
remos que la geometria es de caracteristica k si, en
este proceso de construccion de una sucesion ar-
monica: k es el primer entero que nos da un punto

Esc:20Tht



ya considerado. Y cuando no existe tal entero (co-
mo en el plano Desarguesiano) diremos que es de
caracteristica cero —aunque quiza debia llamarse
infinita, la costumbre es usar el 0 y nos alineamos
a ella.

Y para ver que tiene sentido esta definicion, pre-
sentamos al Plano de Fano, que se [lama asi en ho-
nor de su descubridor, el matematico italiano Gino
Fano (1871 - 1952). Surge de la configuracion con
que se define al cuarto armonico. En el Gltimo pa-
so, cuando se declara que Y es la interseccion de la
linea AV B con la linea Q VR, no hay nada en los
axiomas que nos lleve a concluir que Y es distinto
de X; el dibujo dinamico asi lo indica porque es-
ta modelado en el Plano Desarguesiano, pero los
axiomas no lo implican.

De hecho, y esta es la observacion de Fano: si
declaramos que X =Y, tenemos definidos 7 pun-
tos y 7 lineas en la figura (lo llamaremos una con-
figuracion y a la altima linea la tenemos que cur-
vear para que pase por los 3 puntos que le tocan)
en la que cada linea tiene tres puntos y por cada
punto pasan tres lineas; ademas, cumple los Axio-
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“RLANO DE
FANO

mas |, Il y NT. Es el primer ejemplo —y el mas chico
posible— de un plano proyectivo finito. jTiene ca-
racteristica 2! Si en una linea cualquiera se nom-
bran 0, 1 e 0o a los puntos y se construye al 2 por
la construccion del cuarto armonico, se regresa al
0y ademas se utiliza en la construccion a todo el
plano.

Puesto que la armonia va a ser nuestra herra-
mienta principal de los proximos dos capitulos, de-
bemos suponer que la caracteristica de la geome-



tria proyectiva en la que trabajamos es distinta de
2. Asi, el cuarto armonico es un cuarto punto cuan-
do la terna con que se empieza es una terna.

Fano también descubrio al siguiente plano pro-
yectivo finito. Tiene caracteristica 3, y surge de la
configuracion 13-13 que usamos en la escena del
apartado anterior. Hay que observar que todas las
lineas tienen 4 puntos excepto las 4 Gltimas que
tienen 3 (las moradas). Dualmente, por todos los
puntos pasan 4 lineas excepto por 4 (los del cua-
drangulo exterior a la linea AV B), por los que pa-
san 3. Hay una Unica manera de asignarle a estos
4 puntos (a los que les falta una recta) una de las
4 lineas (que andan buscando a un punto), de tal
manera que al decretar esas pertenencias se cum-
plan los Axiomas | y Il (el NT ya lo cumplen).

Asi que hay planos proyectivos finitos, descu-
biertos hacia el final del siglo XIX por Fano. Han re-
sultado ser muy importantes para las aplicaciones
en areas como la criptografia moderna; y también
han sido semillero de problemas matematicos de
investigacion. Se les estudia en un area bouyante
de la matematica contemporanea.

94

2.3. Teorema de Desargues

Dejamos por un momento a la armonia para pre-
sentar y demostrar en esta seccion al famoso Teo-
rema de Desargues. Es el resultado fundacional de
la geometria proyectiva, en el sentido de que es un
resultado que necesita al Espacio Desarguesiano
para expresarse con la elegancia que se merece y
a la vez es un teorema que sorprende por su fina
relacion con las dimensiones 2y 3.

En el Gltimo apartado regresamos a la armonia,
viendo que con ella se relacionan tres teoremas fa-
mosos: el de Ceva, el de Menelaoy el de Desargues.

2.31. ElTeorema en dimension 3

La idea basica de nuestra demostracion del Teo-
rema Armonico fue encontrar a un punto que ve lo
mismo, el “voyeur”, para el cual dos construccio-
nes, que parecian independientes, estan en pers-
pectiva. Pero la construccion del cuarto armonico
es complicada. El Teorema de Desargues se refiere
a una situacion mas sencilla: dos simples triangu-
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los en perspectiva (por ahi hay un voyeur que los
confunde).

Escena 21. (Definicion) Dos triangulos estan en
perspectiva si hay una correspondencia entre sus
veértices para la cual, las lineas por vértices corres-
pondientes son concurrentes (es decir, si ABC y
PQR son los triangulos ya en el orden preferente
de la correspondencia, se tiene que AV P, BV Q
y CVV R son lineas concurrentes); el punto de con-
currencia es llamado el foco de la perspectiva.

< 3/4 >
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Y se dice que estan en perspectiva axial si las
parejas de lados correspondientes (AVBy PV Q,
BVCyQVR,CVAYyRVP)se cortan en tres
puntos que son colineales; la recta que los contie-
ne es el eje de la perspectiva axial.

Por un triangulo se entiende una terna de pun-
tos no colineales, llamados sus vértices (sin un or-
den preestablecido), junto con las tres lineas que
generan las parejas, llamadas sus lados. Al escri-
bir o especificar la terna se escoge por necesidad
un orden, y en la notacion para triangulos, simple-
mente estamos yuxtaponiendo los nombres; este
orden se puede aprovechar, como lo hicimos, para
las definiciones anteriores que requieren de una
correspondencia.

Teorema 4 (de Desargues) Dos triangulos estan
en perspectiva si y solo si estan en perspectiva
axial (y con el mismo orden).

La demostracion se parte naturalmente en dos
casos. Cuando los planos que generan los triangu-
los son diferentes (y la configuracion del teorema

21.3
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vive en el espacio de dimension 3), y cuando son
el mismo plano (el caso de dimension 2).

Escena 22. (Demostracion en 3D) Consideremos
dos triangulos, ABC y PQR, que generan planos
distintos. Supongamos primero que los triangulos
estan perspectiva desde el punto V. Puesto que

V=(AVP)A(BVQ),
el Axioma Il nos da un punto
Z=(AVB)A(PVQ).
Analogamente, obtenemos

X=(BVC)A(QVR),
Y=(CVA)A\(RVP).
Y estos tres puntos estan alineados pues estan en

la interseccion de los dos planos (jdistintos por hi-
potesis!) que generan los triangulos:

X,Y,Ze (AVBVC)A(PVQVR).

Lo cual demuestra que los triangulos estan en
perspectiva axial.

22.6
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Inversamente, supongamos que los lados co-
rrespondientes de los triangulos se intersectan.

Esto da tres planos cuya interseccion es un pun-
to V; y por parejas, los planos se intersectan en
lineas que contienen a los pares de vértices co-
rrespondientes y, por supuesto, a V. Es decir, los
triangulos estan en perspectiva. L]

Esc:22Thbt



2.3.2. Configuracion de Desargues

La demostracion del Teorema de Desargues en
tres dimensiones, y en ambas direcciones, consis-
te en reconocer que, aunque en el enunciado so-
lo se habla de puntos y lineas, las hipotesis impli-
can la existencia de planos. Y estos planos condu-
cen, con contundencia, a la conclusion. Si presta-
mos atencion a los planos que se usaron y como
se usaron, obtenemos que en la configuracion que
involucra el enunciado del teorema aparecen otras
nueve instancias de ese mismo teorema.

Se usaron cinco planos en la demostracion: dos
de los triangulos y tres mas que son los lados de
una piramide triangular y que se intersectan en el
foco. Obsérvese que hay 10 puntos y 10 lineas. Por
cada punto pasan 3 lineas, cada linea contiene 3
puntos y en cada plano hay 4 lineas y 6 puntos. Lo
que esta pasando es que cada par de planos defi-
ne a una linea (por interseccion) y cada terna a un
punto; hay 10 subconjuntos de tamano 2 0 3 de un
conjunto de 5 elementos. La estructura de inciden-
cia de la Configuracion de Desargues corresponde
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(con orden inverso) a la de los subconjuntos de ta-
manos 1,2y 3 de un conjunto de 5 elementos.
Siconsideramos a una terna de planos, se deter-
mina a un punto que sera el foco de una perspecti-
va; los dos planos restantes se intersectan en el eje
de la perspectiva axial correspondiente y en ellos
se determinan dos triangulos por interseccion con
las lineas por el foco.
Escena 23. Se ilustran las diez instancias del Teo-
rema de Desargues al ocultar o mostrar colores.

= (N P K Q@ HAGX
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2.3.3. Demostracion 2D

Cuando vemos unaimagen fija en un planoy con
un solo ojo, no hay manera de saber si realmen-
te es plana o es una proyeccion de algo tridimen-
sional pues podria ser ambas. La demostracion si-
guiente se aprovecha de este hecho.

Escena 24. (Demostracion de Desargues en 2D).
Sean ABC y PQR dos triangulos en perspectiva
desde un punto V en un plano 7.

1/6 >
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Sea O un punto cualquiera fuera de 7t. Cons-
truiremos una version tridimensional de esta figu-
ra plana, pero tal que O no pueda distinguirlas. Al
aplicarle la version 3D del teorema, O vera on cla-
ridad a la linea que buscamos.

Sea A’ un punto distinto de A en la linea OV A.
Al mantener a B y a C en su lugar, ya tenemos un
nuevo triangulo rojo A’BC fuera del plano.

Para “sacar del plano” al triangulo azul (y en
perspectiva con el nuevo rojo), debemos tomar

P'=(OVP)A(A'VV)

(usando al Axiomallcon A = (OVVA')A(PVV)).
Entonces, los triangulos A’'BC y P’QR estan en
perspectiva desde V. Por tanto... estan en perspec-
tiva axial y obtenemos a su eje.

La proyeccion de este eje desde el ojo O al
plano 71, es entonces el eje de perspectiva axial
de los triangulos originales; O no distingue a las
figuras... y si fuera la camara, asi veria a la escena.

Por el principio de dualidad, se obtiene la de-
mostracion en el otro sentido (perspectiva axial

24.3
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implica perspectiva); pues, en el plano, que dos
triangulos estén en perspectiva es el dual de que
estén en perspectiva axial. ]

EJERCICIO. Usando al Teorema de Desargues, demuestra
al Teorema Armonico en el plano sin salirte de él. La
idea es la misma, usar al “voyeur” V tal como se definio
en la demostracion que usa al Axioma lll.

2.3.4. Armonia entre Ceva y Menelao

El uso del Axioma IIl, que asegura que estamos
en dimension 3 0 mas, fue basico para la demostra-
cion del Teorema de Desargues. Tan es asi, que en
el plano no se puede demostrar y entonces se usa
como Axioma para definir a los Planos Proyectivos
Desarguesianos en los cuales se le asume como
cierto. El Gltimo ejercicio, demuestra que en estos
planos se tiene bien definido el concepto de armo-
nia. Veremos ahora como con el Teorema deDesar-
guesy la armonia, se relacionan a las configuracio-
nes de Cevay de Menelao que ya aparecieron en la
escena del cubo en perspectiva (1.3.4).
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Un caso muy particular y relevante de dos trian-
gulos en perspectiva, es lo que habiamos llamado
una configuracion de Ceva: un triangulo con tres
puntos en sus lados, tales que las lineas a los vér-
tices opuestos son concurrentes. El punto de con-
currencia es el foco de la perspectiva, y también es
llamado el punto de Ceva de la configuracion.
Escena 25. Sea ABC un tridanguloy sean P, Qy R
puntos en sus lados que definen una configuracion
de Ceva.

1/6 >
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Notese que la manera mas elegante de definir-
los es con el foco de la perspectiva, que hemos de-
notado D, como un punto libre en el plano y los
tres puntos extras de la configuracion, P, Q, R, ob-
tenidos como interseccion de las lineas a los ver-
tices opuestos con los lados del triangulo.

El Teorema de Desargues implica que los lados
correspondientes se cortan en puntos colineales:

X=(BVC)A(QVR),
Y=(CVA)A(RVP),
Z=(AVB)A(PVQ).

Y esto es lo que habiamos llamado una configura-
cion de Menelao: un triangulo ABC junto con pun-
tos en sus lados que son colineales.

Hay que observar que en cada lado del triangu-
lo original (e.g., A\ B) se tiene ahora una cuarteta
armonica (e.g., A,R, B, Z)y esto se demuestra con
el cuadrangulo exterior que forman los otros pun-
tos originales (e.g., D, P, C, Q).

Asi que hemos demostrado la mitad del siguien-
te teorema:
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Teorema 5 (armonia de Ceva y Menelao) Una con-
figuracion es de Ceva si y sélo si su configuracion
arménica es de Menelao.

Donde entendemos que la configuracion armo-
nica de tres puntos en los lados de un triangu-
lo, consiste del mismo triangulo junto con los tres
puntos armonicos respecto al par de vértices en
cada uno de los lados.

Para concluir la demostracion del teorema, hay

1/6 >
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que observar que dada una configuracion de Me-
nelao, al trazar lineas de los puntos en los lados al
vertice opuesto del triangulo, se obtiene justo al
dual de una configuracion de Ceva. Aplicandole a
ella la direccion del teorema que ya hemos demos-
trado (usando al principio de dualidad), se obtie-
ne una configuracion de Menelao en el plano dual;
que en el primal consiste en tres lineas inciden-
tes respectivamente con los veértices del triangulo
y que ademas son concurrentes. Sus interseccio-
nes con los lados opuestos del triangulo son ahora
la configuracion de Ceva deseada. [

EJERCICIO. Haz la construccion paso a paso y escribe la
demostracion de que la configuracion armonica de una
configuracion de Menelao es de Ceva. Hay que dualizar
la demostraciony la construccion de la escena anterior.
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2.4. Reflexiones Armonicas

Terminamos el capitulo de armonia regresan-
do al tema de los movimientos geomeétricos; pero
ahora con mayor precision y formalidad de lo que
lo hicimos en el Capitulo 1, pues ya podemos defi-
nir a nuestra herramienta basica para estudiarlos.

Se puede pensar al efecto final de un movimien-
to como una transformacion de un cierto conjun-
to (o espacio) en si mismo. Y aunque no se pueda
llegar a el de manera continua como “el efecto fi-
nal de un movimiento”, sino que su efecto esta alli
de golpe y porrazo; el ejemplo mas comin, con-
tundente y mundano de una transformacion es la
reflexion en un espejo. Actila sobre los objetos de
este mundo y los sitla en “otro” que espacialmen-
te superponemos con éste de manera natural y lo
pensamos como “el mismo”.

Resulta ademas que la generalizacion matema-
tica de estas transformaciones geométricas adqui-
rieron en el siglo XX una gran importancia teori-
ca. Las reflexiones o involuciones, han sido obje-
to de atencion y se asocian con nombres de geo-



metras muy relevantes del siglo XX, como son el
inglés-canadiense H. S. M. Coxeter (1907 - 2003 ) y
el belga-francés Jacques Tits (1930 - ).

En esta dltima seccion definimos a las reflexio-
nes armonicas. Vemos que se puede considerar a
la armonia como su version unidimensional y que,
a la vez, generalizan muy limpia y nitidamente a
las reflexiones de nuestro mundo, que llamaremos
reflexiones euclidianas. Luego vemos sus propie-
dades basicas y concluimos con dos apartados en
los que vemos ejemplos asociados a una configu-
racion que ha aparecido desde el principio en este
libro y desde miultiples puntos de vista, pero a la
que no hemos dado la atencion debida como obje-
to geomeétrico en si. De su estudio como ejemplo,
desprendemos las nociones centrales y abstractas
de grupos que usaremos despues.

2.41. Definiciones

En el mundo real, llamamos reflexion al efecto
de un espejo:
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“Un plano que actla sobre los puntos
del espacio mandandolos del otro la-
do (de ese plano) de tal manera que un
punto y su imagen estan siempre a la
misma distancia del espejo.”

Por supuesto, esto no es estrictamente cierto.
Estamos claros que lo que hace un espejo real es
simplemente reflejar los rayos de luz. Pero lo hace
con tal orden y exactitud que nuestro aparato per-
ceptivo reconstruye objetos perfectamente plau-
sibles y coherentes, aunque inexistentes mas que
como imagen. Sabemos que no actiia sobre todo el
espacio sino sobre un sélo lado del espejo y ade-
mas, apenas sobre un subconjunto pequefito (tipi-
camente un bafno). Sin embargo, la abstraccion ma-
tematica de una reflexion, lo que entenderemos de
aqui en adelante por reflexion, si actlia sobre todo
el Espacio Euclidiano y de la misma manera: pre-
servando distancias, se intercambian los dos lados
de un espejo, que ahora es un plano en toda su ex-
tension y magnitud.

Otra manera de describir el efecto de una refle-



xion es considerar al haz de lineas perpendiculares
al espejo: cada una de ellas se voltea, se refleja, en
su punto de interseccion con el espejo. Si nos re-
incorporamos al Espacio Desarguesiano, este haz
de lineas es el haz concurrente en un punto ideal y
en cada una de éstas lineas, la transformacion es
el apareamiento de armonia respecto a ese pun-
to ideal (en el infinito) y el punto en el que corta
la linea al espejo; pues el punto medio entre cada
punto-fuente y su punto-imagen esta en el espejo.

Llamaremos reflexion armonica a la generaliza-
cion natural de esta idea:

e Dado un plano 7, llamado el espejo, y un punto C
fuera de 7, [lamado el centro: la reflexion arménica
que determinan 1ty C es la transformacion que a
cada punto X le asocia el punto X' € C\V X que
es armonico de X respecto al centro C y al espejo
7t (mas precisamente: al punto en el espejo 7 por
donde pasa la linea C\/ X).!

lcuando se trabaja con reflexiones armonicas, conviene
suponer, como ya habiamos indicado, que la caracteristica
es distinta de 2 para que no sean la funcion identidad.
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Escena 26. Por supuesto, esta definicion también
tiene sentido en un plano cuando el espejo es una
linea e que no contiene al centro C -es lo que te-
nemos en la figura con el espejo e en negro. La
cuarteta

C, X, (CVX)Ae, X

es armonica para cualquier X. (Seobtienea X’ con la
herramienta “Armonia”: se selecciona a X con un clicky
luego a la pareja C, e arrastrando al ratén entre ellos.)

Ademas, una reflexion armonica en el espacio

2611



se restringe a la reflexion armonica en los planos
que pasan por el centro con espejo en la linea de
interseccion. Y en las lineas que pasan por el cen-
tro es el apareamiento de armonia: fija dos pun-
tos e intercambia los dos segmentos en que éstos
la parten; tipicamente (y en el Espacio Desargue-
siano) uno de ellos tiene al punto medio y el otro
al punto ideal.

Las reflexiones euclidianas son entonces las re-
flexiones armonicas (en la extension Desarguesia-
na) respecto a un espejo (linea o plano dependien-
do del ambiente considerado) y cuyo centro es el
punto ideal asociado a (o al infinito en) su direc-
cion perpendicular. Asi, el espejo se vuelve la me-
diatriz entre cualquier objeto y su imagen.

Por otro lado, si en el plano tomamos como es-
pejo a la linea al infinito, la reflexion armonica es
la rotacion de media vuelta (180 grados) alrededor
del centro; y, en el espacio de 3 dimensiones, con
el espejo en el plano al infinito se obtiene la inver-
sion antipoda (o central) en el centro.

En general, una reflexion armonica cualquiera
se ve como estos dos ejemplos bien acopladitos y
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trabajando al unisono, en plena armonia. Cerca del
espejo se ve como una reflexion y cerca del centro
como un medio giro (juegue con X en la figura para
observar este comportamiento); en particular, de-
ja fijos (en su lugar y sin mover) a cada uno de los
puntos del espejo y al centro.

La simetria de la armonia implica que si aplica-
mos una reflexion armonica dos veces, todo regre-
sa a su lugar. Como funcion es su propia inversa
que es lo que se llama una involucion. Y ademas,
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veremos a continuacion que cumple la propiedad
basica que las transformaciones geométricas de-
ben cumplir.

2.4.2. Lineasvan en lineas

Proposicion 1 Una reflexion arménica manda li-
neas en lineas.

Escena 27. (Demostracion) Consideremos a la re-
flexion armonica con centro C y espejo e en el
plano que generan, t=eV C.

Puesto que sera el personaje central, conviene
ponerle nombre a la transformacion, la llamare-
mos p (léase “rho”). Y sea { una linea cualquiera.
Queremos demostrar que laimagen de { bajo la re-
flexion p, que denotaremos £ p (que se puede leer
“f bajo p” o “f punto p”), y que es el conjunto de
todas las imagenes de puntos en £ bajo p, también
es una linea.

Si la linea £ es el espejo e, se queda fija punto
a punto y no hay nada que demostrar (e = e - p).
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Supongamos entonces que
P=eANl

es un puntoy podemos considerar a un nuevo pun-
to X € {, de tal manera que { =PV X.
Sea X’ la imagen de X bajo p, esto es,

X =X-p.

Vamos a probar que si definimos £ =PV X/, en-
tonces
U'=10p

27.2
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para concluir con la demostracion (a la linea ¢, la
reflexion p la manda en la linea {').

Esto es facil de ver, pues si consideramos cual-
quier otro punto Y € £y definimos

Y =(CVY)A(PVX)=(CVY)AL,

obtenemos dos cuartetas alineadas y en perspec-
tiva desde P; es decir, P proyecta a una en la otra.
Por la definicion de p, una de ellas es armonica
(C,X,e A (CVX),X),y por lo tanto la otra (aso-
ciada a Y) también lo es. Y esto implica que

Y =Y.pctl p;

asique ¢’ =¢-p.

De hecho, y esto sera usado después, obsérvese
que p actGa como la proyeccion desde el centro C
entre la linea { y su imagen {'.

También hay que remarcar que la cuarteta de li-
neas C\V/ P,{, e, es una cuarteta arménica de li-
neas concurrentes en P = e/\l. Lo cualimplica que
en el plano dual, p induce una reflexion armonica:
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la que tiene centro e* (el punto que corresponde a
e)y espejo en C* (la linea que corresponde a C).

Hemos supuesto -implicitamente por las
figuras- que C & £, pero en el caso en que C € ¢,
la recta se queda fija como recta, pues p es una
reflexion armonica ahi.

Finalmente, para una reflexion arménica en di-
mension 3, la argumentacion se restringe al plano
C VL con espejo en la linea de interseccion con el
espejo, y este es el caso que ya vimos. [

Esc:277bt
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28.2

28.3

2.4.3. Configuracion del cuadrangulo
extendido (y dos grupitos)

Para entender un concepto, o familiarizarse con

él, es bueno trabajarlo y ver ejemplos. Muy en par-
ticular, nos interesan los ejemplos de reflexion ar-
monica relacionados con la configuracion del cua-
drangulo extendido, que aunque ya ha surgido en
diversos contextos, nos conviene tratarla primero
en si misma con calmay mas precision.
Escena 28. Un cuadrangulo son cuatro puntos co-
planares en posicion general (es decir, ningunos
tres de ellos colineales) y que a veces llamaremos
sus esquinas.

Entre ellos, se pueden trazar seis lineas.

Estas lineas se dividen naturalmente en tres pa-
rejas, que llamaremos parejas opuestas, y que to-
can a las cuatro esquinas. Pintando a las seis lineas
con tres colores (uno para cada pareja opuesta de
lineas), este apareamiento queda muy claro y por
cada punto original (por cada esquina) pasan li-
neas de los tres colores.

Cada par de lineas opuestas se corta en un nue-
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vo punto, que resulta natural pintar con el color
correspondiente... y estos tres puntos definen un
triangulo, cuyos lados pintamos del color del vér-
tice opuesto.

Asi, tenemos un nuevo triangulo que llamare-
mos el triangulo derivado o diagonal. Con él, se
completa una configuracion que consta de 7 pun-
tos y 9 lineas y que denominamos configuracion
del cuadrangulo extendido.

Antes de seguir adelante, abramos un parénte-

$ B @ A

R 2
D K.N

28.4



sis para expiar algunos pecados de terminologia
de los que somos culpables.

En la primera construccion del libro arrancamos
con lo que llamamos una loseta, que ahora po-
demos definir como un cuadrangulo junto con un
punto distinguido en su triangulo derivado, o un
color. Esto es lo que determina que su horizon-
te esté bien definido como el lado opuesto en el
triangulo derivado. En aquel entonces, represen-
tamos a la seleccion de este punto con algo mas
mundano como “colorear la loseta”, pues hubiera
sido imposible y contraproducente intentar abor-
dar estos detalles técnicos.

Los tres puntos del triangulo derivado corres-
ponden a los posibles ordenes ciclicos de la
cuarteta de puntos: al eliminar las lineas de su co-
lor, queda un ciclo con cuatro puntos y cuatro li-
neas con los dos colores restantes alternados.

También, hemos sido un poco ambiguos en el
uso de los términos “cuadrangulo”, “cuadrilatero” y
“loseta”. Pero ahora ya podemos precisar: un cua-
drangulo son cuatro puntos en posicion general;
un cuadrilatero son cuatro lineas en posicion ge-
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neral (ninguna tercia concurrente). Y entonces una
loseta son los dos juntos: cuatro puntos y cuatro
lineas que dan un orden ciclico (en puntos y li-
neas)y que dejan fuera a un par de lineas opuestas
del cuadrangulo (las diagonales de la loseta que
se cortan en su punto derivado escogido). Ademas
usaremos los términos cuadrangulo ciclico, o cua-
drilatero ciclico, cuando la loseta esta determina-
da por 4 puntos, o 4 lineas, con un orden ciclico
dado.
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Regresemos a la configuracion del cuadrangulo
extendido. Obsérvese que cada lado del triangu-
lo derivado corta a las dos lineas originales de su
mismo color en dos nuevos puntos que natural-
mente heredan color -les llamaremos “puntitos”
para distinguirlos de los “originales” y los “deri-
vados”. No es dificil comprobar -sin necesidad de
trazos nuevos- que cada una de las nueve lineas
tiene ahora a una cuarteta armonica de puntos.

Si el lector penso en ese “no es dificil comprobar
que..”, y se convencio rapido, seguro que uso un
argumento de simetria: no hay que ver nueve casos
sino unicamente dos. Pues hay dos tipos de lineas,
las “derivadas” (3) y las “originales” (6). Lo que nos
interesa describir ahora es que esa simetria logica
(en qué paso de la construccion aparecio), también
se expresa de manera geomeétrica.

Consideremos a las reflexiones armonicas (aso-
ciadas a un color) con centro en un vértice del
triangulo derivado y espejo en su lado opuesto.

Para experimentar con el efecto de estas tres
transformaciones, hemos incorporado a un punto
libre X (en gris) y a sus tres reflejados armonicos
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con el color (tenue) correspondiente; y ademas los
unimos con segmentos a X para identificar visual-
mente su procedencia.

Al llevar X a los cuatro puntos-esquina, se ve
que las tres reflexiones los permutan: intercam-
bian —-o transponen-a las dos parejas en las lineas
del color correspondiente (pues las cuartetas en
esas lineas son armanicas).

Pero se puede observar algo mas:

La composicion de dos de las reflexiones da a

+
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la tercera; por ejemplo, primero aplicar la rojaa X
para después aplicarle la verde al resultado, da lo
mismo que aplicarle la azul a X. Esto es cierto pa-
ra las cuatro esquinas del cuadrangulo aunque es
cierto en general y lo demostraremos en el apar-
tado siguiente.

Si al conjunto de las tres reflexiones le anadi-
mos a la identidad (es decir, la transformacion que
no hace nada, que deja atodo mundo en su lugar)y
que en el dibujo, su efecto en X esta representado
por X mismo, se tiene que cualquier composicion
de un par en el conjunto esta ahiy que también es-
tan ahi todas las transformaciones inversas -que
en este caso son ellas mismas. Estas son las con-
diciones que se le ponen a un conjunto de trans-
formaciones para llamarle grupo.

Definamoslo con precision. Estamos llamando
transformacion a una biyeccion, o corresponden-
cia 1-1, de un conjunto consigo mismo;y por lo tan-
to tiene bien definida a una transformacion inver-
sa. Un conjunto de transformaciones de un conjun-
to base, es un grupo de transformaciones si con-
tiene a la identidad, a todas las transformaciones
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inversas de sus elementos y a cualquier composi-
cion de ellas (es cerrado bajo composicion).

El grupo que teniamos, las tres reflexiones ar-
monicas definidas por el triangulo derivado mas la
identidad es un grupo de orden (o tamafo) 4, co-
nocido como el grupo de Klein. Se le puede pensar
como grupo de transformaciones de todo el plano,
o bien de las cuatro esquinas del cuadrangulo; y se
dice que son dos acciones del mismo grupo.

Pero todavia no incluye a todas las simetrias
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geomeétricas de la configuracion, solo a aquellas
que preservan la coloracion. Y aiin hay mas.
Consideremos a la reflexion armonica con cen-
tro en un puntito rojo y espejo en la linea roja que
no lo contiene. Su efecto en las cuatro esquinas
es que las dos que estan en el espejo se quedan
en su lugar pero las dos de su lado opuesto se
transponen. Como los cuatro puntos que dan lugar
a ella se permutan, toda la configuracion se tiene
que quedar invariante, aunque se muevan interna-
mente sus elementos; en particular, en el ejemplo
transponen color todos los elementos verde y azul.
Como se pueden obtener de manera analoga
(variando el colory el espejo), a las 6 transposicio-
nes simples de cualquier par de los cuatro puntos-
esquina originales, entonces se puede lograr cual-
quier permutacion de ellos componiendo a estas
transposiciones. Y permutaciones de un conjunto
de 4 elementos hay 24; forman el llamado grupo
simétrico de orden 4. Asi que componiendo a las
correspondientes reflexiones armonicas que he-
mos senalado, se obtiene un grupo de transfor-
maciones del plano de orden 24 en el que ya no
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todas ellas son reflexiones armonicas (encuentra
un ejemplo y demuestra que no es una reflexion
armonica).

Antes de pasar a demostrar el hecho que enun-
ciamos y usamos sin demostrar, debemos notar
que estamos a un paso de la configuracion 13-13
que ya habiamos mencionado y usado tanto en la
prueba de la simetria como en el de la armonia en-
tre Ceva y Menelao. El Teorema Armonico implica
que los seis puntitos se alinean en ternas tricolo-
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res para dar cuatro lineas (grises).

EJERCICIO. Es un buen ejercicio de dualidad ver que si
con este Gltimo cuadrilatero (cuatro lineas en posicion
general) se desarrolla la construccion dual, se obtiene
exactamente la misma configuracion y el Gltimo paso
es encontrar los cuatro puntos originales donde con-
curren tres rectas de distinto color. Esto se uso en la
descripcion de un plano proyectivo de caracteristica 3.

2.4.4. Lema del triangulo de Klein

Quedamos de demostrar algo, y lo haremos en
general (el caso que nos interesa es aplicar el si-
guiente lema al triangulo derivado). El nombre es
porque las reflexiones armonicas que define un
triangulo dan un grupo de Klein.

Lema 3 (Triangulo de Klein) Sean A,B,C tres
puntos no colineales. Entonces, la reflexion armo-
nica con centro en A y espejo en B\ C seguida
de la reflexion arménica con centro en B y espejo
en CV A es la reflexion arménica con centro en C
y espejo en AV B.
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Escena 29. (Demostracion) Llamemos pa a la re-
flexion armonica con centro en A y espejo en
BV C;y analogamente, sean pg y pc las reflexio-
nes armonicas con centro en By en C,y con espejo
en el respectivo lado opuesto del triangulo.

Puesto que son funciones del plano en si mismo,
se pueden componer; es decir, aplicar una después
(o seguida) de la otra para obtener una nueva fun-
cion. Lo que dice el lema es que si componemos
a dos de ellas, obtenemos a la tercera; pues los
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nombres son intercambiables. Y para demostrar la
igualdad de dos funciones (en este caso transfor-
maciones) hay que verificar que tienen el mismo
efecto en cualquier elemento del dominio.

Sea X un punto cualquiera en el plano; y sea X5
(respectivamente, Xg ) el reflejado armonico de X
con centro A y espejo BV C (resp. con centro By
espejo C\V/A). Esto lo podemos escribir de manera
mas concisa y clara, como

Xa=X-pa vy Xg=X-pg.

Vamos a demostrar que X y Xg son reflejados
armonicos con centro C y espejo A \V B, es decir,
que
Xp=Xa-pc-
Si llamamos
A'=(AVX)A(BVCQ)
y B'=(BVX)A(CVA),

entonces la proyeccion desde C de la linea AV X
en la linea BV X manda a la terna

A,X,A" enlaterna B’ X,B.
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Y puesto que las proyecciones preservan armo-
nia, tiene que mandar a XA en Xg vy por lo tanto
C,Xa,Xp son colineales.

Falta ver que la cuarteta

(AVB)A(CVXa),Xa,C, Xp

en esta nueva linea por C esarmonica. Y esto se si-
gue de que es la proyeccion desde A de la cuarteta
armonica B, X, B/, Xg.

Hemos demostrado que para X fuera del trian-
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gulo: Xg = XA - pc. Pero también es cierto para X
en las lineas del triangulo o en sus vértices (aun-
que en algunos casos haya que cambiar un poco la
argumentacion, y lo dejamos como ejercicio). En-
tonces, denotando a la composicion de funciones
con un puntito, y leyéndolo como “seguido de” o
“bajo” en el orden de lectura natural, tenemos que
para cualquier X en el plano:

X-(pa-pc)=(X-pa)-pc
=Xa-pc=Xg=X-pp.

Y entonces podemos concluir que (pa - Pc) Y PB
son la misma funcion del plano en si mismo.  [J

Por altimo, hay que notar que si completamos la
escena con X¢c = X pc, V los trazos equivalentes
a los de la demostracion, llegamos a la escena an-
terior que arranco con un cuadrangulo (quiza haya
que mover a X para verlo). Pero ahora, se inici6 con
el triangulo derivado; y el punto X (fuera de él) es
quien da lugar al cuadrangulo X, XA, Xg, Xc, que
se obtiene aplicando las cuatro transformaciones
del grupo de Klein —definido por el triangulo-a un
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punto general X; conjunto al que se llama la orbita
de X bajo la accion del grupo.

Ademas, podemos resaltar con su corresposn-
diente color a las tres posibles losetas a las que
da lugar el cuadrangulo para que, moviendo ade-
cuadamente a X, quede claro como corresponden
a sus tres ordenes ciclicos.

(Para lograr la escena, se usa la herramienta “Trian-
gulo” con una linea previamente seleccionada; y enton-
ces, ProGeo3D dibuja al triangulo que no la toca. Tam-
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bién funciona asi la herramienta “Segmento”: con una
linea seleccionada, se dibuja al segmento que no la to-
ca. Y si no hay linea seleccionada se presupone a la del
infinito, que da a los segmentos y a los triangulos en su
sentido euclidiano clasico. Esto fue crucial para lograr
la escena “El otro lado del horizonte”.)
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Capitulo 3

Curvas Armonicas y Reglados

Uno de los logros mas trascendentes de la ma-
tematica griega fue detectar la importancia de las
curvas conicas, definirlas y estudiarlas. De ellas,
convivimos cotidianamente con las elipses ya que
son los circulos vistos de ladito y por tanto, las ve-
mos por doquier en nuestro entorno contempora-
neo. Pero los griegos tuvieron la audacia de incluir
en la misma familia a las parabolasy a las hipérbo-
las. Las llamaron curvas conicas pues las definie-
ron como la seccion, o interseccion, de un plano
con un cono circular. Ahora, se les define también
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como lugares geomeétricos en el plano determina-
dos por ciertas propiedades métricas que no viene
al caso hacer especificas.

Como sucede reiteradamente con objetos mate-
maticos importantes, surgen naturalmente en di-
versos contextos.

Casi veinte siglos después, fueron una pieza cla-
ve para entender la naturaleza y echar a volar a lo
que hoy llamamos fisica, Johannes Kepler (1571 -
1630) uso a las elipses para describir las orbitas de
los planetas; también aparecieron en el tiro para-



bolico. Y cuando Descartes coordinatizo al plano,
las curvas conicas resultaron estar asociadas a los
polinomios de segundo grado en dos variables. Es-
tos polinomios definen curvas en el plano, a las
que se llamo de segundo orden o de segundo gra-
doy se demostro que incluian de manera protago-
nica a las viejas y conocidas curvas conicas.

Sin embargo, para definirlas no se necesita la
nocion de distancia (de la que dependen los conos
circulares y sus descripciones como lugares geo-
métricos asociados a focos y constantes nimeri-
cas), ni de aritmetizar la geometria (para asociar-
las con ceros de polinomios). Se les puede definir
con base en simple incidencia.

La primera definicion de curvas conicas en el
contexto de la Geometria Proyectiva se debe al ma-
tematico aleman Karl Georg Christian von Staudt
(1798 - 1867), presentada en su libro Geometrie der
lage de 1847. Se basa en una propiedad de las cur-
vas conicas, que ya habia sido estudiada por Gi-
rard Desargues y Jean-Victor Poncelet (1788 - 1867),
y que consiste en que inducen una polaridad en
el plano; esto es, inducen un apareamiento entre
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puntos y lineas que extiende a todo el plano la
asociacion, o apareamiento, natural de cada punto
en una curva conica con su linea tangente. Lo que
hace Von Staudt es estudiar a las polaridades en
un contexto mas general y abstracto que es el de
funciones geomeétricas que relacionan a los puntos
y a las lineas de un plano. Asi, una conica surge de
una polaridad dada: se le obtiene como el conjun-
to de los puntos que inciden en su linea asociada
(llamada en general su linea polary que en el caso
de estar en la conica sera su tangente). Esta defi-
nicion es auto-dual en el sentido de que simulta-
neamente a los puntos, se esta haciendo especifi-
co a un conjunto de lineas, las que forman el haz
tangente o haz envolvente de la curva conicay por
lo cual Coxeter, [?] pg. 72, dice que “es una defini-
cion extraordinariamente natural y simétrica”. Po-
co tiempo después, Jakob Steiner (1796 - 1863) da
otra posible definicion de curvas conicas basada
en proyectividades, a las cuales estudiaremos con
cuidado en el Capitulo ?2.

Las definiciones que usamos en este libro son
nuevas o, hasta donde sabemos, inéditas. La pri-



mera es sorprendentemente simple y elegante;
aunque no es simétrica o auto-dual en el sentido
de Coxeter, conduce naturalmente a su dualizacion
y no es dificil demostrar que ambos objetos geo-
métricos (curva y haz de lineas) se corresponden
naturalmente. Esta definicion como lugar geome-
trico surge de darle su lugar a los conceptos de ar-
moniay de “ver” (en el espiritu de Desargues). Tie-
ne la particularidad de estar asociada o anclada a
una cuarteta de puntos. Sin embargo, de esta de-
finicion se deduce de inmediato la invarianza bajo
proyecciones, lo cual identifica naturalmente a es-
tas curvas con las clasicas secciones conicas en el
caso del Espacio Desarguesiano.

Nuestra segunda definicion -la “de batalla” por
ser la que usamos para demostrar el Teorema de
Polaridad que incorpora al punto de vista de von
Staudt- esta en el espiritu de la descripcion griega
clasica, pues usa a la tercera dimension para ob-
tenerlas como secciones planas de ciertas super-
ficies. En nuestro caso, seran las doblemente re-
gladas que se pueden definir elegantemente por
simple incidencia. Este enfoque esta inspirado en
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el trabajo del matematico francés Germinal Pierre
Dandelin (1794 - 1847), [ref??], en el cual define a
las esferas famosas que llevan su nombre, pero cu-
yo objetivo principal era dar una demostracion del
Teorema de Pascal sobre curvas conicas usando
superficies regladas. Veremos esta demostracion y
la del Teorema de Pappus en la Gltima seccion.

Como no es correcto presuponer cosas que no
se demuestren inmediatamente, aunque a la lar-
ga sean ciertas, pues la esencia de las matemati-
cas es no aceptar hechos como dados hasta que
estén debidamente validados: hemos optado por
darles un uevo nombre a estas curvas. Llamaremos
a las primeras “curvas de armonia” y a las de ba-
talla “curvas armoénicas” en referencia a su intima
relacion con ese concepto. Esto nos permitira pa-
rafrasear con mas facilidad los teoremas que esta-
blecen la equivalencia de las distintas definiciones
pues, a final de cuentas, en el contexto del Espacio
Desarguesiano como extension del Espacio Eucli-
diano, resultan ser las mismas curvas conicas de
siempre.



341. Curvas de armonia

De una definicion bien intencionada pero in-
completa surge, al completarla como indican los
dibujos y la intuicion, una asociacion natural con
su definicion dual. Una vez demostrada esta co-
rrespondencia o auto-dualidad, vemos la equiva-
lencia de las curvas de armonia con las secciones
conicas y experimentamos en este nuevo contexto
con sus tres tipos clasicos. Para finalizar la seccion,
precisamos la nocion de polaridad, enunciamos el
teorema basico que equipara a las curvas de ar-
monia con las curvas conicas a la von Staudt y de-
mostramos una parte de esa equivalencia.

344. Definicion

Consideremos un cuadrangulo ciclico. Consta de
cuatro puntos en posicion general, que [lamamos
sus esquinas y que ademas vienen con un orden
ciclico establecido o, lo que es lo mismo, vienen
ya apareados en dos parejas opuestas (dadas en
las figuras por dos colores):

e su curva de armonia es el lugar geo-
meétrico de los puntos que los ven como
una cuarteta armonica.

Donde, un punto ve a una cuarteta de puntos co-
mo armonica, si las cuatro lineas a ellos son una
cuarteta armonica de lineas concurrentes; y esto
es equivalente a que al cortar a estas lineas con
una linea-lienzo cualquiera, se obtiene una cuarte-
ta armonica de puntos.

Escena 30.Sea A, C, B, D, un cuadrangulo ciclico.
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Su curva de armonia se construye como sigue:

i) La linea diagonal, A \/ B, servira de lienzo pa-
ra detectar armonia vy, a su vez, de carril para un
punto en ella (el parametro X € A\ B).

ii) Sea Y el cuarto arménico de X respecto a A, B.
iii) Se trazan lineas de la pareja X, Y a las otras dos
esquinasy se marca a su punto de interseccion:

Z=(XVC)A(YVD),

que claramente esta en la curva de armonia.
iv) Al variar al punto X (libre en la linea AV B), el
punto Z dibuja a la curva de armonia deseada.

En el altimo paso se utiliza a una herramienta que
nos faltaba usar: la de “Curva/Familia”. Con ella acti-
va, se selecciona a un punto (en esta instancia, el negro
Z, del cual se quiere obtener el rastro) y se arrastra a
un punto variable que la hace de parametro (en nuestro
caso, el gris X que esta definido en un carril unidimen-
sional aceptable: la linea roja A/ B). Y el producto es
la curva que pintaria el punto negro si se le cargara de
tinta y se moviera al punto gris por todo su carril.

Hay que observar primero que la construccion
da cuenta de todos los puntos del lugar geome-
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trico que se definio. Pues si un punto P cualquie-
ra ve a la cuarteta como armonica, corresponde al
punto-parametro

X=(PVC)A(AVB).

Pero hay algo delicado que no capto nuestra pri-
mera definicion, aunque si que tiene, en principio,
la intencion correcta.

El dibujo de la curva de armonia indica a todas
luces que es una elipse; pero hay huecos en su de-




30.6

30.7

30.8

finicion formal, que son los cuatro puntos que la
generaron. En esos cuatro puntos debemos inter-
pretar eso de “ver” con una sutileza que nos indica
con claridad la figura cuando el punto-parametro
X pasa sobre los puntos de una cuarteta armonica
distinguida: ... la de las dos esquinas rojas, A, B, la
interseccion de las diagonales (el centro, O, de la
loseta pintado de verde) y su cuarto armonico.

Ampliamos nuestra definicion de “ver”, siguien-
do lo que sugiere la figura:

e Un punto se ve a si mismo al escoger a
una linea de vision que pasa por él.

Entonces, para ver armonica a la cuarteta, los pun-
tos originales escogen a la cuarta linea armonica
respecto a sus lineas hacia los otros tres; que es
la linea que va al cuarto armonico del centro O
respecto a los puntos del color opuesto. A estas
lineas las llamaremos las tangentes de los cuatro
puntos respecto a la curva porque, como veremos
después, solo la tocan en un punto (y mas adelan-
te, las llamaremos también sus lineas polares).

Con esta nocion generosa de “ver” (para pun-
tos), la definicion formal del lugar geométrico ya
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corresponde a lo que vemos (nosotros, humanos)
en la imagen. La curva de armonia de un cuadran-
gulo ciclico lo incluye a él y es, efectivamente, una
curva en el sentido de que:

e esta parametrizada por los puntos de
una linea.

Pero ademas esta en correspondencia 1-1 con la li-
nea que la parametriza, y de tal manera que una
cuarteta armonica distinguida en la linea, corres-
ponde al cuadrangulo ciclico generador. Y aiin mas:
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en esos puntos-esquina que la generan, la defini-
cion nos ha dado de regalo a sus lineas tangentes.

Para la seleccion de puntos originales (con el or-
den ciclico en posicion convexa) lo que se obtiene
es una elipse, pero se pueden (y deben) mover pa-
ra obtener hipérbolas; y en general da curvas coni-
cas. Pero antes de ver esto con cuidado, conviene
explotar el regalo de las cuatro lineas tangentes,
para resaltar que estas curvas vienen equipadas
con un haz tangente o envolvente.

3.1.2. Haces armonicos

Consideremos ahora a la version dual: un cua-
drilatero ciclico que consiste en una cuarteta de li-
neas en posicion general (sin ternas concurrentes),
a las que podemos llamar lados, con un orden ci-
clico determinado, o bien, pintadas en dos parejas
de dos colores (los lados opuestos). Diremos que
una linea cualquiera las ve armoénicas si tiene una
cuarteta armonica de puntos que estan en ellas.

Hay dos casos, un lado del cuadrilatero tiene
que escoger como su punto representante al cuar-
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to armonico de las intersecciones con los otros
tres lados; y si es una linea general, la cuarteta de
puntos donde la cortan los lados del cuadrilatero
es armonica. Entonces definimos:

e E[ haz armonico de un cuadrilatero ci-
clico es el conjunto de lineas que las ve
armonicas.

Escena 31. La construccion de un haz armonico es
la dualizacion de la construccion de una curva de
armonia:
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i) Se parametriza con las parejas de lineas armo-
nicas, respecto a los dos lados rojos (en el haz de
lineas por su punto de interseccion); y esto lo po-
demos hacer con un punto variable en uno de los
lados azulesy considerando a su armonico respec-
to a la interseccion con los lados rojos.

ii) Se toma la interseccidn con los dos lados azules
(una es el propio parametro) y se traza la linea en-
tre ellos (morada) que claramente ve arménico al
cuadrilatero... la familia de lineas que se obtiene
es el haz armonico deseado.

Esta familia de lineas -parametrizada por un punto
en una linea (el punto libre en un lado azul)- se dibuja
con la misma herramienta “Curva/Familia” .

Hay que observar que los cuatro lados del cua-
drilatero ciclico generador vienen con el extra de
traer puntos distinguidos -los que les regalaron el
boleto para entrar a la familia- que son llamados
sus puntos de contacto. Se obtienen como el armo-
nico del punto donde corta el lado opuesto, res-
pecto al par donde lo hacen los otros dos lados.

Hay que ver que ambas definiciones —curvas de
armonia y haces armonicos- se corresponden.
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Teorema 6 (de Dualidad) Hay un apareamiento
natural entre los puntos de una curva de armonia
de un cuadrangulo ciclico y las lineas del haz
arménico del cuadrilatero de sus tangentes; y es
tal que cada punto incide con su linea asociada
(llamada su tangente).

Escena 32. (Demostracion) Para demostrar es-
to tenemos que ser mas precisos, por lo que
hay que darles nombre a los protagonistas. Sean
A, D, B, C las esquinas de un cuadrangulo ciclico;

321



32.2

32.3

y denotemos por a, d, b, c a sus correspondientes
lineas tangentes a su curva de armonia.
Sean O, el centro del cuadrangulo, es decir,

O=(AVB)A(CVD),

y sean
P=a/Ab y Q=cAd

los puntos que completan a las cuartetas armoni-
cas A,0,B,Qy C,O,D,P en las diagonales.
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Finalmente, sea X € AV B el parametro libre;
sean Y su reflejado armonico respectoa A,By

Z=(XVD)A(YVC)

el punto correspondiente en la curva de armonia.

Siguiendo la sana costumbre de relacionar ma-
ylsculas con minGsculas, denotemos x = XV Py
y =YV P, para observar que la linea (morada)

Ix=(xAc)V(y/Ad)

esta en el hazarmonico que genera a, d, b, c pues
la cuarteta de lineas, a,x, b,y es armonica en el
haz de lineas concurrentes en P.

Vamos a probar que

Z ey,

lo cual concluye la demostracion, pues el parame-
tro X € AV B -del cual dependen Zy {x- es justo
quien da la biyeccion deseada entre puntos de la
curva de armonia y lineas de su haz tangente.

La idea de la demostracion —que sera muy fér-
til en el entendimiento de las curvas armonicas-

32.4
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es ver que tanto la curva como el haz también se
pueden expresar como la accion de una familia de
reflexiones armonicas sobre el punto fijo C y su
linea tangente c. En concreto, consideremos la re-
flexion armonica

py: concentroen Y yespejo Xx.

Vamos a demostrar que

Z=C-py yque {x=c-py,

con lo que se concluye la demostracion de que
Z € Uy, pues se tiene que C € c.
Consideremos a las reflexiones armonicas:

px: concentroen X yespejo VY,

pp: concentroen P yespejo AVB.

Por la construcciony el Lema del Triangulo de Klein
(§2.3.4), se tiene que

C=D-pp yque px=pp-pPy.
Asi que

C-py=(D-pp) py
=D-(pp-py)=D"px;
y como la imagen de un punto bajo una reflexion
armonica esta alineada con el centro, podemos

concluir que C-py estaenlaslineas C\VYyDVX;
y por lo tanto, tiene que ser Z:

Z:C‘py.

125

32.7

32.8



Y como una linea y su reflejada armonica concu-
rren con el espejo, se tiene que los puntos ¢ /Axy
d/\y estan en la linea c - py. Por lo tanto:

EX:C-py.
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Lo cual, como habiamos previsto, concluye la de-
mostracion de que Z € {x. O

Asi que las curvas de armonia vienen con sus ha-
ces armonicos asociados. Cada punto en ellas es el
punto de contacto de una linea tangente en el haz
armonico que determinan sus cuatro tangentes. E
inversamente, un haz armonico tiene bien defini-
da su curva de armonia por los cuatro puntos de
contacto que determinan sus lineas generadoras.

3.1.3. Las conicas son curvas de armonia

Vamos a ver ahora que las curvas de armonia in-
cluyen a las curvas conicas en su version clasica de
secciones de un cono circular. Para esto, observe-
mos primero que:

e La proyeccion de una curva de armo-
nia es una curva de armonia.

Consideremos una proyeccion de un plano en otro;
y en uno de ellos una cuarteta ciclica de puntos
en posicion general. Estos van, con su mismo or-
den ciclico, en otra cuarteta de puntos en el plano-

32.9
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imagen (“la Segunda”, digamos); y esta en posicion
general pues las proyecciones son biyecciones en-
tre planos que preservan lineas.

Como las proyecciones también preservan ar-
monia, la imagen de un punto que ve armonica a
la primera cuarteta es un punto que ve armonica a
la Segunda. (Para probarlo, basta tomar una linea-
lienzo testigo para la primera y observar que es
mandada a una linea-testigo de la armonia para
la Segunda.)

A partir de aqui, y hasta el final de esta seccion,
vamos a trabajar en el Espacio Desarguesiano y a
considerar al Espacio Euclidiano como un subcon-
junto de él. En este contexto:

e Un circulo es una curva de armonia.

Escena 33. Consideremos un circulo con dos dia-
metros perpendiculares y la cuarteta ciclica de
puntos que determinan.

Por resultados clasicos de geometria euclidiana,
cualquier punto en el circulo ve a la cuarteta en
dos parejas de lineas perpendiculares y estas dos
parejas estan a 45 grados. Esta es claramente una
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cuarteta armonica de lineas, asi que el circulo es
una curva de armonia.

Entonces, las secciones de un cono circular -
es decir, las curvas conicas segin los griegos— son
curvas de armonia pues son la proyeccion, con fo-
co en el vértice del cono, del circulo en el plano
de la base a la seccion con en el plano dado. La
imagen es la propia seccion del cono, es decir, la
curva conica y acabamos de ver que, por ser ésta
una proyeccion, es una curva de armonia.



Ademas, de paso hemos demostrado que se
cumple aquello de que “las elipses son circulos
vistos de ladito” pues el argumento funciona con
un “cono oblicuo”. O mejor dicho, y ahora con ple-
na formalidad matematica: “los circulos vistos de
ladito son curvas de armonia”.

31.31. Laelipse de una loseta

Las curvas conicas clasicas viven en el Plano
Euclidiano. A las curvas de armonia que viven en
su extension, el Plano Desarguesiano, se les llama
también su cerradura proyectiva y la manera tan
elegante en que las extienden fue un aliciente his-
torico para el desarrollo de la geometria proyec-
tiva. Lo que determina a qué tipo de curva conica
clasica corresponde una curva de armonia es como
ésta se relaciona con la linea ideal al infinito:

e sino la toca, es una elipse; si la tiene
como tangente es una parabola, y si la
corta en dos puntos es una hipérbola.
Las elipses son como se dibuja un circulo en un
lienzo, pero hay que precisar: este es el caso cuan-
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do todo el circulo cae en el cuadro. En estos tér-
minos y suponiendo, para simplificar, que el plano
del lienzo es perpendicular al piso, las parabolas
-0 mejor dicho, tramos de ellas- pueden aparecer
en el cuadro cuando el pintor esta pisando al circu-
loy las hipérbolas son inevitables cuando el pintor
esta adentro del circulo y entonces, sus dos ramas
se separan por el horizonte.

Escena 34. Para experimentar con los distintos ti-
pos de curvas de armonia, presentamos la confi-
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guracion de un cuadrangulo extendido con las tres
losetas a las que da lugar (de los tres colores), y
decoradas ahora con las tres curvas de armonia
correspondientes a sus ordenes ciclicos. Pero ojo:
no hay que confundir el uso de los colores que
ahora son tres, con el de las construcciones ante-
riores, en las que con uno de los colores de ahora
fijo, se volvia a partir en dos.

Cuando los cuatro puntos estan en posicion
francamente convexa (cerca de un cuadrado), se ve
una elipse y dos hipérbolas. Cuando un punto es-
ta dentro del triangulo que forman los otros tres,
tenemos tres hipérbolas.

Entre los dos casos estables -elipses e
hipérbolas- hay uno inestable o efimero. Cuando
la curva, al estarse moviendo o deformando, cruza
la linea al infinito para aparecer por el otro lado;
hay un momento de cambio, el de primer contacto
con la linea horizonte en el cual la toca solo en
un punto, y esa curva, efimera e inestable, es una
parabola.
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31.3.2. Parabolas

Las parabolas son la parte euclidiana de las cur-
vas de armonia que tienen a la linea al infinito co-
mo linea tangente.

Escena 35. Para asegurarnos que éste sea el caso
y construir una parabola siguiendo a la construc-
cion de curvas de armonia, vamos a mandar a una
de las cuatro lineas tangentes generadoras al infi-
nito. La que conviene, con la notacion de la cons-
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truccion penultima en la que todos los elementos
tenian nombre, es la que llamabamos d, y pasaba
por el punto D. Tenemos entonces tres puntos li-
bres, Ay B rojosy C azul -como D aunque no lo
veamos.

Que d sea la linea al infinito implica que O es
el punto medio entre Ay By que D es el punto
ideal en la direccion CV O.

Para la construccion de Z, ahora hay que tomar
una linea paralela... y también para trazar c, que es
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la tangente por C.

Para trazar las tangentes en A y en B, hay que
doblar la distancia de O a C para que C sea el
punto medio entre O y P; y esto se logra con pa-
ralelas.

Finalmente, podemos trazar la tangente en Z
usando un punto al infinito y Z mismo... y asi di-
bujar el haz tangente.

Una observacion a esta construccion que vale
la pena hacer, es lo cerca que esta de uno de los
resultados mas sorprendentes de la matematica
griega que es la cuadratura de la parabola, debida
a Arquimedes de Siracusa (287 - 212 ac.). Indica que
el area del sector de la parabola bajo el segmento
AB es4/3 el area del triangulo ABC.

El punto clave es que con el punto P, donde se
cortan las tangentesa A y a B, se puede recuperar
a C usando a la herramienta del punto medio, y
ademas, la tangente a C es paralelaa AV B.

Tenemos entonces los datos geomeétricos para
encontrar nuevos puntos en la parabola y triangu-
litos sobre los lados. Hemos dibujado uno,... y es
claro que se puede iterar la construccion sobre los

35.5

35.6

35.7
35.8

35.9

35.10



Esc:35Tbt

3641

nuevos segmentos de parabola para indicar una
idea de la demostracion, en la que se tienen que
calcular areas y una sumatoria infinita.

EJERCICIO. Construye nuevos triangulitos de la iteracion
y concluye la prueba de la cuadratura de la parabola.

31.3.3. Hipérbolas

Escena 36. Para construir hipérbolas como curvas
de armonia, mandamos a los dos puntos azules de

131

la cuarteta al infinito. Lo que se necesita para de-
terminarlos alla son dos lineas (las que pasan por
los puntos C"y D’) que cortan a la linea al infinito
en Cyen D respectivamente.

La construccion de la curva de armonia es la
misma, utilizando a la herramienta de paralelas
para trazar las lineas por nuestros puntos en el in-
finito Cy D.

Las tangentes a esos puntos, ¢ y d, son las fa-
mosas asintotas de la hipérbola. Como lo que lla-
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mabamos “centro”, y denotabamos O (O = (A V
B) A (CV D)), es el punto al infinito de la linea
AV B, las tangentes a Cy D (c y d) pasan por el
punto medio entre A y B; que es lo que comun-
mente se conoce como centro de la hipérbola.

Para trazar las tangentes por A 'y por B (ay b)
hay que encontrar la linea armonica de la diagonal
roja (AVB) respecto a las asintotas (c y d) —esto se
hizo con una linea auxiliar, perpendiculara AVBy
la herramienta armonia. Para finalmente trazar sus
paralelas por Ay por B.

Ahora, el trazo de la tangente general, se hace
tomando las paralelas por el punto-parametroy su
armonico e intersectando con las asintotas.

Es interesante observar como se mueve la linea
tangente (al animar al parametro) y como el punto
que dibuja la curva cambia de rama siguiendo a la
continuidad que impone el plano Desarguesiano:
justo en el momento en el que la tangente cambia,
con sutileza, la direccion de su giro.

EJERcICIO. Construye una hipérbola y su haz tangente,
empezando con sus dos asintotas (como dos lineas, da-
das por tres puntos) y un punto (rojo) por el cual pasa.
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31.4. Polaridad y simetria

Las curvas de armonia estan asociadas a cuatro
puntos. Pero dan lugar a lo que llamaremos curvas
armonicas, que definimos en este apartado como
el conjunto de puntos, 6, de una curva de armonia,
olvidandonos de la cuarteta que le dio origen.

Una curva armonica, €, en principio, se pue-
de expresar como la curva de armonia de muchas
cuartetasy, por tanto, tiene derecho a una existen-



cia propia e independiente. Sabemos que incluyen
a las “cerraduras proyectivas” de las curvas coni-
cas clasicas y ademas, que tienen asociado un haz
armonico. Pero mas explicito aiin, que cada punto
de la curva tiene asociada una linea del haz con la
cual es incidente (su linea tangente). Diremos que
son polares respecto a €, y algo que va a distin-
guir a las curvas armonicas es que esta asociacion
entre puntos de ¥ vy lineas de su haz tangente, se
extiende de manera coherente y significativa a to-
dos los puntos y lineas del plano.

Llamaremos correlacion a una funcion que a ca-
da punto del plano le asocia una linea, que a cada
linea le asocia un punto y que preserva la inciden-
cia (o invierte la contencion); es decir, si un punto
X esta contenido en una linea y, entonces la linea
asociada a X contiene al punto asociado a y. Sim-
bolicamente, si X — x yy — Y se tiene que

Xecy=Yex.

A una correlacion la llamaremos polaridad cuando,
mas aln, es involutiva, es decir, cuando es su pro-
pia inversa. Se tiene entonces un apareamiento o

correspondencia 1-1 entre puntos y lineas: la linea
asociada a un punto es su polar, el punto asocia-
do a una linea es su polo y la pareja es una pareja
polar; la polaridad los intercambia.

Hay que hacer notar que tanto von Staudt como
Coxeter, le piden una condicion extra a las pola-
ridades. Pero alin no tenemos los elementos para
enunciarla. Tiene que ver con el tipo de las funcio-
nesy lo veremos en el Capitulo ?2. Asi que nuestras
polaridades son mas generales que las suyas.

Nuestro objetivo a largo plazo es demostrar:

Teorema 7 (de Polaridad) Una curva arménica, 6,
induce una polaridad tal que para cualquier punto
X del plano, si x es su linea polar, se cumple que:

i) X€e € siysolosi X € x.

ii) Si X € €, la reflexion armoénica con
centro en X y espejo en x (bien definida
por (i), deja invariante a 6.

Elinciso (i) ya lo tenemos pues corresponde a la
existencia del haz tangente. El segundo inciso dice
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que una curva armonica tiene mucha simetria: que
cada punto fuera de ella es un centro de simetria,
que cada linea no tangente es un espejo que la re-
fleja en si misma'y que la polaridad es como apa-
rearlos en centro y espejo de reflexiones armoni-
cas que son simetrias. Por su definicion, podemos
encontrar varios ejemplos de parejas polares.

Escena 37. Consideremos a un cuadrangulo ciclico,
a la curva de armonia, €, que genera y a sus cua-
tro lineas tangentes. El Teorema de Polaridad dice
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que induce una polaridad respecto a €, veremos
algunos casos de parejas polares.

Por supuesto, las cuatro parejas punto genera-
dor con su linea tangente son parejas polares res-
pecto a €, o simplemente polares.

Esto implica que las diagonales (lineas roja y
azul intensos) tienen como polos a los puntos don-
de se cortan las tangentes correspondientes (que
esta en la otra diagonal y tiene el mismo color, a
saber, Py Q respectivamente). Pues si conocemos
a las lineas polares en dos de sus puntos, al inver-
tirse la incidencia en una correlacion, el polo de la
linea es la interseccion de esas dos polares.

Efectivamente, para éstas dos parejas polares se
cumple el inciso (ii), ya que las reflexiones armo-
nicas respectivas fijan a dos de los puntos genera-
dores (los del mismo color que estan en el espejo)
e intercambian a los otros dos, de tal manera que
dejan a € invariante pues el lugar geomeétrico de
puntos que los ven armoénicos no cambia.

Por el Lema del Triangulo de Klein (3), la com-
posicion de estas dos reflexiones es la reflexion
armonica con centro en O y espejo en PV Q, dan-



donos una tercera pareja polar. Y efectivamente,
porque la polaridad es correlacion, se tiene que la
linea polar de O, visto como interseccion de las
lineas polares de Py Q, tiene que ser PV Q.

Los cuatro elementos de este grupo (tres refle-
xiones armonicasy la identidad) se pueden asociar
a los cuatro “cuadrantes” o “cuadritos” de la lose-
ta que enmarca a la elipse, una vez que se escoge
a uno vy se le asocia a la identidad. Y también co-
rresponden a laambigiiedad que tiene la construc-
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cion basica (Escena 3.1.1); mejor dicho, a sus cuatro
posibilidades, pues se escogid una pareja opuesta
(un color, el rojo) y luego como asociar los puntos
grises a la otra pareja.

Notese que el triangulo que da lugar a este gru-
po de Klein (OPQ) es el triangulo derivado del
cuadrangulo (ciclico) que definen las cuatro tan-
gentes (intersectandolas ciclicamente).

Asi que también podemos considerar al triangu-
lo, OHK, derivado del cuadrangulo original para
obtener otro grupito de Klein que deja invariante a
la curva. Comparte con el anterior a la media vuelta
en el centro O (y con espejoen HVK =PV Q). Pe-
ro ahora, las reflexiones armonicas con centro en
HyenK(yespejoenellado opuesto del triangulo)
intercambian a las parejas opuestas (a los colores
rojo y azul).

Hemos senalado cinco reflexiones armonicas
que, por construccion, son simetrias de la curva de
armonia €. Las parejas centro-espejo son ejem-
plos de parejas polares respecto a 6.

El Teorema de Polaridad va mucho mas alla de
estos casos aislados de parejas polo-polar, y su
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demostracion requiere trabajo; la concluimos ca-
si hasta el final de este capitulo. En particular, re-
quiere de una nueva definicion “global” u homo-
génea, en el sentido de que no se haga particular
a una cuarteta. A semejanza de las pruebas de los
Teoremas Armonico y de Desargues, lo lograremos
recurriendo a la tercera dimension.

Pero por lo pronto, podemos senalar que lo que
estos ejemplos de parejas polo-polar si indican es
la naturaleza de estas cuartetas distinguidas que
hacen de una curva armonica, su curva de armonia.
Cumplen que al partirlas en sus pares opuestos, la
linea por un par contiene al polo de la linea por el
otro. Jugaran un papel analogo al de las cuartetas
armonicas en una linea.

Y lo otro que si podemos demostrar con lo que
sabemos ahora es un resultado en la direccion del
inverso al Teorema de Polaridad (7).

Proposicion 2 Siun conjunto no vacio € cumple la
conclusion del Teorema de Polaridad (7)y es tal que
cualquier linea lo toca en no mas de dos puntos,
entonces % es una curva de armonia.
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Escena 38. (Demostracion) Por ser no vacio, po-
demos escoger un punto A € €. Sea a su linea
polar (también por hipdtesis tenemos una polari-
dad dada), y por cumplirse el inciso (i) del Teorema
de Polaridad, se tiene que A € a.

Las lineas por A y los puntos en a estan aparea-
dos por la polaridad. Sea £ una linea por A distinta
de aysea L su polo: se tiene que L € ay ademas
que L # A. Y también se tiene que L & €, pues
L & £. Asi que hemos demostrado que
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e La linea polar de un punto en € sélo
toca a € en ese punto.

Esto caracteriza a las lineas tangentes, pues si
A €ly a#{, afirmamos que en {, ademas de A,
hay otro punto de € que llamaremos B. Sea X € {
un punto distinto de A; si X esta en €, lo llama-
mos By se acabd. Debemos suponer entonces que
X & €6.Seax su linea polar. Sabemos que pasa por
Ly que no contiene nia A nia X (por (i)). Sea px
la reflexion armonica con centro X'y espejo X; por
el inciso (ii), se tiene que

B=A-px €€

es el punto que buscabamos (B # A pues estamos
en caracteristica distinta de 2). Ademas, por hipo-
tesis sabemos que ya no hay mas puntos de 6 en
{. Es decir,

Xel\{A,B}] = X¢%.

Con el mismo argumento (y el Axioma NT), al em-
pezar con otra linea por A, se puede obtener a un
nuevo punto C € ¥ distinto de A y de B.
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Sea pi la reflexion armonica con centro Ly es-
pejo {; y sea
D=C-pL

(obsérvese que D € € por el inciso (ii)).
Sea ¢’ la curva de armonia de la cuarteta ciclica
A,D,B,C.

e Afirmamos que €' = €.

El meollo del asunto sera que A,D,B,C son
cuatro puntos en 6 que cumplen la propiedad de
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que: la diagonal C\V/ D pasa por el polo (L) de la
otra diagonal AN B ={.

Recordemos que teniamos a X € { distinto de A
y de B; y que habiamos llamado x a su linea polar
que pasa por L. Sea Y =x/\ L. Se tiene que

X yY son arménicos respecto a A y B,

pues por construccion los cuatro puntos son dis-
tintos y B se obtuvo como el cuarto armonico de
A respectoa Xy Y.

Por lo tanto, la reflexion arménica px (con cen-
tro en X y espejo en x = YV L) es la que se uso
en la prueba del Teorema de Dualidad (6), para de-
mostrar el apareamiento entre puntos de una cur-
va de armoniay lineas de su haz tangente, aunque
con los nombres un poco alterados (LeraPyalla
linea x la llamabamos y). En esa demostracion, se
probo que la curva de armonia €’ (generada por
A,D, B, C) es el conjunto de puntos

€' ={C-px|X €\{A,B}}U{A,B},

que claramente esta contenido en €, pues cada
px deja invariante a € por (ii))y C € €.
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Falta probar que € C €’. Para esto, considere-
mos a Z € € y podemos suponer que es distinto
de A, B, C que si estan en €’. Sea

Xz=(AVB)A(CVZ)=IN(CVZ).

Basta probar que Z = C - px, € ¢’ para concluir.
Por la hipotesis de que las lineas cortan a 6 en
a lo mas dos puntos, se tiene que:

€Nn(CVZ)={C,Z).
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Asi que la reflexion arménica px, transponea Cy
a Z siempre y cuando C se mueva, que no sea el
centro o esté en el espejo. C no es el centro pues
C € {; y si esta en el espejo, éste tiene que ser
LV C cuyo polo Xz esta en la linea polar de C.
Pero vimos al principio de la prueba que una linea
tangente solo tocaa % en su punto de contacto (en
su polo), lo cual hace imposible que Z # C como
supusimos de entrada. Asi que Z=C-px, € €.
[l

Un ingrediente que debemos destacar como co-
rolario de la demostracion es la construccion de
una curva armonica que ya hemos usado dos veces
y volveremos a usar. La llamaremos (por la figura
inicial que parece una A) construccion-A:

Escena 39. Dadas dos lineas (a =LV Ayb =
LV B) con puntos distinguidos A y B; la curva ar-
monica que las tiene como tangentes en esos pun-
tos y que ademas pasa por un punto independien-
te C se construye como sigue:

Se considera a un punto parametro X en AV B
y a su armonico Y (respecto a A y B), para que el
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reflejado armonico de C con X como centroy x =
YV L como espejo (Z=C-px), barra a la curva
armonica deseada (ver [?], pg 78).

Como corolario a esta construccion obtendre-
mos una que da a la curva y a su haz tangente con
base en pura incidencia (interseccion y generacion
de lineas), sin usar a la herramienta de armonia.
Escena 40. La construccion dual a la construccion-
A empieza con un triangulo cuyos lados son tan-
gentes al hazarmonico por construir,y dos de ellos

Esc:39Tbt
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tienen ya definidos a sus puntos de contacto, A y
B. Llamemos ay b a los lados correspondientes.

El tercer punto de contacto, C, en la tangente
que falta, c, tiene que ser el punto que hace de Ce-
va a la configuracion A, B, C en el triangulo, por-
que es el cuarto armoénico de c/\ (A B) respecto
ac/\ayc/\b. Por tanto, para controlar la figura
es mas facil y elegante usar al punto de Ceva, que
se podria obtener a partir de cualquier par de los
puntos de contacto en los lados.
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En la construccion-A, se toma a un punto varia-
ble X € (AV B) y a su armonico Y respecto a
A, B para determinar a la reflexion armonica px
con centro en Xy espejo YV (a/\b). Pero, vere-
mos que basta con dibujar a X.

Como px transpone a A y B, y ademas deja fijo
al punto a/A\'b (que esta en el espejo); entonces,
intercambia a las rectas ay b (i.e., a-px = b). Pero
ademas, actda en ellas como la proyeccion desde
el centro X; asi que podemos obtener a la recta
c-px por laimagen bajo px de sus dos vértices en
el triangulo. Estas imagenes son

((cANa)VX)AD v ((cAb)VX)Aa,

y por tanto, ¢ - px es la linea por ellos. De aqui,
se obtiene a Z = C - px como la proyeccion de C
desde X en esa linea.

Al variar X € AV B, se obtienen simultanea-
mente a la curva 6 vy a su haz armonico tangente.

Es interesante experimentar con los datos origi-
nales y su producto final; llevarlo a hipérbolas que
estan a punto de reaparecer, pero ahora desde la
tercera dimension.

40.4

40.5

40.6

40.7



EJERCICIO. Demuestra que la linea polar, respecto a la
curvaarmonica, del punto de Ceva ( en el que concurren
las lineas de los tres de contacto al vértice opuesto) es
la linea de Menelao correspondiente (la que pasa por
la configuracion arménica de a, b, c, A, B, C). Comple-
ta la construccion para incluirla.

Esc:40Tbt
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3.2. Superficies regladas

El salto conceptual que necesitamos dar pa-
ra demostrar -mas alla de ofrecer evidencias
experimentales- que las curvas armonicas existen
con la plenitud, simetria y fuerza que les da la pro-
piedad de polaridad, es volver a recordar que vivi-
mos en dimension 3; y estudiar ahi a las lineas.

En el Espacio Desarguesiano, que tiene tres di-
mensiones, es una coincidencia, algo muy especial
y raro, que dos rectas se corten y esto equivale a
que sean coplanares. El caso genérico es que estén
en posicion general, es decir, que no se toquen. Y
diremos que tres lineas estan en posicion general
si dos a dos lo estan. Estas ternas de rectas gene-
ran por simple incidencia a unas superficies que
llamaremos superficies regladas. En el mundo eu-
clidiano se les conoce como hiperboloides de una
hoja o paraboloides hiperbolicos y son -para los
que ya las han visto- a lo que visualmente remi-
ten los haces envolventes que acabamos de ver.
De ellas, habremos de extraer las definiciones, el
entendimiento y las pruebas que anhelamos.
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41.2

3.21. Reglados

A dos lineas que no se tocan, también es correc-
to llamarlas lineas generadoras, pues

e cualquier punto del espacio vive en
una linea que toca a ambas y es Gnica
si esta fuera de ellas.

Escena 41. Para probarlo, consideremos dos lineas
en posicion general, ay b; y sea X un punto que
no esta en ellas.

a KA DA X

T
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Por esto ltimo, XV ay XV b son planos;y ade-
mas son distintos pues a y b no son coplanares.
Por lo tanto,

{=(XVa)A(XVD)

es una linea que claramente pasa por X y, como
esta en ambos planos, tambiéntocaaayab.

Esto demuestra que ay b generan al espacio tri-
dimensional. Pero de manera muy justa y precisa,
pues podemos ser alin mas explicitos. Sean:

A=(XVb)Aaca
B=(XVa)Abeb;

entonces, AV B es la (nica linea que pasa por X
y que incide con ay con b.

En términos visuales, dos lineas son coplanares
si hay puntos del espacio que las confunden; pun-
tos de vista donde se empalman. Y esos puntos es-
peciales forman al plano que generan. Cuando son
generadoras nadie las confunde. Siempre se ven
como dos lineas. Sin embargo, parece que se cor-
tan en un punto:y ahi, por esa “interseccion visual”,

41.3
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pasa la linea que acabamos de encontrar para el
0jo en cuestion.

Al considerar tres lineas en posicion general (es-
to es, que dos a dos no son coplanares) se van a
ver, en general, como un triangulo. Y ese triangu-
lo varia conforme se mueve el punto de vista. Pero
hay puntos muy especiales: aquellos que las ven
como tres lineas concurrentes; esos puntos de vis-
ta formaran la superficie reglada que generan:

Definicion. Un reglado, %, es el conjunto de todas
las lineas que tocan a tres lineas en posicion gene-
ral. A los elementos de un reglado dado (que son
lineas) los llamaremos sus reglas.

Construccion de
Hilbert-CohnVossen

3.2.2.

Escena 42. Consideremos tres rectas en posicion
general, a,b,c. Pensemos que son de color ro-
jo para colorear de azul a su reglado transversal,
R, que, por definicion, consiste de todas sus rec-
tas transversales, es decir, que tocan a las tres. La

143

construccion que haremos a continuacion apare-
ce en las primeras paginas del libro clasico Geo-
metria e Imaginacion de David Hilbert y Stephan
Cohn-Vossen, y como ahi no dan crédito a nadie,
nosotros se la achacamos a ellos.

Dado un punto A € a, se toma al plano que ge-
nera con la linea b y se intersecta a éste con la
linea c, para darnos un punto que llamamos C. Es
decir, sea

C=(AVb)Ac.

42.2



La linea AV C esta en el reglado transversal £,
puestocaalastreslineas:aaenA,acenCyab
en B=(AV C)/ADb que es un punto pues ambas
rectas estan en el mismo plano AV b.

Al variar al punto A a lo largo de la linea q, la
regla A\ C, barre una superficie reglada ..

Otra manera de verlo es con la observacion del
apartado anterior, pues implica que por cualquier
punto en una de las rectas, a, b, c, pasa una Gnica
linea que toca a las otras dos, asi que el reglado
X se puede parametrizar por los puntos en cual-
quiera de las tres rectas:

#Z={(AVD)A(AVe)|Aecal
—{(BVc)A(BVa)|Bebl
—{(CVa)A(CVDb)|Cec)

De tal manera que es correcto pensar que un re-
glado es una “linea de lineas” y al juntarlas, o dibu-
jarlas, se obtiene una superficie que, como ya men-
cionamos, es probable que el lector asocie con el
nombre de hiperboloide de una hoja (el paraboloi-
de hiperbadlico es un caso muy particular). Notese
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que solo estamos dibujando lo que cae dentro de
la caja, y a la larga demostraremos que la intuicion
visual es la correcta: al ver la figura estatica de lado
(o por fuera, podriamos decir), el contorno es una
hipérbola con las reglas como su haz envolvente;
pero si la vemos en su interior (por las bocas) ve-
mos elipses, también con su haz envolvente.
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3.2.3. Axioma del Equipal

Escena 43. Teniendo tanta regla azul (tantas co-
mo puntos en una linea), se antoja escoger a tres,
llamémoslas p,q,r € Z (y pintaditas de azul)
para volver a hacer la construccion de Hilbert-
CohnVossen con ellas. Se vale, porque estan en po-
sicion general; pues que dos azules se toquen, im-
plicaria que las tres rojas originales son coplana-
res.

1/6 >
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De tal manera que p, d, T definen un nuevo re-
glado £, que pintamos de rojo, y que contiene a
a,b,c, pues éstas tocan a p, q,T. Diremos que el
reglado % extiende a la terna de lineas a, b, c.

Al dibujar juntos a los dos reglados, se distin-
gue que “van en direcciones opuestas” cuando la
superficie no tiene atras a otra parte de ella mis-
ma; pues en este caso, se confunden las reglas con
reglas opuestas (del otro color) en el otro lado por
la transparencia.

Con los dos Gltimos pasos de esta escena: ...re-
glado azul... reglado rojo... damos la posibilidad
de verlos alternadamente.

Nuestra intuicion del espacio fisico indica que
estos dos reglados definen a la misma superficie;
y en la geometria real (la asociada a los niimeros
reales, con la que modelamos nuestros dibujosy al
Espacio Desarguesiano que extiende al Euclidiano)
se tiene que efectivamente asi es. Pero hay que de-
mostrarlo en ese contexto explicito, pues no se si-
gue de los cuatro axiomas —hacia el final del libro
veremos un ejemplo que lo prueba. Asi que aqui
debemos usar nuestra hipotesis de trabajo.

43.4

43.5
43.6
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Otra manera de expresar que la superficie obte-
nida como union de reglas sea Unica, que sea do-
blemente reglada, es que el reglado rojo sea Uni-
co, que no dependa de las tres reglas azules que
se escogieron para definirlo, y lo llamaremos:

Axioma del Equipal. Tres lineas en posi-
cion general en un espacio de dimension
3 son reglas de un (nico reglado.

El nombre viene de unos ejemplos de reglados

1/6 >
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dobles, que son los “equipales": un estilo artesa-
nal mexicano de sillones y muebles cuyas bases
estan hechas de muchas tiras de madera inclina-
dasy que “circulan” en dos direcciones.

Suponiendo cierto al Axioma del Equipal —que
es lo que haremos en adelante a menos que se diga
lo contrario- tenemos que la union de las reglas
en un reglado forman una superficie doblemente
reglada, pues si % es un reglado y consideramos
al conjunto que es la union de todas sus reglas,

7=t
ez

obtenemos una superficie por la bidimensionali-
dad de su definicion (regla y parametro; al moverse



algo de una dimension, “barre” algo de dos dimen-
siones).

El Axioma del Equipal implica que se tiene un re-
glado transversal £ independientemente de qué
terna escojamos en Z para definirlo (estamos en-
tendiendo, hay que enfatizar, que el color da un
simbolo diferente, ésta £ es roja y es distinta de
la azul... con una sentida disculpa a los daltonicos).

Entonces,
s=Jt=Jt

leR LeR

Y por lo tanto se cumple que:

e Por cualquier punto en . pasan dos
reglas: una roja y una azul.

e Dos reglas de .% de color distinto se
tocan.

e Dos reglas de & del mismo color son
generadoras (no se tocan).
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3.2.4. Planos tangentes, curvas
armonicas y haces envolventes

Concluimos esta seccion con un poker de defi-
niciones. Las tres que se refieren al plano cambian
temporalmente el significado de los términos usa-
dos en la seccion anterior, aunque a la larga de-
mostraremos que coinciden.

Si % es una superficie doblemente reglada, en
cualquier punto de ella se distingue a un plano.

Sea P un punto en .. Por P pasa una regla de
cada color (o de cada reglado). Al plano que gene-
ran esas dos lineas se le [lama el plano tangente a
< en P, o bien el plano polar de P respecto a ..
Y se cumple que este plano tangente corta a la su-
perficie justo en esas dos lineas: en dos reglas de
distinto color que se cortan en P.

Y ahora si, estamos en posicion de poder expre-
sar nuestra definicion de batalla.

Escena 44. (Definicion) Una curva arménica € es la
interseccion de una superficie doblemente reglada
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& conunplano 1t que no es tangente a .. Es decir,
€ =S NT.

ePara cada punto P € €6, la linea tangente a €
en P es la interseccion de 7t con el plano tangente
a¥ enP.

oY el haz envolvente o tangente a 6 es la familia
de sus lineas tangentes. ([l
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3.3. Polaridad

Recordemos que nuestra mision en la vida —
bueno, en lo que concernia a este libroy que en es-
ta seccion habra de realizarse— era demostrar que
las curvas armonicas cumplen la propiedad de in-
ducir una polaridad en su plano. Veremos que para
las superficies regladas, la polaridad se expresa de
manera muy natural y que demostrarla es... no es
justo decir que facil, pero si muy directa y natural:
sin recovecos ni trucos. Las ideas van hilvanando-
se con fluidezy los argumentos se enlazan con sor-
prendente claridad y contundencia.

En el primer apartado enunciamos el Teorema
de Polaridad para reglados y demostramos su par-
te existencial. En el segundo, demostramos la com-
patibilidad con la incidencia que formalmente es
un poco mas abigarrada pero necesariay revelado-
ra, corresponde a la generalizacion de lo que ha-
biamos llamado una correlacion. Abundamos en-
tonces en las implicaciones visuales del teorema
—en por qué vemos como vemos a las superficies
regladas y qué es lo que realmente vemos. Por l-



timo, demostramos la version bidimensional del
teorema, que establece la polaridad para las cur-
vas armonicas y vemos que las curvas de armonia
son curvas armonicas en el sentido actual del tér-
mino.

3.31. Ensuperficies regladas

Teorema 8 (Polaridad en reglados) Una superficie
reglada, #, induce una polaridad en el espacio. Es-
to es, un apareamiento (correspondencia 1-1) entre
puntos y planos que cumple:
i) Para P € .#, su plano polar es el plano
tangente a . en P (y contiene a P).
ii) Si P & #, entonces P no esta en su
plano polar y la reflexion armoénica con
centro en P y espejo en su plano polar,
deja invariante a la superficie .
iii) Si P esta en el plano polar de Q, en-
tonces Q esta en el plano polar de P.

La demostracion abarcara lo que queda de este
apartado y el que sigue.
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45.4

Para un punto P € .%, ya definimos su plano po-
lar como el plano tangente a . en P (el generado
por las dos reglas ahi) y queda establecido el inci-
so (i).

Escena 45. Consideraremos ahora el caso genérico
en que
Pg.&.

Para poder precisar, sean a, b, c tres lineas rojas
en posicion general que definen a .#; es decir, ta-
les que el reglado transversal a ellas £ que consta
de las lineas transversales a las tres (y pintadas de
azul), tiene como union a .%*. Pero ademas tene-
mos que hay otro reglado, el rojo, Z que contiene
como reglas a las tres originales (a,b,c € %)y
esta definido como el reglado transversal a cual-
quier terna de reglas azules —esto es el legado del
Axioma del Equipal.

Consideremos al plano

ax=PVa.

Afirmamos que en « vive otra regla, y que es de
color azul.
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45.5

Puesto que « corta a todas las reglas rojas: jes-
tos puntos se tienen que alinear! Mas concreta-
mente, los puntos de interseccion de x con by ¢
generan una lineaen oc que también cortaa ay por
lo tanto es una regla de Z (pues es transversal a
las tres). Llamémosla a; es decir:

a=(ax/Ab)V(xAc) e R

(recuerde que colores distintos dan simbolos dis-
tintos). Y sea
A=a/\a.

Obseérvese que el punto A y la regla a dependen
del punto P, pues el plano « depende de él.
En el fondo, hemos demostrado que:

e si un plano contiene a una regla, en-
tonces es un plano tangente y contiene
también a una regla del otro reglado.

De tal manera que si ahora consideramos a los pla-
nos 3 =bV Pyvy=cVP nos definen otras dos
reglas azules

b,ce %,
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45.6

45.7

por la propiedad de que
PebVb=p y PecVc=y.
Lo cual da dos nuevos puntos en la superficie,
B=bAb y C=cAc,

cuyos planos tangentes a . son 3 y y respecti-
vamente.
Los tres puntos que hemos nombrado, generan
un plano
n=AVBVC,

que llamaremos el plano polar de P respecto a ..
Afirmamos que

e la reflexion armonica, p, con centro P
y espejo 7t deja invariante a &,

para concluir con el inciso (ii) del teorema.

Las seis reglas que tenemos (3 rojas y 3 azules)
definen por interseccion a nueve puntos en.%.Con
ellos -y la configuracion de lineas y planos que
generan- bastara para acabar de demostrar a (ii).
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45.8

45.9

En el plano «x = a 'V a (que es el tangente a .%¥
en A = a/\a)tenemos a otros cuatro de esos nue-
ve puntos. A saber,

(a/Ab),(bAa),(aAc),(cANa),

que forman un cuadrangulo plano que (con este
orden ciclico) tiene como punto distinguido en su
triangulo derivado precisamente a A. Es decir, en
o tenemos lo que habiamos denominado una lo-
seta (ver §2.3.3).

Otro de los puntos del triangulo derivado es P.
Pues P es la interseccion de los planos &, By v;y
dos de las lineas de interseccion de estos planos
se pueden expresar

aAB=(aAb)V(bAa)
aAy=(aANc)V(cAa).

Por lo tanto, éstas son rectas que pasan por P.

Para ver que la linea opuesta a P en el triangulo
derivado, es o /\ 71, demostraremos que el punto
derivado que nos falta es «/\ (BV C).
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4510

4511

Para ello, consideremos a los planos tangentes

(bVe) vy (cVb).

Se cortan en lalinea BV C pues ambos planos con-
tienen a ambos puntos. Ademas, sus interseccio-
nes con o dan a la otra pareja de lados opuestos
de la loseta:

(bAa)V(aAc) v (cAa)V(a/Ab).

Asi que donde estas lineas se cortan (el tercer pun-
to derivado) es la interseccion de los tres planos,
que es x/\(BV C).

Tenemos entonces (conforme a §2.3.3) que la re-
flexion armonica con centro P y espejo 7T, que ha-
biamos llamado p (y deja invariante al plano «
pues P € «), deja fijo a A e intercambia a las re-
glas ay a como si fuera la proyeccion desde P.

Como p también deja fijos a los puntos By C,
pues estan en el espejo; podemos concluir que in-
tercambia a los pares de lineas b,b y c,c, por-
que ya sabemos que intercambia a sus respectivos
puntos de interseccion con el plano «.
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Por lo tanto, la reflexion armonica p intercam-
bia a las reglas rojas a,b,c con las reglas azules
a,b,c, respectivamente. Le cambia el color a la
configuracion.

Consideremos ahora a cualquier otra regla azul,
que podemos llamar x € Z.

Como x tocaa las lineas a, by c, suimagen bajo
p —que seguimos denotado x- p— es una linea que
tocaaa=a-p,ab=b-pyac=c-p.Yporlo
tanto, tiene que ser una linea del reglado rojo, es
decir,

XER — X-PEZR.

Ya sabemos que x - p es una regla roja. Y podemos
decir cual es, pues en una reflexion armonica el
punto de interseccion con el espejo se queda fijo.
Asi que x - p es la regla roja que pasa por x/\ 71ty
que conviene denotar x =X - p.

Se tiene por definicion que x /A x € 7. Pero
también que P € x\V x pues el plano que generan
cualquier linea y su imagen bajo una reflexion ar-
monica, contiene al centro. Asi, hemos demostrado
que:
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e Todos los planos tangentes a & en
puntos de 7t pasan por P.

Y de aqui podemos concluir que la definicion de 7t
no depende de las tres reglas con que arrancamos;
con cualquier otra terna de reglas rojas (o azules),
hubieramos obtenido al mismo plano.

Como la reflexion armonica p es una involucion
(es su propia inversa), tiene que mandar a cada re-
gla roja en la azul de la que viene, x =X - p. En fin,
ya tenemos lo que buscabamos, que p deja inva-
riante a la superficie ., pero sabemos ahora que
es asi porque intercambia a sus dos reglados.

Para remachar que la polaridad es un aparea-
miento (correspondencia 1-1) entre puntos y pla-
nos, podemos reinterpretarla en abstracto. Cual-
quier punto P fuera de .% y cualquier plano 7t no
tangente a . (pensados ahora libres y sin relacion
aparente entre ellos), definen por simple inciden-
cia una correspondencia 1-1 0 apareamiento natu-
ral entre los dos reglados de .%:

Dos reglas de colores opuestos se apa-
rean segin un punto P si P esta en el
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plano que generan; y se aparean segiin
un plano 7t si su interseccion esta en Tt

Las parejas polares punto-plano respecto a . son
aquellas en las que estos apareamientos entre los
dos reglados coinciden. Pero ademas, cuando este
es el caso, hemos demostrado que la biyeccion en-
tre reglados se realiza también geométricamente
(en todo el ambiente) como la reflexion armoénica
en la pareja polar.

3.3.2. Respeto a la incidencia

Veremos ahora que la polaridad respecto a.¥ se
lleva de maravilla con la relacion de incidencia. En
términos generales, se define una correlacion en
el espacio (de 3 dimensiones) como una funcion
que a cada punto le asocia un plano, que a cada
plano le asocia un puntoy que invierte la inclusion,
es decir si un punto esta en un plano sus asocia-
dos también inciden (el plano asociado contiene al
punto asociado). Elinciso (iii) del Teorema de Pola-
ridad dice que el apareamiento es una correlacion,
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y una correlacion que es su propia inversa es una
polaridad. Demostraremos ahora al inciso (iii).

Supongamos, para continuar usando la misma
nomenclatura, que un punto P tiene como plano
polar a 7t; queremos probar que:

e si un punto Q esta en 7t entonces el
plano polar de Q contiene a P.

Es inevitable ver varios casos segln si los pun-
tos Py Q estan o no en la superficie ..

Primero, cuando ambos estan en .%. Uno esta
en el plano polar del otro, solo cuando ambos es-
tan en una misma regla y la conclusion se cumple.

Segundo, el caso en que alguno de los puntos
esta en la superficie y el otro no. Se vio, se estudio
y se uso de manera protagonica en el apartado an-
terior. Que un punto Q dentro de la superficie .%
esté en 7t es equivalente a que el plano polara Q
pase por P.

Y tercero, cuando ambos puntos (P y Q) estan
fuera de ¥ y ademas Q € 7. Si llamamos 1) (léase
“eta”) al plano polar de Q, probaremos que P €.
Escena 46. Sea A un punto cualquiera en N7
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(existen muchos de estos pues 7t corta a cualquier
regla). Y como antes, sean a y a las reglas de .%#
que cumplen

A=a/lNaem v PecaVa=«.

Sea B el reflejado armonico de A con centro en
Q y espejo 1. Y supongamos primero que B #£ A
(el caso general).

Sabemos que B esta en la superficie & (pues Q
y 1] son polares respecto a .%*) y que también esta

46.2
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en 7t (pues el centro de la reflexion, Q, esta en 7).
Por lo cual, de nuevo, existen reglas by b para las
cuales

B=bAbem y PecbVb=p.

Como reglas de distintos colores siempre se cor-
tan, tenemos dos nuevos puntos en .#:

C=a/Ab y D=DbAa.

Notese que P € o/ A =CVD, pues ambos pun-
tos estan en ambos planos.
Los respectivos planos tangentesa . en Cyen
D son
aVb y bVa,

y ambos contienen a A y a B. Por lo tanto, también
contienen a Q € AV B. Entonces se tiene que C
y D estan en el plano polar de Q, que es 1. Pero
P estaenlalinea CVV Dy por lo tanto en 1, como
queriamos demostrar.

Nos queda por ver el caso particular en que
A = B, donde, recuérdese, B se definio como la
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imagen de A bajo la reflexion armonica con cen-
tro en Q y espejo en su plano polar n. Esto sélo
sucede cuando A esta en el espejo (pues el centro
Q no esta en la superficie .&).

Escena 47. Cuando A € 1, tenemos el caso espe-
cial en que tanto P como Q) estan en el plano tan-
gente a . en A, que hemos llamado «. Pero en-
tonces QV Ay PV A tienen que ser lineas armo-
nicas respectoa ay a (pues tenemos que ay a lo
son respectoa PV Ay a/Am=QV A). Lo cual
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m

demuestra que P €.

Las dos reflexiones armonicas (de las dos pare-
jas polares Py7ty Q,m) intercambian a ay a; pero
punto a punto son muy diferentes: restringidas a
estas reglas una es la proyeccion desde Py la otra
desde Q. Los correspondientes planos polares, 7t
y1, cortan al plano tangente o en las lineas Q VA
y PV A, respectivamente.

Esto concluye con la demostracion del Teorema
de Polaridad para superficies regladas. Antes de
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ver como implica a la polaridad en curvas armo-
nicas, vamos a interpretarla en términos visuales.
Escena 48. Definimos a una curva armonica 6 co-
mo la interseccion de un plano 7t (verde) con una
superficie reglada .#,... y a su linea tangente en un
punto A € € como la interseccion del plano polar
a A, que llamamos «, con el plano 7t.

Ahora sabemos que, dentro de , la linea armo-
nica a la tangente respecto a las dos reglas de .
pasa por el punto polar de 71, que seguimos deno-
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tando Py ahora depende de 7t en la figura.

De tal manera que lo que ve P como el contorno
de . es a la curva armonica €. Justo por los pun-
tos de € (animese a X), es por donde pasan los ra-
yos visuales que salen de P y rosan apenas, o son
tangentes, a .%. Ahi donde se traza un contorno.

Si dibujamos esa familia de lineas, obtenemos
el cono visual desde P que define 6.

Ademas, a P se le enciman los dos reglados. Para
cada regla roja hay una azul de la que no la distin-
gue; y ambas se proyectan a una linea tangente a
% . Por eso es dificil distinguir en los dibujos fijos
entre los dos reglados: ambos se dibujan (o se ven)
como el haz envolvente al contorno.

Por otro lado, debemos observar que la demos-
tracion indica que la polaridad respecto a la super-
ficie reglada . también se extiende a las lineas
del espacio. La linea polar (respecto a .#) de una
linea es la interseccion de los planos polares a sus
puntos; al mover un punto en una linea, los planos
polares correspondientes giran alrededor de una
linea. Para una linea tangente (en un plano tangen-
te y que pasa por su polo), su polar es la armonica
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respecto a las reglas. Para lineas que cortan en dos
puntos a .%¥ (como AV B en la demostracion), se
obtiene con las reglas por ellos (C\V D). Pero ade-
mas, hay lineas que no tocan a . y sus polares
quedan en el otro lado de la superficie.

< 4/4




3.3.3. En curvas armonicas

Veremos ahora, que la polaridad en superficies
regladas se hereda a las curvas armonicas.

Sea % una curva armonica en un plano 7t. En-
tonces existe una superficie reglada .% tal que

€ =S Nm,

y sea P el polo de 7t respecto a .. Se define natu-
ralmente una polaridad en 7t como sigue:

eDado un punto Q € T, su linea polar respecto
a6 es

q=nAm,

donde 1 es el plano polar de Q respecto a ..

eDada una linea q C T, su polo respecto a € es
el polo del plano q V' P respecto a # (que es un
punto en 7).

De aqui, se sigue inmediatamente nuestro an-
helado Teorema de Polaridad (7) para curvas ar-
monicas. Veamoslo a vuelo de pajaro o a manera
de repaso.
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Demostracion (del Teorema de Polaridad). Que es-
ta polaridad sea una correlacion involutiva, se si-
gue de que la polaridad tridimensional lo es (el in-
ciso (iii) del Teorema de Polaridad en Reglados (8)).

Que distingue a la curva como los puntos inci-
dentes en su polar (inciso (i)) es consecuencia de
las definiciones de planos y lineas tangentes, asi
como de (i) en el Teorema (8).

Que las reflexiones armonicas correspondientes
a pares polares no incidentes preservan a la curva,
se sigue de que en el espacio preservan tanto al
plano como a la superficie (incisos (ii) de ambos
teoremas). O

Nos falta ver que las dos acepciones de curva
armonica que hemos empleado son la misma.

Teorema 9 Las curvas arménicas (como secciones
de superficies regladas) coinciden con las curvas
de armonia (definidas por una cuarteta de puntos).

Demostracion. Ya tenemos un buen trecho andado
con la Proposicion 2. Para emplearlo sobre una cur-
va armonica que, como acabamos de ver, cumple el



Teorema de Polaridad, nos falta ver que cumple la
hipotesis extra de que cada linea la corta en a lo
mas dos puntos. Pero esto lo vuelve a heredar de la
superficie reglada que la determina como seccion,
pues si una linea corta en tres puntos a una super-
ficie reglada, toca a tres reglas de un color y por
tanto es una regla del otro color. Esta totalmente
contenida en la superficie. Pero, por definicion, el
plano que corta como seccion a una curva armo-
nica no contiene reglas de la superficie. Por tanto,
una linea corta a una curva armonica en a lo mas
dos puntos.

Asi que la Proposicion 2 implica que una curva
armonica es una curva de armonia.

Para ver que una curva de armonia es la seccion
plana de una superficie reglada volvemos a usar a
una construccion-A (Escena 3.1.4) que la defina, y
de ella sacamos al doble reglado. La construccion
no solamente es facil y natural, sino bonita en el
sentido de que la superficie que surge cambia de
manera muy elegante al mover los datos; mucho
mas armonicamente que si se mueven tres reglas
de manera titubeante.
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Escena 49. Supongamos que tenemos los datos
A, B, C,L para trazar una curva de armonia con la
construccion-A en un plano 7t. Escogemos un pun-
to P fuera de 7t que jugara el papel de su poloy
un punto S € PV L por el que pasara la superfi-
cie reglada. Y ya con esta informacion, todo queda
determinado.

De Sy su arménico, S’, respecto a Py L, debe-
mos trazar lineas a A y a B, y colorearlas con dos
colores como corresponde; éstas seran reglas.
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Por el punto C pasa una Gnica linea que toca a
las dos reglas azules, la pintamos de rojo; y una
Unica linea azul que corta a las dos rojas.

Ya tenemos tres reglas rojas y tres azules que
se cortan como deben. Con la construccion de
Hilbert-CohnVossen sobre cualquiera de las ternas
se obtiene la superficie reglada que queriamos y
que corta a 7t en la curva de armonia que definen
los datos.

Muévala, vera que es mas general de lo que pre-
tendiamos. [
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3.4. Teoremas clasicos

En esta Gltima seccion, demostramos los teore-
mas clasicos de Pappusy Pascal siguiendo a laidea
de Germinal Pierre de Dandelin (172?-182?), que fue
la que nos condujo al tratamiento de curvas coni-
cas que hemos presentado.

Conviene comenzar con el resultado que se atri-
buye a Blaise Pascal (17??-182?), pues su demostra-
cion, que era el objetivo principal del articulo de
Dandelin, [?], esta muy cerca de la configuracion
que fue base de la prueba del Teorema de Polari-
dad en Reglados. Ademas, la construccion que se
usa en esa demostracion, conduce naturalmente al
Teorema de Pappus como un caso limite interesan-
te (pasar de un plano general a un plano tangente).
Pero este resultado, muy lejos de ser un caso par-
ticular o especial, es sobresaliente y notable en si
mismo.

Pappus de Alejandria (3??-4??) lo enuncid y de-
mostro un milenio antes de que apareciera la pers-
pectiva. Tiene la particularidad de que es el pri-
mer teorema geométrico que se refiere unicamen-
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te a cuestiones de incidencia. De tal manera que
es el primer resultado de la geometria proyecti-
va (o de incidencia) que se enuncia y demuestra —
aunque las demostraciones clasicas siempre usan
nociones métricas. Quedo como un resultado ais-
lado; sin companeros aparentes. Pero resulto ser
un enunciado fundamental pues, como pronto ve-
remos, es equivalente al Axioma del Equipal. Con
el paso del tiempo, ha cobrado tal magnitud que
John Stillwell, en ??, lo propone como enunciado
embajador de la raza humana ante el cosmos. Es
decir, que si hemos de mandar en sondas espacia-
les algo que indique nuestro avance intelectual a
posibles seres inteligentes, el enunciado del Teo-
rema de Pappus —que se puede expresar en len-
guaje grafico— es un candidato idoneo. Veremos
hacia el final del libro mas razones para tan alta
distincion.

3.41. ElTeorema de Pascal

Cuenta la historia que Blaise Pascal demostro
su famoso Teorema del Hexagono a la edad de 16



anos. Sin embargo, solo trascendio el enunciado
pues su prueba original se perdio. De tal mane-
ra que era muy natural buscar nuevas pruebas del
teoremaa principios delsiglo XIX. En este contexto
historico es en el que Dandelin publica la demos-
tracion que damos a continuacion.

Teorema 10 (del Hexagono de Pascal) Los lados
opuestos de un hexagono inscrito en una curva
armonica se cortan en tres puntos colineales.
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Escena 50. (Demostracion) Notese primero, que el
enunciado no hace referencia alguna al orden ci-
clico que en la geometria real induce la curva en
los seis puntos. Juéguese con ellos trastocando su or-
den ciclico; el teorema funciona siempre, aunque la li-
nea de Pascal (la verde) y sus tres puntos se salgan con
frecuencia de la pantalla. En particular, llevar la figura
a un hexagono convexo (el mas tradicional) manda a la
linea verde cerca de la ideal al infinito.

Lo que el enunciado nos da con la palabra he-
xagono es la estructura combinatoria de un ciclo:
distinguir a seis parejas de puntos o veértices, que
dan los lados o aristas del hexagono, de tal ma-
nera que cada vértice aparece justo en dos y que
al seguir el camino natural que esto produce: brin-
cando de un vértice a otro usando una arista como
puente y asi al siguiente y al siguiente... se circula
por los seis vértices antes de regresar al del ini-
cio. Por ser seis un nimero par, se pueden pintar
los vértices con dos colores que se alternan y... se
pueden nombrar con dos ternas ordenadas de tal
manera que los vértices opuestos se correspondan
en el orden; conviene asi, pues las aristas opuestas
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ya se distinguieron en el enunciado.

Buena parte del articulo original de Dandelin se
va en construir una superficie doblemente reglada
que tenga como seccion a una conica general (pen-
sada a la antigiiita); pero aqui, por la definicion de
curva armonica (que aquel trabajo inspird), esto es
inmediato: existe una superficie doblemente regla-
da.#, con reglados rojo, %,y azul, Z, y un plano 7t
tales que la curva armonica en la que esta inscrito
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el hexagono es
€ =S Nm.

Entonces, podemos considerar a la configuracion
de tres reglas rojasy tres azules a la que da lugar el
hexagono bicoloreado. Por los puntos A1,A>, A3
de la curva %, pasan reglas rojas aj,ar,as; y
los puntos By, By, B3, estan en las reglas azules
b1, b2, b3 respectivamente. Debemos pensar a es-
ta configuracion de 3 x 3 reglas como conteniendo
a la configuracion dual del hexagono original: por
cada punto en él hay ahora una linea (que es re-
gla del mismo color) y por cada linea o arista del
original, hay ahora un punto de interseccion de las
reglas correspondientes en la superficie. El extra
de informacion que tiene la configuracion espacial
es lo que dara, contundente, la demostracion.

Conviene cambiar a una imagen que capture
mejor la estructura abstracta de la configuracion
de lineas que tenemos. Pues combinatoriamente
es bastante simple, es un arreglo de 3 x 3 lineas,
con 9 puntos de interseccion que también definen
planos.

50.4
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Escena 51. Regresando a la demostracion del teo-
rema, las lineas en el plano 7t que se generan por
vertices de distinto color en la curva, se pueden
expresar ahora como intersecciones de planos:

Al\/BJ = (ai\/b)’)/\ﬂ,

para cualquier par de indices 1,j €{1,2,3 }.
Los puntos “de Pascal” que nos interesan, tam-
bién corresponden a los tres indices. El primero es
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P1=(A2VB3)A(A3VB;)
=((aaVb3) A)A((az Vb)) A7)
:((az\/bg)/\(ag\/bz))/\ﬂ.
La clave es que a una interseccion de dos de los

planos tangentes, también la podemos expresar
como linea generada por dos de los 9 puntos:

(a2 Vb3)A(azVb)
= (aa/Abz) V(a3 Abs);
pues los dos puntos estan en los dos planos. Asi
que
P1=((az/Abz)V (a3 Ab3)) Am.
Analogamente, se tiene que
PZZ((ag/\bg)\/(Cu/\b]))/\T(,
P;=((a;Aby)V(ayAby)) Am.

Y concluimos la demostracion al considerar al
plano generado por los tres puntos diagonales del
timbiriche; pues P1,P,, P3 estan en la linea:

(a1 Aby)V (aaAb2) V(a3 Absz)) A,
OJ

51.4
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3.414. La conica por cinco puntos

La herramienta mas comin en los programas de
geometria dinamica para definir conicas, como en
ProGeo3D, es en la que selecciona uno 5 puntos y
ipum! aparece una curva que pasa por ellos.

Teorema 11 (Por 5 puntos ...) Por cinco puntos en
posicion general en un plano pasa una tnica curva
armonica.

Demostracion. Escena 52. Dados 5 puntos en un
plano 7T, primero vamos a construir una superficie
reglada que los contenga.

Pintamos tres puntos de rojo y dos de azul... Por
los azules, consideramos lineas generadoras (azu-
les) que corten al plano 7t en ellos.

Entonces, por los puntos rojos pasan lineas Uni-
cas que tocan a las dos azules. Las pintamos de
rojo y se considera a la superficie reglada . que
generan éstas tres lineas.

Por definicion, . contiene a las dos lineas azu-
les como reglas (tocan a las tres rojas). Ademas, el
plano 7t no contiene reglas pues lo que posicion
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general quiere decir en el plano, es que ninguna
terna de puntos es colineal. Por lo tanto, 7t no es
un plano tangente y la curva armonica

E=SNT7

pasa por los cinco puntos. Esto demuestra la exis-
tencia.

La unicidad tiene dos vertientes. La combinato-
ria, que se zanja rapidamente. No depende de qué
par de puntos se escogieron para trabajar de “cha-
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lanes azules”; pues para cualquier otro par, pode-
mos escoger a las reglas azules que pasan por ellos
y obtendremos a la mismita superficie reglada ..
Y la unicidad geométrica: no depende de qué re-
glas azules se escojan en el espacio. Esto se sigue
de que se puede construir la curva sin salirse nun-
ca del plano. Pero ahora con los datos de 5 pun-
tos en posicion general y el Teorema de Pascal nos
provee con una construccion.
Escena 53. (Construccion de Pascal) Dados cinco
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puntos en posicion general en el plano ... se toma
una trayectoria de longitud 4 con lineas como aris-
tasy ellos como vértices. Se le coloreay bautiza de
acuerdo a la demostracion del Teorema del Hexa-
gono de Pascal. Hemos escogido al punto rojo A
como centro de la trayectoria; el azul (y opuesto
en el hexagono por armarse) B1, es quien faltay al
que le tocara recorrer con brocha a la curva.
El primer punto de Pascal,

P1=(A2VB3)A(A3VB,),

ya esta determinado.

Del siguiente, P,, sabemos que esta en la linea
A1V B3y serael punto variable. Pues de él se ob-
tiene la “linea de Pascal” y su tercer punto

P3=(A1VB2)A(P2VPy),

y con esto ya obtenemos al sexto vértice que cierra
al hexagono:
B1 = (A3VP2) A (A2 VPs3),

que al correr con parametro P, dibuja la curva ar-
monica deseada. ([l
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3.4.2. ElTeorema de Pappus

Como pronto veremos, la demostracion del Teo-
rema de Pappus es exactamente la del de Pascal,
pero cortando con un plano tangente de la super-
ficie reglada, en vez de con uno general como lo re-
quiere la hipotesis de una curva armonica. En este
sentido, Pappus es un caso limite o particular de
Pascal; pero historicamente, Pappus es el que ins-
pira a Pascal: la conclusion es justo la misma, s6lo
cambia el soporte del tinglado. El peso especifico
de la demostracion, ahora recaera en la construc-
cion de la superficie reglada (ya no es de obvia re-
solucion solventable con la comoda frase de “por
definicion” como antes) y es a tal grado delicaday
fina, que encarna —al grado de ser equivalente— al
Axioma del Equipal que nos ha traido hasta aqui:
asi, con esa demostracion cerramos este ciclo.

Pero antes de lanzarse de cabeza al ruedo, que-
remos senalar cual ha sido el meollo técnico usado
en las demostraciones (tanto del Teorema de Pas-
cal, como en la compatibilidad con la incidencia
en el Teorema de Polaridad, e incluso antes si se
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le escarba con cuidado), y nombrarlo en honor al
autor original de este enfoque. Como lema técni-
co, permite intercambiar picos con cunas cuando
se ésta jugando con reglas; pero también la idea
de su demostracion, para ver cuando la intersec-
cion de dos planos es una linea generada por dos
puntos es usada con frecuencia.

Lema 4 (de Dandelin) Sea.# una superficie doble-
mente reglada, y sean (a,p) y (b, q) dos parejas
distintas de reglas en reglados opuestos de .&. En-
tonces

(@VP)A(bV q)=(aAq)V (bAP).

Demostracion. Que las parejas sean distintas, im-
plica que los planos que aparecen dentro de los
paréntesis del lado izquierdo de la ecuacion son
distintos, y por lo tanto que su interseccion es una
linea. También implica que los dos puntos (dentro
de los paréntesis) del lado derecho son distintos y
entonces su cuna es una linea. La igualdad se sigue
de que los dos puntos del lado derecho estan en
los dos planos del lado izquierdo. [
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Ahora si, sin mas preambulo, pasemos a lo ba-
rrido; que es un teorema enunciado para el plano:

Teorema 12 (del Hexagono de Pappus) Las  pa-
rejas de lados opuestos de un hexagono cuyos
vertices caen alternadamente en dos lineas, se
cortan en puntos colineales.

Escena 54. Antes de empezar con la demostra-
cion, vale la pena explorar la configuracion de Pap-
pus para observar que su demostracion con puras
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herramientas euclidianas no es facil. En particu-
lar, hay varios casos especiales que considerar por
cuestiones de paralelismo; por ejemplo, cuando la
linea de Pappus esta en el infinito.

Escena 55. Demostracion. Con la consigna de se-
guir la idea de la demostracion del Teorema de
Pascal, pero ahora con un plano tangente, debe-
mos considerar a las lineas dadas en la hipotesis
como reglas de una superficie doblemente regla-
da por construir. Sean entonces by y qg las lineas
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que contienen a las ternas alternadas de puntos
en el hexagono. Y llamémos A1,A7,A3 € by y
B1,B,,B3 € ap a los puntos, de tal manera que
vértices opuestos en el hexagono reciban el mismo
indice. Aparece un nuevo punto que hemos llama-
do O de “origen” (O = ap/\ by), y llamémos 7t al
plano de la configuracion (7t = ay \V by).

Lo que debemos demostrar es que los puntos
“de Pappus™:

P1=(A2VB3)A(A3VB,),
P> =(A3VB1)A(A1VB3),
P3=(A1VB,2) /A (A VBy)

son colineales.

Consideremos dos lineas rojas aj y ay, que sean
generadoras (salimos a la dimension 3) y que cor-
ten a 7t en los puntos Ay A, respectivamente.

Sea % el reglado transversal a las lineas
ap, ay, ap. Tiene reglas by, by, b3 € X que pasan
por B1,B2,B3 € ag, respectivamente. Y ademas,
contiene a la linea by porque ésta toca a las tres
lineas generadoras.
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Conviene dar con cautela el dltimo paso.

Tenemos cuatro lineas azules y tres lineas rojas,
tales que por parejas se cortan correspondiendo a
si son de colores distintos o no. Para trazar (en la
construccion) a la regla roja que falta (a3 por A3)
que complete el timbiriche bicolor a ser de 4 x 4,
hay que escoger a dos de las reglas azules del con-
junto {by,b,, b3} pues Az € by. Y que el efecto
sea el mismo es lo que nos da el Axioma del Equi-
pal, pues dice que las tres rojas se extienden a un
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reglado de manera Gnica. Veremos pronto que esto
es justo la manera técnica de expresar este axio-
ma... Por lo pronto, lo invocamos y completamos la
configuracion a cuatro y cuatro reglas en una su-
perficie doblemente reglada.

Y a partir de aqui, la demostracion es la misma
que la del Teorema de Pascal, pues si {i,j,k} =
{1,2,3}, el Lema de Dandelin nos da que

P = (A;VBy) A (Ag VB;)
= ((a; Vbi) AT A (@ V bs) Amr)
= ((a; Vb ) A (ax Vbj)) Am
— (0 Ab)V (@ Abi) AT,

Y entonces, los tres puntos de Pappus, P1,P2,P3
estan en la linea

(a1 Ab1)V (a2 Ab2) V(a3 Abz)) AT,
porque de hecho, son donde los lados del triangu-

lo “diagonal” ((a; Aby)(ar Aby)(az Abz)) del
timbiriche, cortan al plano 7t. OJ
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3.4.21. ElTeorema de Papusy

el Axioma del Equipal

Demostramos, por ultimo, lo que nos falta para
tener que

e el Axioma del Equipal es equivalente
al Teorema de Pappus.

Y por tanto, que la misma teoria se puede desa-
rrollar suponiendo a este teorema clasico como
axioma. Hay aln otros dos enunciados importan-



56.1

tes con la misma propiedad, que se refieren a las
tematicas que abordaremos en los Capitulos 5y 6.

Teorema 13 Si el Teorema de Pappus vale en los
planos, entonces se cumple el Axioma del Equipal.

Escena 56. (Demostracion.) Sean ay, aj,a; tres
lineas en posicion general. Queremos demostrar
que pertenecen a un reglado Unico.

Sea Z su reglado transversal; consiste de todas
las lineas que tocan a las tres rectas rojas dadas,
y las pintamos de azul. Ademas, sabemos que esta
parametrizado por los puntos en ap. Tenemos que
demostrar que si tomamos dos ternas de reglas en
X, los reglados transversales que generan son el
mismo (ésto es el Axioma del Equipal). Y para esto
bastara demostrar que

e si una linea x toca a tres reglas de X%
entonces también toca a cualquier otra.

Para ver con detalle que demostrar esta afirmacion
es suficiente, consideremos a dos ternas de reglas
en Z: (p,q,7),y (p',q’,1'); y sean &, &’ sus re-
glados transversales correspondientes (ambos son

174

reglados que extienden a las tres rojas originales,
pues estan ahi por definicion de £). Se tiene que

XER=SXER;

pues X € Z implica, aplicando tres veces la afir-
macion, que tocaap’,a q’yar,yestaes la defi-
nicion de x € %’. Pero también se tiene (con idén-
tico argumento) la implicacion inversa; y esto de-
muestra que Z = %’

Asi que, el escenario que armamos para la de-

1/5 >



mostracion del Teorema de Pappus es justo el que
debemos considerar:

Sean by, b1,by, b3 reglas de Z y sea az (que
actuara como “la X" en la afirmacion) una linea
transversala bg, b1, by. Vamos a demostrar que a;
toca a b3 (en el papel de “cualquier otra”); sabien-
do que todas los demas pares de lineas bicolores
si se tocan.

Sea O =aqap/A\by;yparai=1,2,3,sean:

Ai: ai/\bo y Bi: ao/\bi.

56.2

56.3

Podemos entonces aplicar el Teorema de Pappus
en el plano T = ay \V by, para obtener que
P1=(A2VB3)A(A3VB))
= ((a2Vb3)AlazVbz)) A
P2 =(A3VB1)A(A1VB3),
((a3Vb1)Ala; Vb3)) A
=(A )
= )

56.4

1VB2) A (A2 VB,

(a1 Vb)) AlaVby)) A

son puntos colineales. Llamémos {y C 7t a la linea

ue los contiene.
56.5 g
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Sea {3 = (a; Aby)V (az;/\by). Por la demos-
tracion del Lema de Dandelin:

33/\7'52 ((a1 /\b])\/(az/\bz))/\ﬂ
=((a1 Vb)) A (a2 Vb)) Am
= (A1VB2)JA(A2VBy) =P3.

Como P3 € {y, tenemos que {y y {3 generan un
plano; llamémoslo A = £y \V {3, y obsérvese que
también contiene a las lineas:

1/5 >
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t =P1V (az/Abz) = (a2 Vb3)A(azVby)
EZ :Pz\/(a1 /\b]) = (a1 \/b3)/\(a3\/b1).

Por ser coplanares (pues viven en A), éstas lineas
se cortan. Sea

W= AL,.

Vamos a probar que W € az y W € bz para con-
cluir que estas dos lineas también se tocan y con
eso, se completa la demostracion del teorema.
Consideremos a los planos A, a3V by, a3V b.
Se cortan por pares en las lineas {3, az, {1; y como
tres planos tienen un punto en comin, ese tiene
que ser W =1{, /\{;. Por lo tanto W € a3.
Analogamente, los planos A, a; \VV b3, a; V bs,
tienen como aristas a {», bz, £; y como vértice co-
man a W; por lo tanto W € bs. O
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Capitulo 4

Las tres geometrias planas rigidas

En el Capitulo 1, la exploracion de los princi-
pios basicos de la perspectiva con escenas de geo-
metria dinamica, nos condujo al estudio de movi-
mientos geométricos de distintos tipos. También
nos llevo a establecer a la geometria proyectiva
como sistema axiomatico. Con ello, y ya caminan-
do sobre terreno matematico firme, establecimos
en los siguientes dos capitulos a la armoniay a las
curvas armonicas.

Es tiempo de volvernos a enfrentar a los mo-
vimientos; pero armados ahora con la poderosa
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herramienta que nos da el Teorema de Polaridad,;
pues éste produce, al fijar una curva conica, a una
extensa familia de simetrias de la curva: todas las
reflexiones armonicas en sus parejas polares. Em-
pezaremos viendo la profunda implicacion que tie-
ne este hecho para la geometria clasica, que es
producir al modelo de Beltrami-Klein del plano hi-
perbolico —la geometria no euclidiana por exelen-
cia que describimos en la Escena ?? (en §1.2.3). Di-
remos que es una geometria rigida pues conduce
a las nociones métricas de distancia y angulo.



De aqui, y en el mismo espiritu Kleiniano (que
quedara establecido con mas claridad después de
ver con detalle este primer ejemplo), pasamos a
describir en los mismos términos a otras dos geo-
metrias, pero ahora guangas: la proyectiva —que
engloba a todas las demas— vy la afin. Esta lti-
ma, a su vez contiene a, y comparte espacio con,
la euclidiana, que es la clasica de siempre y cons-
tituye una segunda geometria rigida. Finalmente,
veremos que intimamente relacionada con la geo-
metria euclidiana en la dimension siguiente, es-
ta una tercera geometria plana rigida, la llamada
geometria eliptica o esférica que es imponerle una
estructura rigida al mismo plano proyectivo. Es-
to nos lleva naturalmente a discutir abiertamente
ciertas cuestiones topologicas que hemos evitado
enfrentar, y también, a la nocion misma de topo-
logia que, en este mismo espiritu Kleiniano, caeria
en una nueva categoria de geometrias: la super-
extra-guanga.

Pero antes de entrarle de lleno a este programa
de trabajo, convendra hacer un paréntesis histori-
co que sitle cronologicamente a las ideas involu-
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cradas; que dé algunos créditos relevantes de au-
toria, y que establezca el contexto para argumen-
tar las hipotesis extra que tendremos que adoptar.

Como deciamos para abrir el Capitulo 1, “en el si-
glo XIX, las matematicas ampliaron enormemente
su abanico de objetos de interés”. En aquella intro-
duccion, esta frase servia de preambulo para ha-
blar de los grupos (que ya definimos formalmente
en §2.4.3 y que son el personaje principal de este
capitulo), pero ahora nos sirve para hablar de otros
objetos y otras teorias que también nacieron o to-
maron forma en esa época.

Lo que ahora llamamos algebra lineal, o en cier-
tos ambientes algebra vectorial, se acabo de asen-
tary establecer. Con el uso de las coordenadas, los
matematicos se sintieron a gusto (a sus anchasy
seguros) para trabajar en espacios de muchas di-
mensiones: en el Espacio Euclidiano de dimension
N (denotado R™ pues tiene como campo base a los
nimeros reales que se denotan R), cuyos puntos
estan determinados por n coordenadas. Y ya con
la presencia contundente de estos espacios vec-
toriales, se abrieron, entre otros, dos importantes



cauces teoricos.

El de los espacios vectoriales complejos (cuan-
do el campo que se usa para las coordenadas es
el de los nimeros complejos, C, y se obtiene C"
en el cual las lineas son copias de C), y el de las
llamadas variedades® que viven en, o son subcon-
juntos de, algln espacio vectorial pero intrinseca-
mente tienen una dimension mas chica; es decir,
localmente (en pequefias porciones) se parame-
trizan con menos coordenadas que las de su am-
biente. Son la generalizacion multidimensional de
las superficies en el espacio R3 (que localmente
se describen con dos coordenadas). Hay que des-
tacar aqui al matematico aleman (Georg Friedrich)
Bernhard Riemann (1826 - 1866), cuyo trabajo en
esta direccion es tan importante que se conoce a
su vertiente rigida como Geometria Riemanniana;
la que sento las bases para que, ya a principios del
siglo XX, Albert Einstein (1879 - 1955) pudiera expre-

IEste es el nombre que acabo por adoptarse en espaiol
para referirse a estos objetos geomeétricos; pero tomé mucho
tiempo y se paso6 por distintas posibilidades en los distintos
idiomas para llegar a un nombre estandar.
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sar su teoria de la relatividad general.

Otra de las consecuencias del asentamiento del
algebra lineal, o quiza también una causa de ello,
es que en cierta manera se funde con la geome-
tria proyectiva. Hacia mediados del siglo se hace
la observacion, o acaba de caer el veinte, de que
el Plano Desarguesiano es simplemente “lo que ve
un punto —o el origen para simplificar— en R3”
(los puntos corresponden a lineas por él y las li-
neas a planos), con lo cual se aprende a trabajar
con las llamadas coordenadas homogéneas —que
veremos en el Capitulo 6—y las transformaciones
proyectivas se funden con las lineales.

En la presentacion de su famoso Programa de
Erlangen, en 1872, Felix Klein describe este panora-
ma diciendo que —*.. la geometria, siendo sustan-
cialmente tnica, se ha roto por su rapido y recien-
te desarrollo en una serie de teorias distintas, que
avanzan independientes unas de otras”. De aqui,
concluye que —“se justifica publicar observaciones
que la reconecten... quiero presentar ciertos méto-
dos y puntos de vista que han sido desarrollados
en investigaciones recientes por [Sophus] Lie y por



mi mismo... pues aunque la naturaleza de los temas
difiera, la conclusion de la concepcion general [a
la que ambos llegamos] es la misma”. Y ésta con-
clusion se puede resumir en que en la geometria,
siempre hay un espacio y un grupo actuando en él
(ambos pueden variar de una geometria a otra); y
se buscan o se estudian las cosas y los fenomenos
invariantes ante la accion del grupo.

Veremos en esta concepcion Kleiniana de la
geometria a los ejemplos que surgieron historica-
mente de poner en duda al quinto postulado. En
todos ellos, la palabra geometria tiene el senti-
do mas formal, restringido y preciso que le dimos
en §1.4.1, como un conjunto de puntos (el espa-
cio base) con una nocion bien establecida de li-
neas (ciertos subconjuntos distinguidos de pun-
tos) y que cumple el Axioma I. Estos ejemplos los
incluyo Klein en su Programa de Erlangen; pero la
manera en la que estamos llegando a ellos es di-
ferente de la suya: nosotros por el camino de la
geometria sintética y él por el de la analitica. Es-
to sucede con frecuencia en matematicas; cuando
algo es profundo, se le puede llegar o aproximar
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desde muy diversos puntos de vista; emerge natu-
ralmente de distintas situaciones o contextos.

Por Gltimo, conviene senalar que otro de los
ejemplos que aborda Klein en su texto reunifica-
dor, es la geometria mas general, flexible o guan-
ga posible, basada en el concepto de continuidad,
y que termind por llamarse Topologia ya entrado
el siglo XX, pero que en ese entonces todavia se
llamaba Analisis Situs. Se le concebia ain dentro
del Analisis, pues aiin no lograba el grado de abs-
traccion necesario para obtener su independencia
como teoria. La debemos mencionar, pues el ti-
po de suposiciones adicionales a los axiomas que
debemos adoptar, son de indole topologica. En su
momento las senalaremos puntualmente. Sin em-
bargo, todo queda englobado en nuestra hipote-
sis de trabajo: en este capitulo, vamos a trabajar
principalmente en el Plano Desarguesiano, tam-
bién conocido como plano proyectivo real y deno-
tado usualmente como IRPZ; pero aqui lo seguire-
mos denotando D? en honor a su autor Desargues.
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4. La geometria hiperbolica

Ya podemos hacer formalmente -y sin ayuda al-
guna de conceptos métricos— lo que describimos
en la Escena 1.2.3 de §1.2.3, como contribucion si-
multanea pero independiente de Eugenio Beltra-
mi y Felix Klein a la geometria hiperbolica, que es
el llamado modelo proyectivo o, a véces, modelo
de Beltrami-Klein. Como ya hemos puesto planos
a nombre de Euclides, Descartes y Desargues, ha-
riamos bien en llamar a éste:

4a1. ELlPlano de Beltrami-Klein

Escena 57. Sea % una curva armonica en el Plano
Desarguesiano, IDZ; es decir, 6 es la cerradura pro-
yectiva de una curva conica en el Plano Euclidiano,
E2. Si es necesario, se le anaden uno o dos pun-
tos ideales, pero conviene representarla como una
elipse contenida en la pantalla.

Consideremos un punto libre P. Hemos demos-
trado que ¥ induce una polaridad, y entonces P
tiene asociada una linea polar, p digamos, que pin-
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tamos de morado como a P.

En ProGeo3D, se obtiene con la herramienta “Armo-
nia". Al tener a ésta activa, si se selecciona primero a
una curva arménica entra al modo “polo o polar”; se
arrastra el cursor a un punto o a una linea, y al soltar
ahi, se obtiene el polar asociado (linea o punto).

Observemos, moviendo a P, que hay tres tipos
de puntos (en referencia a €, por supuesto), pues
sabemos que una linea corta a una curva armonica
en a lo mas dos puntos, y eso nos da tres tipos de



lineas. Visualmente los podemos identificar como:

= Los puntos de adentro, cuya linea polar es ex-
terna: no tocaa 6.

m Los puntos de € que estan en su linea polar
o tangente; y esta toca a € solo en ese punto.

m Los puntos de afuera, cuya linea polar corta a
% en dos puntos.

Aunque visualmente sea evidente la existencia
de los puntos de adentro de una elipse, ésta exis-
tencia no se sigue de los cinco axiomas (los cua-
tro basicos o de incidencia y el del equipal). Es-
to (de que efectivamente haya de los tres tipos
de puntos) es una particularidad del Plano Desar-
guesiano, o mejor dicho del plano proyectivo real,
pues es algo que tiene que ver con los nimeros
reales; con su estructura topologica y la continui-
dad; pero a su vez, con su estructura algebraica.

El ejemplo de plano proyectivo (que cumple los
cinco axiomas y que definiremos en el Capitulo 6),
pero en el cual todas las lineas cortan a una curva
armonica en uno o dos puntos, es el que se cons-
truye usando a los nimeros complejos, C, en vez
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de a los nimeros reales. En la época del Progra-
ma de Erlangen se estaba estableciendo como una
geometria valida: ahora la conocemos como Geo-
metria Algebraica; tuvo avances teoricos especta-
culares en el siglo XIX, y en buena medida por este
hecho (todas las lineas tocan a una curva armoni-
ca) asociado a que C es algebraicamente cerrado
(todos los polinomios tienen solucion).

Lo que vamos a suponer en el resto del capitu-
lo es algo que nuestros ojos ven en los dibujos, y



nuestra intuicion geomeétrico-espacial dicta, pero
que no vamos a demostrar:

Hipotesis de Jordan. Una curva armoni-
caen el Plano Desarguesiano, parte a és-
te en tres pedazos no vacios: los puntos
de adentro, los de la curva y los de afue-
ra; ademas, las lineas externas (polares
a un punto de adentro) estan formadas
por puros puntos de afuera.

Antes de explicar las razones del nombre de ésta
hipotesis, conviene observar que la Gltima frase es
equivalente, usando a la polaridad (y que ésta es
una correlacion), a que

e todas las lineas por un punto de aden-
tro cortan a la conica, €, en dos puntos.

El nombre de esta hipotesis es en referencia al
celebre Teorema de la curva de Jordan que dice que
una curva cerrada simple (sin autointersecciones)
en el plano, lo divide en dos regiones (adentro y
afuera). Haber distinguido a éste como un enuncia-
do digno de demostracion fue muy importante pa-
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ra el desarrollo de la topologia; asi como lo es in-
tentar demostrarlo, pues conduce a precisar con-
ceptos como continuidad (para precisar lo que es
una curva) y lo que es separar. La primera demos-
tracion fue del matematico francés Camille Jordan
(1838 - 1922). Nosotros so6lo lo necesitamos en un
caso muy especial que es el de una elipse (curva
conica que no toca a la linea al infinito).

Regresando a nuestra conica y a la pareja po-
lar que estabamos considerando, observemos que

57.3
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cuando el punto P esta afuera (si no esta afuera, hay
que sacarlo), los puntos de interseccion de su linea
polar, p, con la curva €, tienen como lineas pola-
res a las dos tangentes que pasan por P porque la
polaridad es una correlacion (preserva incidencia
o invierte contencion). A estos dos puntos se les
[lama los pies de P en € y son el equivalente bi-
dimensional al contorno: “ahi donde P deja de ver
ae”

Notese que estas lineas polares a puntos de
afuera tienen puntos de los tres tipos: hay dos
puntos de € que separan a p en dos segmentos
abiertos; uno esta adentro y el otro afuera.

El Plano de Beltrami-Klein que define €,y deno-
taremos H? (pues es un modelo de la geometria
hiperbdlica), tiene como puntos a los de adentro
de ¥ y como lineas a todas las intersecciones con
lineas que lo tocan; es decir, una linea Kleiniana,
hiperbalica o linea-H consiste de puntos de aden-
tro (los puntos de H?2) en la linea polar a un punto
de afuera. Asi que las lineas-H estan en correspon-
dencia 1-1 con los puntos de afuera; y también es-
tan en correpondencia con parejas no ordenadas
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de puntos en € a los que llamaremos sus puntos
limite (aunque estos estén bien determinados por
-y determinan a- la linea-H: no forman parte de
ella). Es decir, también podemos identificar a las
lineas-H, con las llamadas cuerdas de €, en el en-
tendido de que no incluyen a sus puntos limite.

Escena58. Conviene rearmar a la misma figura, pe-
ro ahora controlando a la linea-H que seguimos
llamando p, por sus dos puntos limite en €, para
que su polo, P, no quede encarcelado en la pan-
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talla. Y entonces si: se puede transitar, al menos
potencialmente, sobre todas las posibles lineas-H,
con sus polos P deambulando libres alla afuera.

Ademas —y este es el trabuco tedrico que trae-
mos entre manos y queremos explotar— cada
linea-H, p, viene acompanada de, una reflexion hi-
perbaélica bien definida:

e la reflexion armonica con espejo en p
y centro en su polo P, restringida a H2.

Puesto que esta reflexion armonica en todo D?

<213 >
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deja invariante a la curva armonica ¥, tiene que
mandar a los puntos de adentro en puntos de
adentro (a H? en H?), a € en € y a lo de afue-
ra en lo de afuera. Ademas, manda parejas polares
(punto, linea) en parejas polares pues preserva ar-
moniay manda tangentes de la curva en tangentes.

Esta reflexion hiperbélica (pensada en H?2) in-
tercambia los dos lados, o cachetes, en que la
linea-H, p, parte al Plano de Beltrami-Klein. Pero
ademas, sabemos como lo hace: intercambiando
para cada punto de p en IH]Z, los dos lados de la
linea-H que va al polo P (el centro de la reflexion
armonica) intercambiando sus dos puntos limite.

Hemos anadido a la escena un punto libre Xy
a su reflejado X’ para insistir en, y que se pueda
jugar con, el efecto geométrico de una de estas re-
flexiones.

Pero antes de seguir con las implicaciones de
este hecho —de que haya tanta reflexion—, deje-
mos establecido por qué era tan escandalosa esta
geometria. Por qué se creia que era incorrecto es-
tudiarlaya que no correspondia a nuestro entorno;
por qué encendio pasionesy se insistio en que vio-

58.3
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laba nuestra “intuicion”.

e El Plano de Beltrami-Klein, I]-I]2, es una
geometria...

...pues cumple claramente el Axioma I: por cuales-
quiera dos puntos (en H?2) pasa una linea-H Gnica
(la que determina la linea proyectiva correspon-
diente).

Escena 59. Sin embargo, esta muy lejos de cumplir
al axioma euclidiano de las paralelas.

Dada una linea-H, p, y un punto (en H2) fuera
de ella, Q,... por ese punto no pasa una Unica, sino
muchisimas lineas que no tocan a p.

De hecho, se pueden distinguir dos tipos de “pa-
ralelas” —entendiendo por esto que no se tocan.
Hay pares de lineas-H que no se cortan (en H?2) pe-
ro que comparten un punto limite (en €)y las que
ni siquiera en el limite, las que como lineas pro-
yectivas se cortan en un punto de alla afuera. A las
primeras, se les llama paralelas y a las segundas,
ultraparalelas.

En la escena es claro que por un punto fuera de
una linea, pasan exactamente dos paralelas a ella
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(las que comparten sus puntos limite) pero ade-
mas, hay una infinidad de ultraparalelas. Seria co-
rrecto decir que todo un segmento abierto, pues se
parametrizan naturalmente (por interseccion) con
el segmento de afuera de la linea p.

Esc:59Tbt



41.2. Rotacionesy ortogonalidad

Para cada linea-H, tenemos una reflexion hiper-
bélica (insistimos: la reflexion arménica en la pa-
reja polar asociada). Queremos entender qué pasa
cuando se compone a dos de ellas; y para esto, hay
que analizar varios casos correspondiendo a don-
de se cortan los espejos.

Empecemos estableciendo notacion. Como de
costumbre, una linea se denota por una letra mi-
nuscula, p digamos. Para su punto polar usaremos
a la mayuscula correspondiente, P; y cuando p es
una linea-H, denotaremos a su reflexion hiperbo-
lica asociada decorandola con una tilde:

= .l 2
p:H*—H,

que es una transformacion de H2. Pero a veces,
abusando de la notacion, también podemos con-
siderar a p como una transformacion definida en
todo el Plano Desarguesiano.

A la funcion identidad de H—I]Z, la denotaremos
1y42. Puesto que P es una reflexion, sabemos que
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es su propia inversa, o una involucion; es decir,

p N ﬁ — 1|H]2 .

Escena 60. (Definicion) Dadas dos lineas-H, py q,
si su interseccion, O =p /\ g, es un punto de |]-I]2,
decimos que su composicion

P-q:H> — H?

es una rotacion con centro en O.

<272
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Claramente, O se queda en su lugar pues esta
en los dos espejos. Y quedara mas claro por qué le
[lamamos rotacién... si movemos a un punto libre
Xy observamos como se mueve su imagen

X' =X-(p-q)=(X-p)-q.

Por ejemplo, al girar a X en, o cerca de, €: se tiene
que X' siempre va “adelante de” X en una misma
“orientacion” de € con el segmento de X a X’ de-
jando a O siempre del mismo lado; P se comporta
como una rotacion alrededor de O.

La inversa de una rotacion también es una ro-
tacion. Se obtiene invirtiendo el orden en que se
aplican las reflexiones, pues como la composicion
de funciones es asociativa y las reflexiones son in-
voluciones:

(P-d)-(qa-p)=p-(q-q)-p
=P 1ly-p=p-p=1n.

hef

Hemos denotado X” = X-(g-P) para ver el efecto
en un mismo punto de estas dos rotaciones. Jue-
gue con la posicion de las lineas para convencerse
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experimentalmente de que la terminologia corres-
ponde a nuestra intuicion. Y otro argumento para
que la palabra “rotacion” sea la adecuada es que

e sip # q, el Gnico punto fijo de la rota-
cionp-genH? (yen 6)es O =p/\q.

Para demostrarlo, supongamos que X es un
punto en H? o0 en su limite, la curva armonica 6,y
que es un punto fijo de la rotacion P - g; es decir,
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tal que
X=X-(p-q)=(X-P)q.

Supongamos primero que X # X - P.

Que X = (X-P)-q implica que Q, Xy X-P estan
alineados (puesto que { es una reflexion armoénica
con centro en Q). Pero, por esta misma razon, P, X
y X-P también estan alineados. Por lo tanto

X>X'f’»P>Q

estan alineados. Como P # Q (pues p # q), es-
to implica que X € PV Q = o (la linea polar de
O). Pero como esta linea es externa, se contradice
nuestra suposicion de que X € H?U€.

Nos queda el caso en que X = X-P. Esto implica
que X € p pues el tnico otro punto fijo de p es su
centro P que es un punto de afuera. Entonces, que

X=X q=X-q

implica, por la misma razon, que X € q y por tanto
que X =p/\q = O. Lo cual concluye la demos-
tracion. 0]
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En realidad, acabamos de demostrar que si una
rotacion tuviera mas puntos fijos ademas de su
centro, estos estarian en su linea polar. Y este caso
especial se da con toda esa linea de puntos fijos: lo
hemos visto ya asociado a la definicion de curvas
de armonia, o a las cuartetas que llamamos “armo-
nicas”, cuando pensabamos en parejas de puntos
en la curva; pero pensadas ahora como los puntos
limites de pares de lineas-H, resulta natural usar
otra terminologia.

<272
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Definicion. Diremos que dos lineas-H, p y g, con
puntos polares respectivos Py Q, son perpendi-
culares u ortogonales, si Q incide en la linea pro-
yectiva p (que es equivalente a que P € g por ser
una polaridad).

Escena 61. Conviene parametrizar a la figura de pa-
res de lineas ortogonales, p y ¢, por su punto de
interseccion, O =p/\q € p, para transitar por to-
das sus posibilidades cuando una de las lineas-H
(p) esta fija. Y observar que se tiene que por cual-
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quier punto de p (e inclusive de H?) pasa una Gni-
ca linea perpendicular a p (basta trazar su linea a
P). También se tiene por el Lema del Triangulo de
Klein (en §2.3.3) que

e Sidos lineas-H, p y q, son ortogona-
les entonces sus reflexiones conmutan,
es decir,

pqg=q-p.
Pues ambas rotaciones son la reflexion armonica
en la pareja polar O =p/Aq,0 =PV Q. De he-
cho, ésta condicion de conmutatividad es equiva-
lente a que sean ortogonales, pero postergaremos
su demostracion.

Por lo pronto, debemos remarcar que estas ro-
taciones dadas como composicion de reflexiones
en pares de lineas-H ortogonales, vuelven a ser
reflexiones en parejas polares respecto a €6, pe-
ro ahora con los espejos en lineas externas o, lo
que es lo mismo, con el centro en l]-l]z, y son lo que
deben llamarse medias vueltas o medios giros en
ellos.

61.2
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42.3. Traslaciones

Veamos ahora a la composicion de dos reflexio-
nes hiperbolicas cuyos espejos son ultraparalelos.
Escena 62. (Definicion) Dadas dos lineas-H, py q,
tales que su interseccion, O =p/\ ¢, es un punto
de afuera. Entonces la composicion

p-q
es una traslacion en la linea polarde O, 0 = PVQ,
que se puede considerar como una linea-H.
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Hemos afadido a la escenaa Xy X' =X-p-q
para experimentar con el efecto de la traslacion.
Fija a los dos puntos limites de o, y al punto O
afuera; y a todos los demas puntos de H? (inclu-
yendo a su limite €) los empuja de uno al otro.

Hay que remarcar que implicitamente hemos
establecido dos hechos

e Cualquier par de lineas-H ultrapara-
lelas tiene una Gnica perpendicular co-
mdan,

e Una traslacion en una linea-H se ob-
tiene componiendo dos reflexiones en
lineas-H perpendiculares a ella.

Por altimo, debemos senalar que hay un caso
“inestable” entre los dos “estables” de composi-
cion de reflexiones hiperbolicas. Cuando las dos
lineas-I< son paralelas (comparten un punto li-
mite). Entonces, las composiciones son llamadas
traslaciones horociclicas. Solo tienen un punto fijo
(en %) que parece venir de uno adentro y se con-
vierte en tres cuando las lineas se cortan afuera.
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4.4. Los dos grupos y la homogeneidad

El grupo hiperbélico, que denotaremos /£, con-
siste en todas las posibles composiciones finitas
de reflexiones hiperbolicas; éstas son sus gene-
radores. Y a los elementos de # los llamaremos
transformaciones hiperbalicas. Si denotamos por
I]-ﬂ% al conjunto de lineas-H, tenemos que

F€={P1 P2+ Pnlpi € H)

Satisface las tres condiciones de un grupo de
transformaciones:

Contiene a la identidad pues ésta se obtiene
componiendo a cualquier reflexion consigo misma.

Es cerrado bajo composiciones, pues sus ele-
mentos son palabras cuyas letras son reflexiones
hiperbolicas y componer equivale a yuxtaponer
dos palabras que vuelve a ser una palabra.

Y la inversa de un palabra es esa palabra dele-
treada al revés -las mismas letras leidas en la di-
reccion contraria- pues cada una de estas “letras”
€s su propia inversa.
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Cada una de las transformaciones del grupo hi-
perbolico # actia en el el Plano de Beltrami-Klein
H?, pero también se le puede considerar como ac-
tuando en todo el Plano Desarguesiano DZ. Sin
embargo, al ver como actuan en el plano hiperbo-
lico, H?, se puede distinguir a dos tipos de trans-
formaciones: las que invierten la orientacion y las
que preservan orientacion.

Todos los generadores de ./ (las reflexiones hi-
perbdlicas) invierten orientacion. Si pensamos en
el simil de una moneda (con H?), ellas la cambian
de lado y dejan arriba a la otra cara de la moneda.
Pero al componer a dos que la invierten, se obtiene
una transformacion que preserva la orientacion; el
ejemplo canonico es la identidad, pero ya vimos
también a las rotacionesy a las traslaciones.

Las transformaciones hiperbdlicas que preser-
van orientacion forman un subgrupo de /4, deno-
tado /. Es llamado el grupo hiperbélico orien-
tado, o bien el grupo de movimientos hiperboli-
cos entendiendo que se puede llegar a una trans-
formacion en A, “moviéndose” continuamente
desde la identidad.
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Puesto que una reflexion hiperbolica (la refle-
Xion con espejo en una linea-H) cambia la orienta-
cion de H?, el grupo hiperbélico orientado, consis-
te de todas las transformaciones que se obtienen
de palabras con un nimero par de letras (donde
las letras son generadores).

En el apartado anterior, vimos tres ejemplos de
elementos de /7, : las traslaciones, las rotaciones
y las traslaciones horociclicas. A la larga veremos
que con eso ya vimos todo, que no hay mas.

Desde Einstein, se le llama principio cosmolo-
gico a la suposicion de que el universo es homo-
géneo (todos sus puntos son iguales) e isotropi-
co (todas las direcciones son equivalentes). Esta
es una nocion geométrica, pues cuando se tiene
la accion de un grupo en un espacio, ser “iguales”
o “equivalentes” es, mas explicitamente, que haya
una transformacion en el grupo que mande a uno
en el otro.

Escena 63. Llamemos rayo a “media” linea-H. Con-
siste de un punto en H?, su origen, y una linea di-
rigida (con una orientacion distinguida) que sale
de él. Se puede determinar la orientacion de una
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linea-H al fijar el punto limite hacia el que viajan
los puntos en la direccion preferida. Asi que un ra-
yo de H? queda definido por un punto en H? y un
punto limite en ¥’; el rayo es la linea que determi-
nan los dos puntos, uno es el origen y la direccion
la da el punto limite.

e Dados dos rayos en [H]z, hay un movi-
miento en /. que manda a uno en el
otro.

Para demostrarlo vamos a encontrar una refle-
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64.2

xion que mande a un punto en el otroy componer-
la con una reflexion que ponga a laimagen del rayo
original en la direccion adecuada. Hay que empe-
zar con los puntos.

Escena 64. Sean A, B € H? dos puntos distintos. EL
espejo que los intercambia y hace que sean “igua-
les” sera la linea-H que es su mediatriz.

Por A y B podemos trazar una linea-H,

c=AVB,

< 3/3
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y éstatiene a su polo C alla afuera. Las lineas de C
aAyaB(CVAvyCVB)dan las perpendiculares
acen Avyen B, cuyos puntos limite definen un
cuadrangulo en 6.

Puesto que la reflexion armonica en la pareja
polar, c,C, deja invariante a este cuadrangulo: c
tiene que ser un lado de su triangulo derivado. En
él, ademas de c, hay otro lado que define a una
linea-H, esa es la mediatriz entre A y B;y el tercer
lado del triangulo derivado (que vive afuera) tiene
como polo al punto medio (donde se cortan cy la
mediatriz).

La reflexion en la mediatriz intercambia a A con
B y también lo hace la media vuelta en su punto
medio; la primera cambia orientacion y la segunda
la preserva. El tercer elemento no trivial del grupi-
to de Klein asociado es la reflexion en ¢ que deja
fijosa AyaB.

Hay que observar que de aqui se puede obtener
a la traslacion en c que lleva a A en B: se com-
pone a la reflexion en la perpendicular por A (la
roja) con la mediatriz; o bien a ésta Gltima con la
perpendicular a B (la azul). Es facil ver que ambas
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mandan al punto A en el punto B y fijanac.
Escena 65. Vamos a ver ahora que cualquier par de
rayos con el mismo origen son equivalentes.

Consideremos a un punto O € H? y dos puntos
Py Q en €, es decir, puntos limite. Vamos a ver
que tenemos bien definida una bisectriz entre los
rayos OPy OQ.

De nuevo, al considerar a los otros dos puntos
limites de las lineas-H (OV Py OV Q), se obtie-
ne un cuadrangulo en ¥, cuyo triangulo derivado
tiene como vértice al punto O.

Los lados de éste triangulo que pasan por O son
lineas-H ortogonales: una refleja a los rayos OPy
0Q, vy la otra refleja a las mismas lineas pero lo
hace mandandolas con la orientacion opuesta.

De nuevo, como en el caso anterior, con las bi-
sectrices se pueden obtener las dos rotaciones
que mandan a una linea en la otra; hay que com-
poner la reflexion en las propias lineas con la de
la reflexion en la bisectriz apropiada.

Conviene hacer un paréntesis para subrayar, de
nuevo, que de esta configuracion hay un caso muy
especial que es en el cual las lineas por O son or-
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togonales (o el cuadrangulo en % es armonico) y
entonces se tienen coincidencias extras de las li-
neas tangentes en la linea polar de O. Y, cuando
este es el caso, el grupo de simetrias de la confi-
guracion hiperbolica crece a ser de tamano 8; es el
equivalente en nuestro mundo euclidiano de pa-
sar de un rectangulo a un cuadrado (el grupo de
simetrias se duplica).

Usando a los dos resultados anteriores, obtene-
mos la homogeneidad en parejas punto-en-linea-



orientada, o rayos, que deseabamos. Pues dadas
dos parejas tales

AEH*,Pe€¢ y BeH*,Qe%;

podemos reflejar en la mediatriz entre A y B; esto
manda a A en By a P en un cierto P’ € € para
entonces reflejar en la bisectriz que manda al rayo
BP’ en BQ.

Esto nos da un movimiento hiperbolico que
manda a la pareja A,P en la pareja B,Q como
queriamos. Pero ahora sabemos que se puede ob-
tener como la composicion simple de dos reflexio-
nes hiperboélicas. Es decir, que es una traslacion,
una rotacion o una traslacion horociclica, depen-
diendo de la posicion de los datos iniciales, que es
la que determina la posicion de los dos espejos en
que se reflejo.

Resulta que este movimiento es el Unico que
manda al rayo A,P en el correspondiente B, Q.
Pero esta demostracion de unicidad la dejamos
para después.

Para intuir este hecho podemos deambular por
el grupo de movimientos hiperbolicos como en
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§1.2.3, pero ahora usando a las curvas armonicas
con su poderosa polaridad.

Escena 66. Empezamos con una curva armonica
% cualquiera; un punto O adentro (en el corres-
pondiente Plano de Beltrami-Klein H?), y un punto
P en el limite. Determinan una pareja punto-en-
linea-orientada que, al moverse acarrea a todo el
Plano Desarguesiano con ella, dejando invariantes
a la curva armonica €, y con ella a su interior, el
Plano de Beltrami-Klein H? correspondiente.

66.1
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Usando polaridad, trazamos la perpendicular
a OV P por O.. y luego a las dos bisectrices,
que también son ortogonales. Tenemos entonces
a ocho puntos en € ...y por ellos podemos trazar
segmentos, o lineas-H, para dar mejor la idea de
cémo todo H? sigue a su guia; como todo se deter-
mina con su posicion.

Obsérvese que en la linea polar a O, siempre
hay una cuarteta armonica bien definida.

Finalmente, ya podemos tratar de precisar lo
que entendiamos por “movimientos” en el Capi-
tulo 1. Si pensamos que al arrancar la escena, los
puntos O y P tienen una posicion definida, llamé-
moslos Op y Py (para considerarlos como “Oy P
en el tiempo 0”), entonces para cualquier momen-
to de la experimentacion con ellos hay un movi-
miento hiperbolico definido en A} que es el que
manda a los puntos iniciales (Og y Pp) en los da-
dos en ese momento t (O y Py).

Pensado asi, se arranca en la identidad (en el
tiempo 0) y al mover O y/o P se deambula dentro
de A,y lo que se esta viendo en la pantalla es
la imagen del entramado inicial bajo el movimien-
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to en el tiempo t. Aunque, en cualquier momento
se puede decretar que los puntos iniciales son los
que estan en la pantalla y que se empieza uno a
mover usando caminos que salen de la identidad
en A, . Esta manera de pensar es importante pa-
ra “ver” ciertos subgrupos como los de rotaciones
alrededor de un punto que pronto seran importan-
tes.
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42.5. Circulos, equidistantes y horociclos

Por Gltimo, vamos a ver como usando a los gru-
pos y sin necesidad de tener definida una distan-
cia, se pueden trazar circulos: esos otros objetos
de la geometria euclidiana (ademas de los “angu-
los rectos”) que aparecen como personajes impor-
tantes en los postulados o axiomas clasicos de Eu-
clides.

Sin embargo, en el caso de la geometria hiper-
bolica, de la misma construccion surgiran otros
dos tipos de curvas relacionadas con los circulos.
Escena 67. Consideremos un punto C en el Plano
de Beltrami-Klein, |]-I]2, asociado a la curva armoni-
ca 6. Queremos trazar el circulo hiperbolico con
centro en C y que pase por otro punto X € H2.

Sea c la linea polar a C. Dado un punto E € c,
que servira como parametro, sea e su linea polar
(que pasa por C) y sea Y la imagen de X bajo &
(recuérdese, € es la reflexion armonica con espejo
ey centro E); es decir, tenemos que

Y=X-ée.
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Puesto que C esta en el espejo de &, la distancia
hiperbolicade X a C debe serlamismaqueladeY
a C (sin necesidad de asociar un nimero preciso
a esa “distancia”); y por tanto, Y debe de ser un
punto en el circulo deseado.

Al pintar la curva que traza Y cuandovaria E € ¢
se obtiene el circulo hiperbélico con centroen Cy
que pasa por X:

Circg (C,X)={X-é|E€c}.
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Conviene describir a estas curvas en términos
de grupos (y no s6lo de subconjuntos de reflexio-
nes)... y para esto, sea eg = CV X la linea-H por
Cy X;ysea Ey € ¢ su punto polar. Puesto que
X se queda fijo bajo la reflexion &y, (X = X - &),
tenemos que el circulo también es:

Circg(C,X)={X-(ép-&)|E€c}.

Pero ahora, el conjunto de movimientos que se
aplican al punto X,

{éO'é“:—EC})

es un grupo (un subgrupo de #, ). Como son rota-
ciones con centro en C, todos sus elementos fijan
a C. Resulta (aunque no lo probaremos aiin) que
ésta propiedad lo define como grupo: es el llama-
do estabilizador del punto C € HZ, es decir, los
movimientos que fijan al punto C. Es el grupo de
rotaciones alrededor de C y sus elementos corres-
ponden a los puntos del circulo (al identificar a la
identidad con el punto X). Su composicion equi-
vale a la clasica suma de angulos; dentro de este
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grupo con su regla de composicion, se esconde la
nocion numérica de angulo.

Asi que el circulo hiperbélico con centroen Cy
que pasa por X es lo que se llama la érbita de un
grupo (el conjunto de imagenes de un punto bajo
los elementos de ese grupo).

Vamos ahora a explorar las posibilidades y va-
riantes de esta construccion.

Primero, hay que notar que X no tiene por qué
estar confinado a vivir adentro de %. La construc-



cion tiene sentido para cualquier X € D?; y al mo-
verlo, se deambula por una familia de curvas ar-
monicas que parecen surgir del punto C, crecen
para pasar por %6y concluyen colapsandose en la
linea polar ¢ con un cubrimiento de 2 puntos a 1,
o 2-1. Al mover X hacia c, la curva le llega, o se
aproxima, a la linea ¢ por ambos lados.

Segundo, la construccion tampoco depende de
que C sea un punto de H2: lo podemos sacar.

En este caso, cuando C esta afuera de €6, lo que
nos da la construccion para X € H? es la llamada
curva equidistante de c, que ahora es una linea-H:
la polar de C. El grupo correspondiente de movi-
mientos son todos aquellos (en ;) que dejan a
la linea c invariante (o, equivalentemente, es el es-
tabilizador de su punto polar C). Y lo que se esta
dibujando es la orbita del punto X bajo este grupo:
lo que le pasa a X (representado por Y) cuando ¢
se mueve en si misma. El nombre viene de que es-
tos puntos deben tener la misma distancia a ¢ que
X (sin que sepamos cual es).

Tanto la curva equidistante como el grupo del
cual es orbita, tiene dos componentes. En la figura,
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la curva esta separada por los dos puntos limite de
C. En el subgrupo de los movimientos que fijan a ¢
como linea-H, se pueden diferenciar en los que, in-
ternamente en ¢, preservan su orientaciony en los
que la invierten. Como todos preservan la orienta-
cion del plano de Betrami-Klein, H?, los primeros
preservan a los dos lados de c y los segundos los
intercambian. Los primeros son traslaciones de ¢
y los segundos medios giros en sus puntos.

De un lado de la curva, en el que X representa a
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la identidad del grupo, estan las traslaciones ob-
tenidas como la reflexion en eyp = C 'V X seguida
de la reflexion en e (ambas, lineas ortogonales a
c); y del otro lado (de c), estan las medias vueltas
en puntos de ¢ parametrizadas por su mismisimo
centro, E.

Notese que al mover a X, se obtienen todas
las curvas armonicas que genera la construccion-A,
cuando se mueve al punto libre que antes llama-
bamos C. Es decir, las curvas armonicas que com-
parten dos puntos con sus dos tangentes

Falta mencionar el caso inestable entre los dos
que hemos visto, que es cuando el punto C esta
en la curva . Entonces, se obtienen los horoci-
clos como las orbitas del subgrupo de movimien-
tos hiperbolicos que tienen como (nico punto fijo
a C € ¥ y que habiamos llamado traslaciones ho-
rociclicas. En este caso, tanto las orbitas, como el
grupo estan en correspondencia con la linea pro-
yectiva menos un punto, que estamos suponiendo
que es la linea real R.

Por dltimo, sera muy importante hacer notar
que si consideramos a E/ = ¢ /\ e como un pun-
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to en la linea ¢ que depende del parametro libre
E € c. Entonces, se cumple que la transformacion
decenc:

E—FE,

es una involucion (su propia inversa), pues la asig-
nacion E — e es una polaridad (y E' = c /\e).
Por lo que la llamaremos una polaridad en la li-
nea c. Pero el comportamiento de esta polaridad
en ¢ cambia radicalmente cuando C esta afuera o
adentro. En el primer caso, y por la simetria de la
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armonia, es la reflexion armonica en los limites de
¢ como linea-H, e invierte la orientacion de c; en
el segundo (en el que ¢ no toca a €), preserva la
orientacion y no tiene puntos fijos.

Al primer caso, se le llamara una polaridad hi-
perbolica de la linea (que es otro nombre para una
reflexion armoénica). Y al segundo, se le llamara
una polaridad euclidiana de la linea pues sera fun-
damental para dar la estructura rigida en términos
Kleinianos al plano euclidiano.
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4.2. La geometria proyectiva

Hemos descrito a la Klein, o en términos Klei-
nianos (especificar un conjunto o espacio de pun-
tos junto con un grupo de transformaciones de él),
al plano hiperbolico que desafio en su tiempo a
las nociones clasicas o tradicionales de lo que es
“geometria” pues viola al axioma de las paralelas,
aunque si tiene todas las nociones asociadas con
larigidez o la métrica. Logramos esto estudiando al
Espacio Desarguesiano que, no hay que olvidarlo,
se construye a partir del Espacio Euclidiano pero
tomando en cuenta solo sus axiomas de inciden-
cia. Estos son el de “trazo de lineas” (por dos pun-
tos se puede trazar una tnica linea) y el de “para-
lelismo” (en un plano, por un punto fuera de una li-
nea pasa una tnica paralela, es decir, que no la to-
ca); pues con base en este Gltimo se incorporaron
los nuevos puntos “ideales”. En este nuevo espacio
se desarrolla la Geometria Proyectiva, que aunque
pierde en ciertas nociones de medicion, gana en
la certeza y generalidad de cuando dos lineas se
cortan (cuando son coplanares).



Felix Klein, como hemos cacareado ya bastante,
fue el que observo que dentro de esta geometria
se encuentran modelos de las otras. Y para que es-
to tenga sentido, debemos describir a la Klein a la
propia geometria proyectiva.

4.22. Los grupos proyectivos

Para definir, o intentar definir, en términos Klei-
nianos a la geometria plana en la que estamos tra-
bajando, no hay duda de que el espacio de puntos
debe ser el Plano Desarguesiano. Lo que falta de-
terminar es un grupo de transformaciones que ac-
tha en él y hay varias opciones razonables de ca-
minos o rutas para hacerlo.

La primera, que es la de mas abolengo pues de
aqui se deriva el nombre de esta geometria, viene
de trabajar con las proyecciones. Tiene el proble-
ma técnico de que una proyeccion es una funcion
que vade un plano en otro; no una transformacion,
biyeccion o correspondencia 1-1 de un conjunto en
si mismo; y ademas, necesita de un ambiente (del
espacio tridimensional) para tener séntido. De tal
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manera que para construir a un grupo de transfor-
maciones del plano, hay que considerar cadenas
de proyecciones para regresar al mismo plano (a
la composicion de éstas proyecciones encadena-
das, se les llama proyectividades). Transitar este
camino lleva su tiempo; es importante pues viene
de la motivacion original de ésta geometria que es
la perspectiva y convierte a las proyecciones -y a
lo que dan lugar en el mundo de las funciones- en
un objeto de estudio en si mismo. Lo transitaremos
con cuidado en la Parte Il del libro.

La segunda ruta no necesita que el plano vi-
va en otro espacio, sino que es intrinseca pero
formal, quiza demasiado formal. Consiste en con-
siderar, en abstracto, a las transformaciones del
plano (insistimos, biyecciones del plano en si mis-
mo) que preservan a las lineas como subconjun-
tos; a las que mandan lineas en lineas y que es
usual llamarlas colineaciones. Se tiene facil la cer-
teza teorica de trabajar con un grupo -el de todas
las colineaciones— pero da lugar a la pregunta pro-
funday dificil de si no es éste un grupo demasiado
grande; de si sera cierto que cualquier colineacion



tiene una definicion constructiva mas geomeétrica.
También enfrentaremos esta ruta en la Parte Il.

Y la tercera via, que historicamente es mas dis-
creta pero es la mas apropiada para nuestra situa-
cion actdal, es la de considerar al grupo generado
por todas las reflexiones armonicas; llamémoslo
el grupo proyectivo del plano y denotemoslo &%
(donde el subindice se refiere a la dimension, pues
también tenemos al analogo &3 para el espacio
tridimensional y a &2 que actia en la linea pro-
yectiva, ya que en esos dos “espacios de puntos”
estan bien definidas las reflexiones armonicas).

Por definicion, &2, consiste de todas las trans-
formaciones del Plano Desarguesiano en si mismo
que se obtienen como composicion finita de refle-
xiones armonicas, las llamaremos transformacio-
nes proyectivas. Claramente es un grupo de trans-
formaciones pues todos sus generadores (las re-
flexiones armonicas) son involuciones -es decir,
son su propia transformacion inversa. De tal ma-
nera que la identidad esta en 9%,; éste es cerrado
bajo composicion y cada transformacion convive
ahi con su inversa.
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Ademas, es un subgrupo de las colineaciones,
pues ya probamos (en §2.3.2) que los generado-
res (las reflexiones armonicas) mandan lineas en
lineas y por tanto, cualquier composicion finita de
ellas también lo hara. También es cierto (y no es
dificil probar) que es un subgrupo de las proyecti-
vidades. Aunque a la larga, y bajo ciertas hipotesis
que ain no podemos formular, estos tres grupos
resultan ser uno mismo.

Debemos subrrallar que el grupo de transforma-
ciones hiperbolicas, que habiamos denotado ./,
es un subgrupo de &2, pues se generd a /£ con un
subconjunto de los generadores de %% (sélo las
reflexiones armonicas correspondientes a las pa-
rejas polares que determina una curva armonica).
Y ademas, el “espacio de puntos” es un subconjun-
to del Plano Desarguesiano, a saber, los puntos de
adentro de la curva armonica. De tal manera que
la Geometria Hiperbolica puede ser llamada sin ti-
tubeos como una subgeometria de la proyectiva o,
como se dice mas comunmente, tiene un modelo
dentro de la Geometria Proyectiva: justo el que he-
mos descrito.



4.2.2. Elgrupo proyectivo de la linea

Vamos a demostrar ahora una relacion sorpren-
dentey bella entre los grupos de transformaciones
que se han definido: el grupo hiperbolico es igual
al grupo proyectivo de la linea. Esto se puede es-
cribir

=P, (4)

donde el simbolo = se lee “es isomorfo a", y signi-
fica que hay una biyeccion (o correspondencia 1-1)
entre los grupos que manda a la identidad en la
identidad y preserva el producto, que en este caso
es la composicion de transformaciones.

El adjetivo que usamos de “sorprendente” se
transforma en “natural”, al recordar que las curvas
armonicas estan parametrizadas por una linea y
que el grupo hiperbolico no sélo acta en los pun-
tos de adentro sino en la curva misma. Estos dos
hechos son los que conducen a la demostracion.

La primera definicion de curva armonica que di-
mos, usaba un punto libre dentro de una “cuerda”
como parametro. La segunda y mas formal fue co-
mo la interseccion de una superficie reglada con
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un plano 7t. Las reglas (azules digamos) que barren
a la superficie estan parametrizadas por los pun-
tos en una regla del otro reglado (una regla roja), y
cada regla azul corta a 7t en un punto de la curva;
de tal manera que la curva vuelve a estar parame-
trizada por los puntos de una linea. Si pensamos
en el haz envolvente como la proyeccion de la su-
perficie reglada desde el punto polar del plano T,
esta es justo la correspondencia tangencial:

Escena 68. Sea 6 una curvaarmonicay P un punto
en ella. Sea { la linea tangente a € en P. Se tiene
entonces una biyeccion entre los puntos de £ y los
de €, que llamaremos la correspondencia tangen-
cial: los puntos X € Ly Y € € se corresponden si
XV'Y es tangente a €; esto es, si X es el polo de
PVY.Y por supuesto, también hay que anadir que
P € { correspondea P € 6.

Ya tenemos identificados, o en correspondencia,
a los “espacios de puntos” en los que actlian nues-
tros dos grupos (A#y Z). Si demostramos que las
transformaciones que los generan se correspon-
den, ya acabamos. Y para esto, veremos que

681

Esc:68Tbt
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e la correspondencia tangencial manda
cuartetas armonicas en cuartetas armo-
nicas.

Con esto basta para demostrar (4.1), pues las refle-
xiones armonicas (los generadores de los grupos)
se definen en base a las cuartetas armonicas: al
fijar dos puntos (linea-K en la curva armoénica o
espejo y centro en la linea tangente) el cuarto ar-
monico de un tercer punto es su imagen bajo la
reflexion armonica correspondiente.
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Escena 69. Consideremos una cuarteta armonica
en la curva armonica ¥; denotemos A,D,B,C a
los puntos en su orden ciclico sobreentendido.

Las cuatro tangentes a € por ellos, llamémos-
las a, d, b, c, se construyen trazando una linea del
punto de contacto al conjugado arménico del “cen-
tro”, (AV B) /A (CV D), respecto a la pareja dia-
gonal opuesta.

Llamemos T al polo de la linea AV B, ... para
concluir que ¥ se obtiene por la construccion-A

69.1

69.2

69.3



69.4

de los cuatro puntos A,B,C, T y con la notacion
original de aquella construccion (§3.1.1).

Sea Z cualquier punto en % (estamos pensan-
do en el punto P de la construccion anterior pero
manteniendo la notacion de la construccion-A), y
queremos demostrar que la interseccion de su li-
nea tangente, llamémosla z, con a,d,b,c es una
cuarteta armonica.

Por la construccion-A, Z se obtiene como el re-
flejado armonico de C con espejo TV Xy centro Y
para alguna pareja X, Y, armonica respectoa A, B.
Y su linea tangente z corta a ¢ (la tangente a C) en
el espejo TV X.

Pero Z también se puede obtener de la
construccion-A usando al punto D en vez del pun-
to Cy la pareja armonica respecto a A, B, que la
produce es Y, X (se invierten los papeles). Asi que
la linea XV D pasa por Z,y la linea T\V'Y pasa por
z/\d. Esto también se puede demostrar usando al
Lema del Triangulo de Klein (§2.3.3) en el triangulo
XY, T.

Por altimo, hay que observar que la cuarteta
armonica A,Y,B,X se proyecta desde T en la
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cuarteta en que las cuatro tangentes a, d, b, c cor-
tanaz.

Hemos demostrado que las tangentes a una
cuarteta armonica en 6 cortan a cualquier otra
linea tangente en una cuarteta armonica. Pero la
construccion dice mas: cualquier linea que corte
a esas cuatro tangentes en una cuarteta armoni-
ca es, a su vez, una linea tangente. Pues dada una
linea con esta propiedad, al trazar lineas de su
cuarteta a T nos da una cuarteta armonica de li-
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neas ahi, que a su vez corta a la linea AV B en
la instancia del parametro X'y su armonico Y que
da lugar a una linea tangente que coincide con la
dada.
Esc:697bt
Escena 70. La dualizacion de este hecho tiene una
implicacion interesante que se antoja mencionar
como paréntesis antes de regresar a los grupos.
Dada una cuarteta de puntos (en posicion ge-
neral y apareados en dos lineas “diagonales”), la
construccion de la curva armonica que los hace ar-
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monicos se simplifica bastante.

Simplemente se toma un par armonico variable
en una de las lineas diagonales, de ellos se trazan
lineas al otro par, y éstas se intersectan. La curva
que se genera es la deseada. Y ademas nos permite
definirla como lugar geométrico:

70.2

70.3

La curva arménica que hace armonicos a
una cuarteta de puntos en posicion ge-
neral, es el lugar geomeétrico de los pun-
tos que los ven como cuarteta armaénica.

Donde hay que anadir a los cuatro puntos, reem-
plazando en ellos a su respectiva linea de vision
por la linea tangente; cosa que la construccion ha-

ce correctamente.
Esc:7oTbt

4.2.3. Teoremade3en3

Un corolario de nuestros primeros pininos en la
geometria hiperbdlica, aplicado a (o visto desde la
optica de) el grupo proyectivo de la linea, 21, dara
que este grupo es triplemente transitivo; es decir,
que dadas dos ternas de puntos en una linea (en
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la que actia &2), existe una transformacion pro-
yectiva (en &21) que manda una en la otra.

Este es un resultado central de la teoria. Tan
es asi, que es la mitad de lo que Coxeter llama el
Teorema Fundamental de la Geometria Proyectiva.
Aunque tampoco es para sorprenderse, pues ya en
la construccion de sucesiones armonicas (§2.2.4)
vimos que se pueden poner 3 puntos a jugar el pa-
pelde 0,1y 2, 0 mejorainde 0,1 e oo, arbitraria-
mente en cualquier lugar de una linea y entonces
todos los enteros (y los racionales tras ellos) saben
exactamente donde les toca acomodarse por cues-
tiones de armonia; y luego vienen los reales para
rellenar los huecos cobijados por la continuidad.

Para la demostracion de la triple transitividad,
se vale trabajar con la accion del grupo hiperboli-
co /£ en su curva armonica ¥, pues esta es equi-
valente a la de &7 en la linea.

Escena71. Consideremos tres puntos gordos en 6,
el rojo, el azul y el verde.

Se antoja de inmediato trazar las lineas entre
ellos para obtener lo que se conoce como un trian-
gulo ideal en la geometria hiperbolica: tres lineasy
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dos a dos paralelas; comparten puntos limites que
no estan en el triangulo, los vertices que solo lo
indican.

Ademas, tenemos a las tres lineas tangentes vy,
como vimos en §3.1.2, ... forman una configuracion
de Ceva.

Lo que esto implica, en términos de geometria
hiperbolica, es que hay un punto (el de Ceva) aso-
ciado al triangulo ideal que bien podemos llamar
su baricentro pues en él concurren sus tres alturas

3/3
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7.5

-cada linea de un vértice al baricentro es ortogo-
nal al lado opuesto del triangulo. Y cada altura es
bisectriz de las otras dos.

Entonces, las reflexiones hiperbolicas en las tres
alturas, transponen al par de vértices del lado que
cruzan perpendicularmente, mientras que dejan fi-
jo al vertice por el que pasan.

Asi que el grupo que generan estas tres reflexio-
nes es equivalente al de las permutaciones de sus
tres vértices. Y de éstas hay 6: tres rotaciones (in-
cluyendo a la identidad) y esas tres reflexiones. Al
grupito de rotaciones se le conoce como el grupo
ciclico de orden 3 (consta de la identidad v, colo-
quialmente, las rotaciones de 120 y -120 grados).
En términos hiperbalicos, el triangulo ideal es per-
fectamente simétrico y su grupo de simetrias tiene
un centro o punto fijo, el baricentro. Lo que hemos
demostrado es que para cada triangulo ideal, hay
un punto Gnico que ve a sus veértices en angulos
iguales.

De tal manera que el triangulo ideal queda per-
fectamente determinado por su baricentro y uno
de sus vértices, el rojo digamos, pues los otros dos
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se obtienen actuando en él con el grupo ciclico de
orden tres en el baricentro.

Entonces, sitenemos otros tres puntos en % (los
flacos digamos), sabemos (por la homogeneidad
del Plano Kleiniano, §4.1.3) que hay un movimiento
que manda al par baricentro-veértice-rojo gordo en
el flaco. Si manda a los otros dos veértices gordos
en los flacos de su color, ya acabamos. Si no, van
permutados, pero reflejando en la altura roja (gor-
da antes o flaca después) quedan justo en su lugar

3/3
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(este es el caso en que se invierte la orientacion).

En particular, por las demostraciones podemos
anadir que cuando las ternas de puntos tienen la
misma orientacion en la linea (o en la curva armo-
nica), se puede mandar una en la otra con la com-
posicion de dos reflexiones armonicas; y cuando
tienen orientacion contraria con una o con tres se
logra.
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4.3. La Geometria Euclidiana

La Geometria Euclidiana es la clasica o tradicio-
nal que se ha desarrollado por milenios y se nos
ensena desde chiquitos. Se fundamento de mane-
ra axiomatica con el trabajo de Euclides de Ale-
jandria (~ 300 ac) a quien se atribuye el libro Los
Elementos, donde se compila y expone de manera
sistematica y racional el conocimiento geométrico
hasta ese momento. La contundencia y exactitud
de esta geometria para explicar nuestro entorno
inmediato en términos métricos o rigidos, condujo
hasta hace muy poco tiempo a confundirla con la
realidad misma. Y es un modelo tedrico tan exito-
so, que el desarrollo de las llamadas Ciencias Exac-
tas la tienen como uno de sus pilares fundamen-
tales; un ejemplo de esto es lo que hemos hecho
en este libro:

Para entender los principios de la perspectivay
de como vemos al mundo, ciertos axiomas de la
Geometria Euclidiana resultan ser mas relevantes:
los de incidencia. Estos son el de “trazo de lineas”
(por dos puntos se puede trazar una anica linea) y



el de “paralelismo” (en un plano, por un punto fue-
ra de una linea pasa una tnica paralela, es decir,
que no latoca). Con ellos, y sin necesidad de incluir
nociones métricas, es decir, sin tomar en cuenta a
los otros axiomas, se puede extender el Espacio
Euclidiano anadiéndole puntos para definir al Es-
pacio Desarguesiano y, a partir de esta construc-
cion teorica que debemos a Desargues, nos arran-
camos: pasamos por la armonia, las curvas-Avy las
superficies regladas para llegar hasta la descrip-
cion a la Klein, o Kleiniana, de la geometria hiper-
bolica, como algo que surge al escoger cualquier
curva armonica, gracias a la poderosa propiedad
de polaridad que éstas cumplen.

Lo que queremos hacer ahora es ver que dentro
de esta extension o desarrollo teodrico de la Geo-
metria Euclidiana que es la Geometria Proyectiva,
podemos volver a describir a la primera en térmi-
nos muy generales pero con el mismo espiriti Klei-
niano con que describimos a la Geometria Hiper-
bolica. Ademas, convendra hacerlo con sumo cui-
dado, pues redundara en la definicion de la tercera
geometria rigida plana.
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4.3.1.

4.4.

4.5.

El plano euclidiano

EL Plano Proyectivo Rigido

;Y la unicidad, Apa?



Capitulo 5

Teoremas clasicos

5.01. El Teorema de Papus

5.0.2. El Teorema de Papus y el Axioma
del Equipal

5.0.3. El Teorema de Pascal
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