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Prefacio

Ante las numerosas evidencias de deficiente desempeno de los estudiantes
en sus estudios de matemadticas, el Rector de la UNAM, Dr. José Narro
Robles, decidié enfrentar el dificil reto que plantea este problema de gran
trascendencia académica. Para ello convocé a académicos especialistas en el
tema, a formar grupo de trabajo amplio y representativo bajo la coordinacion
del Secretario de Desarrollo Institucional, Dr. Francisco Trigo Tavera. La
complejidad del problema motivé la creacion del Seminario Universitario
para la Mejora de la Educaciéon Matematica (SUMEM), por acuerdo del
senor Rector del 12 de septiembre de 2013. Se trata de una organizacion
de caracter permanente que ha estado coordinada desde su inicio por el Dr.
Manuel Falconi Magana, y cuya funcién es trabajar de manera continua en
la mejora de la educacion matematica en la UNAM.

El problema tiene muchos aspectos: métodos de ensenanza, formacién y si-
tuacion laboral de los maestros, preparacion previa de los estudiantes, planes
de estudio, necesidades curriculares de las licenciaturas, etcétera. Pero una
cuestion clave es:

.qué deben aprender los estudiantes y por qué?

La busqueda de una respuesta llevé a la formacion de un grupo de traba-
jo para establecer los estandares de matematicas para el Bachillerato de la
UNAM, el cual produjo este documento.

El mundo ha cambiado mucho en los tltimos cincuenta anos y asi también
su relacion con las matematicas. Durante ese lapso lo importante fue domi-
nar una tecnologia matematica, para realizar los calculos que resumian el
trabajo de muchas generaciones de cientificos y matematicos. Ahora son las
computadoras las encargadas de la tarea.

IIT



v

En el mundo moderno el ser humano debe enfrentar situaciones que requieren
de la capacidad de crear y manipular abstracciones matematicas en situacio-
nes y contextos nuevos y diversos. Sorprende, por tanto, que casi no se hayan
modificado los contenidos de los planes de estudio de las matematicas. Urge
adaptarlos a los cambios que caracterizan a esta época variando el enfoque
y el énfasis en los distintos temas, e introduciendo nuevos conceptos.

Cambiar los contenidos de las matematicas va a ser dificil. Después de varias
generaciones de maestros que ensenan lo mismo que les ensenaron a ellos, se
ha creado la idea de que en este campo no hay otro camino que el directo y
estrecho a prepararse para las "matematicas superiores”. Asi las cosas, solo
se pueden modificar la rapidez con que se avanza y el vehiculo en el que se
transita (el enfoque didédctico). No hay atajos ni nuevos parajes que transi-
tar como tampoco otras metas que alcanzar. Sin embargo, las matemaéticas
son amplias y variadas: constan de muchos temas independientes pero inter-
relacionados, lo cual permite recorrerlas siguiendo multitud de rutas. Han
cambiado asimismo las razones que hay para aprenderlas, al igual que las
maneras de usarlas y apreciarlas.

El objetivo de este documento es atender a estos cambios y aportar ideas
sobre qué contenidos matematicos deberian ensenarse en el Bachillerato de
la UNAM y por qué.

José Luis Abreu
Javier Bracho

Julio de 2015
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Introduccion

El Grupo de trabajo sobre los estdndares de matematicas forma parte del
Seminario Universitario para la Mejora de la Educacion Matematica en la
UNAM. En este documento se definen los contenidos y enfoques que este
Grupo recomienda respecto de la ensenanza de las matematicas en el bachi-
llerato de la UNAM.

Estas recomendaciones son el resultado de mas de dos anos de trabajo en
seminarios y discusiones con profesores de matematicas de varias escuelas y
facultades. El documento toma en cuenta tanto las ideas vertidas en el libro
del SUMEM: Consideraciones para la mejora de la educacion de matematica
en la UNAM, como las extraidas de las discusiones realizadas durante los
talleres sobre estandares que se llevaron a cabo durante el ano 2014 con la
participacion de decenas de profesores de bachillerato.

El documento consta de tres partes:

1) Filosofia. Se explican aqui las ideas fundamentales, tales como la impor-
tancia de usar ejemplos significativos, de tomar en cuenta el origen historico
de los conceptos y teorias, de hacer énfasis en la comprension y el razonamien-
to por encima del aprendizaje de procedimientos y, sobre todo, la de que el
estudiante desarrolle aprecio por las matematicas y adquiera un sentimiento
de apropiacion de sus contenidos y sus métodos. Es indispensable fomen-
tar una actitud positiva ante las matematicas presentando preferentemente
contenidos interesantes y significativos.

2) Estandares. Se enumeran los estdandares que definen los contenidos y
competencias sugeridas, especificando la importancia cultural y practica de
cada tema. Los estandares se presentan en un orden que sugiere abordar
los contenidos de manera integrada, situandolos en su contexto cientifico,
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XI1 INTRODUCCION

cultural e historico, y mostrando las relaciones entre las distintas areas y
aspectos de las matematicas. Se destaca la importancia de incluir ejemplos
y problemas que representen retos particularmente atractivos e interesantes,
e ilustren el poder y la generalidad del pensamiento matemaético, evitando
caer en pesados desarrollos de caracter puramente técnico.

3) Conclusién. Aqui se discuten los estandares comparandolos con lo que
se ha venido ensenando tradicionalmente y explicando las razones por las que
se incluyen algunos temas nuevos y se recomiendan enfoques diferentes.

Adem3s se abrid el sitio web

http://arquimedes.matem.unam.mx/estandares/

en el que de manera continua se irdn publicando materiales de apoyo que
ilustren los contenidos propuestos y sugieran maneras convenientes de abor-
darlos.
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Este documento fue elaborado por el Grupo de trabajo sobre los estandares
de matematicas del SUMEM, integrado por las siguientes personas:
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Andrea Irma Miranda Vitela CCADET

Sergio Rajsbaum Instituto de Matemadticas
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Capitulo 1

Filosofia

Por filosofia de este documento, entendemos los problemas que motivaron su
confeccion, las ideas que la guiaron y la concepcion de las matematicas que
se us6 como marco de referencia.

1.1. ;Por qué se elaboré este documento?

La razon de que se haya considerado necesario elaborar este documento es
el problema que representa el estado actual de las matematicas en nuestro
pais, el cual puede resumirse en los dos hechos que siguen:

a) El bajo aprovechamiento de los estudiantes en los cursos de matematicas,
asi como los malos resultados en pruebas como las de PISA y los exdmenes
diagnosticos.

b) El temor, repudio y falta de interés de los estudiantes en una materia
cuya importancia en el mundo moderno es innegable y omnipresente.

LA qué se debe esta situaciéon? y jcémo podria remediarse el problema?
son las preguntas que enfrenté nuestro grupo de trabajo y que se intentan
responder en este documento.
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1.2. Creencias erréneas

Hay dos creencias acerca de las matematicas que son en gran medida las
causas de estos problemas:

Creencia 1: Las matematicas constan de procedimientos para realizar calcu-
los, v hay que seguir reglas fijas para obtener los resultados correctos.

Creencia 2: Sélo algunas personas tienen capacidad para las matematicas;
la mayoria no puede con ellas.

Ambas creencias son falsas, pero no es de extranar que se hayan populariza-
do si examinamos con cuidado los planes y programas de estudio que se han
utilizado durante las décadas pasadas, tanto en la ensenanza bésica como en
el bachillerato y las licenciaturas. En muchos de ellos se presentan las ma-
tematicas como una especie de tecnologia inmutable que hay que aprender a
manejar sin referencia a su origen, su utilidad o su l6gica. Ademas, justifican
los contenidos fundamentalmente en términos de un beneficio para estudios
futuros. Es muy dificil interesar a una persona en algo que requiere esfuerzo
si s6lo se le promete un vago y lejano beneficio. Sin embargo, las matemati-
cas no son recetas sino ideas, conceptos y razonamientos que solo a veces se
resumen en férmulas y procedimientos; méas que basarse en la memoria se
fundan en la razén y el entendimiento. No son monoliticas; al contrario, tie-
nen innumerables puertas que ofrecen varias maneras de adentrarse en ellas.
Tampoco son arbitrarias, sino resultado del cuestionamiento y la creatividad
humana. Generacién tras generacién se recrean en la mente de quienes las
practican, enriqueciendo en ellos la capacidad tanto de razonar con precision,
como de enfrentar retos y problemas de manera critica y creativa.

Por otro lado, obtener buenas calificaciones en el manejo de esos procedimien-
tos de cédlculo que hemos dado en llamar "matematicas”, se ha terminado por
identificar con la inteligencia. Esta idea es perniciosa, pues aleja a los ciudada-
nos del pensamiento matematico verdadero, que es la herramienta intelectual
mas importante para el desarrollo cientifico y tecnolégico de la sociedad, y
por tanto uno de los pilares de la civilizaciéon. Las mateméticas bésicas, en-
tendidas como herramienta del pensamiento racional, son accesibles a toda
persona normal. Sus métodos y principios fundamentales son claros y sim-
ples. La idea de que sélo unos cuantos pueden con ellas es falsa y muy nociva,
sobre todo para el desarrollo de un pais en el que se ha hecho vox populi la
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idea de que ”los mexicanos no podemos con las matematicas” (Carlos Lloret
de Mola en su pelicula De panzazo).

Es dificil subestimar la importancia de que los ciudadanos de un pais domi-
nen el pensamiento matemaético, lo conozcan, lo valoren, estén familiarizados
con su diversas formas y lo utilicen en su vida diaria. Por ejemplo, en uno
de sus informes, la OCDE estima que el nivel de desarrollo econémico de
México podria aumentar cinco veces si todos sus estudiantes adquirieran el
nivel basico de educacién, que es el equivalente a 420 puntos en la prueba
PISA!. El mismo informe sefiala que, a pesar de que asisten muchos afios a
la escuela, los estudiantes latinoamericanos han estado aprendiendo mucho
menos cada ano escolar, que sus pares del este de Asia. Este organismo ase-
gura que lo fundamental para cambiar esta situacion es llegar al nivel basico
en matematicas y ciencias, lo cual sentaria una base para un aprendizaje mas
profundo y una mejor habilidad para interactuar con otras personas.

Resulta, pues, imprescindible que los ciudadanos valoren el conocimiento co-
mo algo que tiene gran impacto en el desarrollo econémico. Para valorar
algo, no hay nada como hacerlo propio. En eso consiste aprender matemati-
cas: apropiarse de ellas y crear las que cada quien necesite. Hacerlas de uno
y hacerlas uno.

1.3. Ideas que guian los estandares

Se dice que el aprendizaje de las matematicas es una trama de cinco hilos:
razén, entendimiento, calculo, aplicacién y aprecio. Juntos construyen lo que
puede llamarse competencia matematica. Sabemos que mejorar la competen-
cia matematica de nuestros estudiantes es fundamental para el desarrollo de
nuestro pais, y creemos que puede lograrse si la ensenanza de las matematicas
se apoya en las siguientes ideas, que son las que guiaron la confeccién de es-
tos estandares y que fueron concebidas para tejer los hilos de la competencia
matematica de nuestros estudiantes.

1) La importancia de usar ejemplos significativos para los alumnos.
Gran parte de los temas de matematicas contenidos en los actuales planes del
bachillerato se presentan desentendiéndose por completo de la relacion que

Y http://www.bbc.co.uk/mundo/noticias/2015/05/150513_educacion_mapas_am
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puedan tener con el mundo real. Se presentan desprovistos de interés practico
y social. Es necesario revertir esta tendencia que presenta las matemaéticas
como algo que hay que aprender aun sin la menor idea de su utilidad y sin re-
ferencia a los retos que las originaron. Es un asunto delicado, pues es facil caer
en la costumbre de sélo ensenar temas con utilidad inmediata, lo cual puede
resultar contraproducente. Es bien sabido que la utilidad de las matematicas
casi nunca es inmediata, sino que resulta de profundizar en problemas, crear
o encontrar los conceptos y las herramientas adecuadas para comprenderlos
y atacarlos y, finalmente, resolverlos aplicando esos conceptos y utilizando
tales herramientas. Asi, ensenar unicamente ejemplos donde las aplicacio-
nes son muy directas puede conducir a la creencia errénea 1, descrita en la
seccion anterior, pero considérese que seria mas enganoso todavia ensenar
matematicas sin relacionarlas ni siquiera minimamente con sus aplicaciones.

2) La importancia de tomar en cuenta tanto el origen histérico,
como el valor cultural y cientifico de los conceptos y las teorias
matematicas. En las discusiones con los maestros ha quedado claro en ge-
neral que parte del desinterés que muestran los alumnos, y a veces los propios
maestros, proviene de un desconocimiento del origen, evolucién e importancia
cultural, cientifica, social y filoséfica de lo que se esta estudiando. Los temas
de matematicas que se seleccionan para ser ensenados siempre tienen un pa-
sado importante. Muy rara vez se plantea ensenar a los alumnos contenidos
que parecen haber surgido de la nada. Y, con todo, es muy comtun presen-
tar conceptos matematicos sin relaciéon con aquello que los hizo importantes.
Valga como ejemplo la presentacién del célculo diferencial como una serie de
procedimientos para aprender a derivar funciones, sin mencionar por qué la
derivada es importante, qué problemas cientificos y hasta filoséficos resolvid
en cierto momento de la historia, y como es que saber de derivadas resul-
ta 1util, a través del Teorema fundamental del célculo, para resolver muchos
problemas de aplicacién, especialmente en el cédlculo de areas, volimenes,
momentos de inercia, y probabilidades de eventos.

3) La importancia de poner el acento en la comprensién por enci-
ma del manejo de procedimientos y formulas. El estudiante actual va
a desenvolverse en un mundo en el que abunda la informacién sobre cualquier
tema, inclusive la de céomo llevar a cabo tal o cual calculo, de lo que se con-
cluye que aprender procedimientos resulta poco formativo en la actualidad.
Lo verdaderamente formativo es desarrollar la vocacién de plantear racional-
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mente los problemas para entenderlos bien; de aprender tanto a analizarlos
como a buscar herramientas y procedimientos para resolverlos. El aprendiza-
je de procedimientos en la escuela resulta poco 1util porque ello significa que
se tendrian que asimilar demasiados detalles que, de cualquier forma, estan
en manuales y cientos de documentos escritos y en multimedia que abundan
en Internet. Pero toda esa informacion que hoy esta al alcance de todo mun-
do sélo sera 1til si se sabe buscar, evaluar, entender y aplicar a la necesidad
del momento. Esto se logra precisamente con una formacién que privilegie
el razonamiento, el pensamiento 16gico, la aproximacién critica y analitica a
los problemas, la perseverancia en el trabajo intelectual y la capacidad de
buscar ideas y herramientas matematicas adecuadas.

4) La importancia de tomar en cuenta y aprovechar los entornos
social y tecnolégico del estudiante. El mundo en el que se mueve actual-
mente el estudiante va desde las redes sociales hasta los videojuegos, pasando
por el acceso a Internet con su gran cantidad de contenidos (muchos de ellos
de excelente calidad). Un alumno debe aprender fisica, quimica y biologia
para entender su entorno y poder interactuar con él de manera satisfacto-
ria, pero hoy en dia su interacciéon més frecuente e intima es con el entorno
virtual de los datos, las comunicaciones, los videojuegos y otros sistemas de
computo. La escuela tiene que cambiar su papel de proveedora de contenidos
a formadora de ciudadanos que estén capacitados para seleccionar y aprove-
char toda esa informacion y posibilidades de comunicacion. En la actualidad
es mas probable que un joven musico componga e interprete su musica con
una computadora que con un instrumento tradicional. La omnipresencia de
los sistemas de cémputo en el mundo moderno, hace indispensable que se
eduque a nuestros ninos y jovenes de tal forma que sean capaces de entender
y adaptarse a este entorno, el cual, pese a ser impalpable es igualmente real
y, por su misma naturaleza, abstracto e impregnado de ideas y conceptos
matematicos.

5) La importancia creciente de la computacién y la presencia de
las matematicas en ella. Es cada vez mas evidente en el mundo contem-
poraneo la ubicuidad de los dispositivos y sistemas de computo, sin cuya
asistencia nuestras actividades cotidianas son ya impensables y abarcan casi
todos los ambitos de nuestra vida. Estos sistemas forman hoy parte integral
de nuestra experiencia, y son fundamentalmente objetos matematicos. Como
ejemplo podemos mencionar los que controlan los medios de transporte y de
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comunicacion, los de prediccién del tiempo, que involucran satélites y senso-
res, v los que controlan las transacciones financieras o el acceso a bibliotecas
digitales y acervos de informacién. Es este el mundo que debe comprender
el estudiante y cualquier ciudadano. Todos estos sistemas usan modelos y
métodos matematicos cada vez mas refinados y complejos y es necesario que
el estudiante sea consciente de ello. En gran medida la computacion es una
parte de las matematicas, lo cual se refleja en estos estandares dado que en
varios de ellos se plantean cuestiones relacionadas con la computacion.

6) La importancia de dedicar esfuerzos para fomentar en el estu-
diante una actitud positiva hacia las matematicas. Quizas sea éste
el punto mas importante de estos estandares. Los egresados del bachillerato
deben salir con una actitud de aprecio y respeto hacia las matematicas, y
con la sensacion de que son algo que les pertenece para toda la vida como
parte de su cultura, igual que saber leer o apreciar la literatura y el arte. Una
sociedad en desarrollo como la nuestra no puede permitir que sus ciudadanos
se sientan negados para el razonamiento légico y el pensamiento matematico.
Tanto la educacién matematica enfocada a la habilidad para aplicar férmulas
y procedimientos, como el sistema de evaluacién que infunde miedo ante los
examenes han generado en nuestra poblacion una actitud negativa hacia las
matematicas, una de las causas directas del bajo desempeno en torno a esta
materia.

Es imprescindible revertir esta situacién. Para ello hay que especificar en los
estandares que al menos parte de la educacion matematica debe dedicarse
a crear en ellos aprecio, gusto y hasta carino por las matematicas. Todos
los aspectos de la cultura deben ensenarse de la misma manera, fomentando
aprecio por ellos. Una de las caracteristicas de estos estandares es que sugie-
ren temas que exhiben explicitamente este aspecto y ayudan, en la medida de
lo posible, a eliminar el miedo y el rechazo generalizado a esta disciplina. Es
importante no caer en propiciar un aprecio artificial, por ejemplo, mediante
juegos que divierten pero solo hacen un uso superficial de los conceptos y
las herramientas matematicas. El aprecio a las matematicas debe fomentarse
ensenando sus fortalezas, su profundidad y sus aplicaciones.

Cualquiera que vaya a ser su futura profesion o actividad, el egresado debe
llevarse consigo un recuerdo agradable de las matematicas y sentir que el
pensamiento matematico es una de sus capacidades, de la cual podra dispo-
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ner en el momento en que la necesite e incluso recurrir a ella como valioso
entretenimiento intelectual.

Gran parte del aprecio por las matematicas se logra cuando el estudiante
adquiere confianza al verse capaz de aprovechar el pensamiento matematico
para enfrentar y resolver problemas. Esto sélo se logra dedicando tiempo y
esfuerzo. Enfrentar problemas exige mantener vivo el animo y aprender a sor-
tear los pequenos fracasos que se dan al ensayar ideas que no dan resultado
hasta llegar a una que si funciona. Es labor del profesor cuidar que el estu-
diante persevere hasta lograr el éxito y asi evitar la frustracién que genera
inseguridad, miedo y rechazo. Por ello consideramos que se debe buscar un
sistema de evaluacién que propicie el aprecio por las matematicas sin infundir
temor. Sin embargo, disenarlo no es uno de los objetivos de estos estandares,
como tampoco lo es recomendar métodos especificos de ensenanza. Ambas
cosas son tarea de los profesores y hay otras instancias del SUMEM dedicadas
a reflexionar sobre ello.

1.4. ;Qué son las matematicas?

En esta seccion presentamos la interpretacién de las matematicas que ha
servido de guia en la elaboracién de los estandares.

La palabra matematicas viene del griego MATHEMATA que significa aquello
que se puede entender porque es logico y racional y, por lo tanto, se puede
ensenar. Para los griegos las matematicas eran aquel conocimiento que no era
revelado por una divinidad ni provenia de alguna otra fuente de conocimiento
ajena al ser humano. Es decir, las matematicas son lo que el humano puede
conocer gracias a su propia capacidad de pensar racionalmente. Aunque en
la actualidad esta definicion resulte quizd demasiado amplia, la adoptamos
aqui como punto de partida.

Una definicién puede aclarar el sentido general de lo que define, pero para
lograr una descripcién operativa es necesario enfocar el tema desde varios
puntos de vista. Aqui lo haremos describiendo tres aspectos fundamentales de
las matematicas que en especial consideramos pertinentes para los estandares:

a) Las matemadticas son abstractas y eso las hace ttiles.
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b) Las fuentes de las matematicas son tres dreas del pensamiento y dos pa-
siones del ser humano. Las areas son la actividad humana, la investigacién
cientifica y el cultivo de las propias matematicas. Las pasiones son la curio-
sidad y la aficion a los desafios.

c¢) Las matemadticas producen fundamentalmente tres cosas: modelos, algo-
ritmos y teoremas.

1.4.1. Las matematicas son abstractas

Todo pensamiento racional implica algin grado de abstraccién. La abstrac-
cién consiste en extraer propiedades simples de algun sistema y construir
mentalmente conceptos con esas propiedades. El proceso de abstraccion en
la evolucién de la humanidad no se dio primero en las matematicos sino en
el lenguaje ordinario, y es precisamente nuestra capacidad para adquirir el
lenguaje y usarlo para comunicarnos lo que ha formado en nuestro cerebro
la capacidad de construir abstracciones y utilizarlas en nuestro beneficio. El
concepto de mesa es una abstraccion, al igual que lo es el de hijo, vecino, rojo,
color, perro, animal, mamifero, ser vivo, etcétera. Cada uno de los conceptos
que manejamos con el lenguaje es siempre una abstraccion. Hay abstracciones
de distinto nivel. Perro es menos abstracto que cuadripedo, pino es menos
abstracto que arbol, y darbol es, a su vez, menos abstracto que vegetal. Pelota
es menos abstracto que esfera, y esfera es menos abstracto que cuerpo sin
esquinas. Los cinco dedos de mi mano izquierda son menos abstractos que el
numero cinco, y éste es menos abstracto que el concepto general de numero.

Los conceptos matematicos no son més que algunas de las abstracciones que
aparecen inicialmente en el lenguaje natural, pero que luego se van refinando
y generando abstracciones de mayor nivel. Los primeros conceptos matemati-
cos constan de abstracciones cuyas propiedades son mucho mas simples que
las que manejamos en el lenguaje ordinario. Por ejemplo, la esfera es muy
sencilla, sus propiedades son pocas y muy claras. Una pelota, en cambio, es
mucho méas compleja que una esfera abstracta, estd hecha de un material
concreto, tiene muchas pequenas irregularidades, tiene un olor, es de uno
o varios colores, tiene un tamano y probablemente un dueno. La esfera no
tiene ninguna de esas complicaciones, su unica propiedad es la de que to-
dos sus puntos estan a una misma distancia del centro. A cambio de esta
simplicidad extrema, el concepto pierde concrecién, en el sentido de que no
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podemos tocar, senalar, patear, ni oler una esfera. Al construir el concepto
de esfera ganamos simplicidad y perdemos concrecién. Y ésta es la esencia
de las abstracciones matematicas: son objetos que no tienen una realidad
material, pero en cambio son muy simples y sus propiedades estan definidas
de manera clara y sin ambigiiedades. Y es gracias a esa simplicidad que los
podemos conocer y manejar con absoluta certeza y precision.

Gracias a ello el pensamiento matemético puede ser muy riguroso y ofrecer
conclusiones absolutas. Su contraparte, el pensamiento no matemaético, trata
de objetos o conceptos que no estan bien definidos y cuentan con muchas
peculiaridades que no siempre se mencionan explicitamente. Es dificil o mas
bien imposible conocer algo seguro en tales condiciones. Por ejemplo, si lanzo
una pelota al aire y la dejo rebotar, puedo predecir mas o menos donde va
a caer y donde se va a detener, pero debido a cosas incontrolables como sus
propias irregularidades, las del suelo, el viento que puede soplar y la posibi-
lidad de que alguien pase y la patee proyectandola en otra direccién, nunca
puedo saber con absoluta seguridad a donde ira a parar. Pero si en lugar de
una pelota pienso en una esfera perfecta que se lanza a un aire en reposo ab-
soluto y conozco sus propiedades de elasticidad y la resistencia del aire, y sé
que el suelo es perfectamente plano, entonces si puedo predecir con exactitud
a donde va a ir a parar la esfera. Gano seguridad, pero pierdo cercania con
la realidad. Tales esfera, aire y suelo ideales no existen en el mundo real, pe-
ro mi conocimiento sobre ellos es total y puedo hacer predicciones perfectas
sobre su comportamiento.

Pero si las matematicas tratan de abstracciones puras, jcémo pueden ser
utiles?

El lenguaje natural trata siempre con abstracciones y es muy util. Igual
sucede con las matemaéticas, cuya utilidad radica en que puede llegar a con-
clusiones seguras sobre entes abstractos que se parecen, en lo esencial, a de-
terminados objetos reales. Tales conclusiones pueden decirnos mucho sobre
el mundo real. Las abstracciones matematicas pueden ser de cualquier tipo,
pero en la practica los matematicos y los cientificos usan preferentemente
aquellas que representan partes de la realidad. Por ejemplo, representan el
sistema solar como puntos que giran alrededor del Sol, y gracias a ello han
descubierto que sus orbitas son elipses. ;Lo son en realidad? Pues si y no. Los
planetas no son puntos, ni siquiera esferas, sino cuerpos grandes e irregulares
y por tanto resulta imposible hablar con absoluta propiedad y precisién de
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sus trayectorias. Sin embargo, las trayectorias de esos puntos abstractos con
los que representamos a los planetas son definitivamente elipses. Se da aqui
una extraordinaria y muy intima relacién entre los objetos matematicos que
hemos creado para representar el movimiento de los planetas con el compor-
tamiento de los verdaderos planetas, esas bolas enormes que estan alld en el
espacio y giran alrededor del Sol. Esa relacién es suficientemente cercana pa-
ra ofrecernos consecuencias légicas de utilidad préactica y es un claro ejemplo
de por qué las abstracciones matematicas son tutiles e importantes.

Hemos comprobado en infinidad de situaciones que somos capaces de cons-
truir abstracciones cuya relaciéon con el mundo real es tan cercana, que las
conclusiones que obtenemos de ellas son tremendamente 1tiles para ayudar-
nos a entender y, a veces, hasta controlar el mundo material. El pensamiento
matematico nos permite conocer con precisién absoluta cémo se comportan
los objetos abstractos, y ese comportamiento nos da informacién muy perti-
nente sobre nuestra realidad. Es aqui donde la famosa sentencia de Galileo
Galilei resulta tan reveladora. Nos referimos a aquella en la que dice (parafra-
seando) que el universo es un libro abierto que podemos leer si aprendemos
el idioma en que esta escrito, el cual es el de las abstracciones matematicas.

Para dar un ejemplo més de la relacién entre abstracciéon y realidad, consi-
deremos las orillas de un rio, que representamos por dos rectas paralelas, y
algunos objetos que estan en una y otra de sus orillas, los cuales represen-
tamos por puntos. Supongamos que estamos en una de las orillas. Entonces
podemos medir las distancias entre los objetos que estan en nuestra orilla
y también podemos medir los dngulos que abarcan los objetos-puntos de la
otra orilla desde los de la nuestra. Mediante razonamientos matemaéaticos po-
demos determinar la anchura del rio y las distancias entre los objetos que
son inaccesibles desde nuestro lado del rio. Ningin rio tiene anchura fija, ni
sus orillas son rectas ni los objetos en sus riberas son puntos. Sin embargo,
los calculos que hacemos nos dan resultados ttiles.

Por eso se usan las matemadticas y por eso se han usado desde la antigiiedad
remota: porque son utiles, a pesar de que se ocupan de objetos y conceptos
totalmente abstractos, o mas bien, precisamente por eso.

Hay muchos otros ejemplos de abstracciones y razonamientos matematicos
que nos permiten conocer con absoluta seguridad sus propiedades, lo cual nos
brinda un adecuado conocimiento de la realidad y un enorme poder sobre ella.
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La abstraccion es esencial en la computacion. Los lenguajes de programacion,
funcionan por capas de abstraccién, desde los mas sencillos que controlan los
bits y las instrucciones de un microprocesador, hasta los de mas alto nivel y
mas abstractos como los lenguajes orientados a objetos, las bases de datos
y las hojas de cédlculo. Las computadoras y los programas informaticos se
disenan para manipular abstracciones como nimeros y todo tipo de informa-
cion. El humano moderno vive en un mundo de informacién que consta de
abstracciones que se almacenan, se codifican y se transmiten utilizando otras
abstracciones. Cosas tan cotidianas como una clave de acceso o password, la
nube y Google son, hoy en dia, tan reales como una manzana o una ciudad,
y sin embargo son completamente abstractas.

Es importante tener presente esta concepciéon de las matemaéticas tanto al
elaborar materiales didacticos como al impartir cursos, para no distorsionar
los contenidos matematicos que se ensenan a los estudiantes.

1.4.2. ;De donde vienen las matematicas?

Entender y apreciar tanto el uso contemporaneo de las mateméticas como
su importancia cultural no se limita, al ensenarlas, a enfrentar la pregunta
de jpara qué son utiles? sino también la de ;jpor qué se crean, cémo nacen
y cémo se desarrollan? Hay que poner esta disciplina en su contexto, el de
algo que surge naturalmente del ser humano y a la vez erradicar la idea de
que son arbitrarias, divinas o creadas por superhombres. Al mismo tiempo se
debe convencer al estudiante de que las matematicas son producto del pen-
samiento normal y, por tanto, perfectamente accesibles a cualquier miembro
del género humano; es decir, que todo individuo las puede entender y hasta
llegar a hacer su propia aportacion al caudal matematico de la humanidad.
Gracias a estas reflexiones podemos identificar tres areas del pensamiento y
dos pasiones humanas que fomentan el desarrollo de las matematicas. Las
areas del pensamiento son la actividad humana (productiva y artistica), el
impulso por comprender la naturaleza y el impulso por entender mejor las
propias matematicas. Las pasiones son la curiosidad y la aficién a los desafios.

La actividad humana

Los principios fundamentales de la aritmética y la geometria, contar y medir,
son producto principalmente de la actividad productiva de los seres humanos
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y se desarrollaron para cubrir necesidades elementales. Pero no olvidemos la
relacién entre la musica y las fracciones que hallaron los pitagéricos, ni la
aplicacion de la geometria a la pintura por medio de la perspectiva. Estas
son apenas unas cuantas muestras de como la actividad artistica también
ha motivado el desarrollo de conceptos y herramientas matematicos. La vida
moderna esta llena de avances tecnoldgicos al grado que es dificil imaginar-
la sin ellos, y es un hecho que buena parte de esta tecnologia se basa en
desarrollos matematicos, tanto de siglos pasados como recientes, e incluso
algunos instrumentos matematicos fueron desarrollados especificamente pa-
ra ella. Muchos de estos avances fueron motivados por las necesidades y los
problemas propios de la vida en sociedad. Con el paso del tiempo, se hicieron
indispensables para la vida diaria, y terminaron integrandose a la cultura
minima del ciudadano civilizado. Es el caso de, por ejemplo, el uso del len-
guaje estadistico y probabilistico o conceptos informaticos como byte, ancho
de banda, programa y codificacién.

El impulso por comprender la naturaleza

Otra fuente prolifica e inagotable para el desarrollo de las matematicas ha
sido el tratar de entender, describir y predecir los sucesos de la naturaleza.
Es en este sentido que hemos hablado de su “utilidad” en parrafos anteriores
al referirnos a Galileo, que las considerdé indispensables para satisfacer ese
afan por comprender la naturaleza, caracteristico del ser humano, y que ha
generado lo que llamamos ciencia. Es claro que el desarrollo de las ciencias
impulsa continuamente al de las matematicas y aqui no hace falta aqui in-
sistir en ello, pero si en que es algo que debe tomarse siempre en cuenta al
ensenarlas.

El impulso por comprender las propias matematicas

Hay ademas otra fuente del desarrollo matematico que no se debe soslayar
y que son las propias matematicas. Muchos de sus avances mas espectacu-
lares han surgido del trabajo de resolver problemas que ellas mismas se han
planteado alrededor de abstracciones ya establecidas. Siendo por necesidad
abstractas, pareceria que, a la larga, este ensimismamiento las alejaria de la
realidad. Muy por el contrario, la historia ha demostrado que muchas ideas
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matematicas creadas en este espiritu se han convertido en herramientas tti-
les para entender fendmenos y resolver problemas de la ciencia o de algin
aspecto de la actividad humana. El ejemplo clasico es el de las curvas coni-
cas que fueron estudiadas en la antigua Grecia por el mero interés en ellas
mismas, por conocer y entender sus propiedades. Y he aqui que veinte siglos
después resultan ser la herramienta perfecta para describir el movimiento de
los cuerpos celestes.

La curiosidad y los desafios

No obstante lo expuesto anteriormente, la fuente de creaciéon matematica
mas fructifera es la curiosidad innata del humano y la irresistible atraccion
que siente ante los retos de todo tipo, en especial, los intelectuales. El deseo
de resolver un problema, de entender una nueva idea, de que las piezas de
un rompecabezas caigan en su sitio es, quizd, la motivacion individual mas
profunda y el motor méas potente que hay detrds de los grandes y de los
pequenos avances matematicos. Hay que lograr que en los estudiantes nazca
la curiosidad por las cuestiones matemaéticas y hay que plantearles retos
matematicos que les lleven a descubrir la emocién que se experimenta al
resolverlos.

Uno de los grandes errores que pueden cometerse en la educacion del indi-
viduo es el de enfrentarlo inicamente a tareas simples, sosas, que no cons-
tituyen desafios al raciocinio, a la inventiva, al ingenio. Muchas veces, con
la intencién de facilitarle la vida al estudiante (y de paso al maestro) y de
mejorar los resultados de las evaluaciones, se eliminan de los planes de estu-
dio algunos temas que se les dificultan. Asi han desaparecido del curriculum
los problemas de trigonometria en tres dimensiones, las demostraciones de
teoremas de geometria, las aplicaciones del calculo a la mecanica y muchos
otros temas. Pero... “quien no aspira a general, ni a sargento llega”, pues
toda concesion a la mediocridad no hace mas que fomentarla.

Los estandares de matematicas deben ser elevados y representar un reto
importante para los maestros y para los estudiantes. Los estandares de bajo
nivel provocan desinterés e indudablemente no ayudan a elevar el desempeno.
Lo que plantean los estdndares objeto de este documento es proponerse el
ideal de que los egresados del Bachillerato de la UNAM sean los mejores del
mundo en matematicas. Para alcanzar tal finalidad, de nada sirve bajar el
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nivel ni hacer mas blandos o mas duros los examenes. El tinico medio para
conquistar tal meta es lograr que los estudiantes se apropien del pensamiento
matematico y aprendan a usarlo y a disfrutarlo.

1.4.3. ;Cdémo son las matematicas?
Sus productos

A grandes rasgos se puede decir que las matematicas constan fundamen-
talmente de conceptos con los cuales construimos modelos, demostramos
teoremas y disenamos algoritmos.

Los modelos son abstracciones de algin aspecto de la realidad inmediata,
de la naturaleza o de otras abstracciones.

Los teoremas son consecuencias o verdades acerca de los conceptos implici-
tos en un modelo, las cuales pueden deducirse por razonamiento légico de los
postulados (o axiomas) del modelo.

Los algoritmos son procedimientos que permiten calcular u obtener cierta
informacion a partir de otra, siempre dentro de un modelo.

No profundizaremos en estas ideas, ya que el objetivo de esta seccién no es
definir detalladamente lo que son los distintos productos o componentes de
las matematicas, cuyas fronteras muchas veces son difusas. Solo pretende-
mos senalar algo evidente: que las mateméticas no constan unicamente de
procedimientos o algoritmos que el estudiante deba aprender a aplicar; que
tampoco constan sélo de teoremas y sus demostraciones; ni tinicamente de
modelos abstractos sobre algunos aspectos de la realidad. Las matematicas
son, mas bien, una combinacion de los tres aspectos citados y, para conocerlas
y entenderlas, es necesario practicar todas las modalidades de la actividad
matematica, comprender su importancia y sus relaciones reciprocas.

El estudiante debe adquirir la capacidad de especificar, con todos sus porme-
nores, el método para solucionar un problema, lo cual equivale a describir con
precision un algoritmo. Debe comprender con toda claridad la secuencia de
pasos que, seguidos uno a uno, llevan al resultado buscado. Al mismo tiempo
debe entender que, a fin de que el algoritmo funcione eficazmente, cada uno
de sus pasos debe estar definido con igual precision y libre de ambigiiedades.
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Simultaneamente sera necesario que entienda y sepa explicar por qué el al-
goritmo produce el resultado buscado. También serd indispensable que sepa
analizarlo desde el punto de vista de su factibilidad y eficiencia. Aqui tendra
que comparar su algoritmo con otros igualmente capaces de hacer el mismo
trabajo, considerando el tiempo y el esfuerzo requeridos para aplicarlos.

La capacidad de crear un modelo matematico especifico para resolver un
problema es como las dos caras de una moneda: por un lado puede limitarse
a elaborar un esquema que permita idear una ecuacion y por el otro, servir
de base para formular toda una teoria cientifica. Es imprescindible, pues,
que los estudiantes de bachillerato adquieran la capacidad de crear modelos
abstractos que les permitan entender y analizar situaciones concretas. Deben
aprender a darles nombre a los conceptos que creen, definir sus propiedades
y decidir si es o no pertinente a lo que se desea modelar, tarea que puede
y debe practicarse en distintos niveles. Se puede empezar con los problemas
tradicionales (que son casi simples ejercicios), en que se dan los datos de
una situacién concreta y se espera que el estudiante reconozca un modelo
adecuado para tratarla y que utilice los datos recibidos para obtener un
resultado. A continuacion se puede pasar a situaciones de mayor complejidad,
que requieran, por ejemplo, la determinaciéon de datos que no aparecen en
el planteamiento del problema. Seguidamente podra enfrentarse a problemas
con datos desconocidos, lo que incrementa el grado de abstraccion en el que
hay que desenvolverse. Y mas adelante aun afrontard situaciones en las que
no hay problemas bien definidos y, por consiguiente, tendra que investigar,
analizar y proponer modelos abstractos que representen una situacion dada
y ayuden a entenderla.

En este tipo de actividad hay que tener clara la idea de modelo y los con-
ceptos de hipdtesis y tesis. Hay que entender lo que es una demostracion
racional y logica, saber construirla y saber analizar y criticar una demostra-
cion que alguien proponga. Es importante saber que los resultados obtenidos
por razonamiento légico en un modelo sélo se aplican al modelo abstracto; la
realidad puede comportarse de manera diferente y por tanto lo que se obtiene
de las matematicas, a pesar de que debe ser conocimiento indudable sobre el
modelo, sdlo es conocimiento tentativo con respecto a la realidad. Hay que
aprender a crear algoritmos, pero también hay que aprender a aplicarlos y a
aprovechar la computacién cuando convenga.
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Sus areas y niveles de profundidad

Si bien las matematicas, como cualquier cuerpo de conocimiento, se divi-
den naturalmente en areas, estamos convencidos de que en su ensenanza
a nivel bachillerato no debe hacer una separacion tajante entre ellas, pues
su interaccion y apoyo mutuo son esenciales para comprenderlas. Mas bien,
deben presentarse con una visién integradora e intentando hacer al estu-
diante participe activo del pensamiento matematico en sus diversas facetas.
Ante un problema dado existen varios enfoques posibles y siempre resul-
ta enriquecedor explorarlos. Es muy comuin que un problema geométrico se
transforme, con la notacién adecuada, en un problema algebraico; ;jpor qué
no usarlo como motivacién para el algebra? Las grandes ideas matematicas
influyen en todas sus areas y, en general, también se nutren de varias de
ellas. Por ejemplo, las ideas fundamentales del calculo tienen raices claras en
las matemaéticas griegas que se crearon enfrentando problemas geométricos,
y ahora esas ideas son mas simples de plantear, comprender y transmitir
con el uso de la notacion algebraica moderna. Las tres areas clasicas estan
presentes, interactian y se apoyan. Hay que aprovechar la situacién (un pro-
blema geométrico) para motivar y presagiar lo que viene como tema futuro
(el cdlculo) y a la vez, para repasar lo que ya se vio (el dlgebra). Se deben
ver a las matematicas basicas como un todo que evoluciona en la mente del
estudiante, donde cada parte que llega a entender contribuye al desarrollo de
las otras.

Por otro lado, cuando se discute nuestro rendimiento en matematicas es de
lo méas comtn que la deficiencias propias se atribuyan a las de ciclos escolares
anteriores. Sin duda, hay que tomar en cuenta las deficiencias pretéritas y las
presentes, pero siempre con la finalidad de superarlas. La naturaleza misma
de las matemaéticas nos indica el camino, pues se nutren de cuestionar lo
que “sabemos”. Ya que no se basan en dogmas sino en el razonamiento criti-
co, es natural dentro de ellas regresar a revisar sus fundamentos —de hecho,
grandes avances historicos se pueden explicar desde esta optica—. “Repasar”
es el término que se usa para dedicar tiempo en clase para ver lo que “ya
deberia saberse”. Es un error recurrir al repaso para remediar una deficiencia
heredada de ciclos escolares anteriores. Eso provoca una sensacion de estan-
camiento y de que no hay nada nuevo que aprender. Se pueden abordar los
temas de ciclos anteriores con niveles matematicamente méas profundos, en
capas mas altas de abstraccién, de manera que se remedie la deficiencia al
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mismo tiempo que se presenta algo nuevo. De esta manera se le da oportu-
nidad al estudiante rezagado de reincorporarse a la discusién en curso y se
es fiel al principio matemaético de entender a base de cuestionar a fondo los
fundamentos.

Es importante reconocer que cualquier tema de matematicas se puede es-
tudiar en varios niveles de abstraccién. Los temas propios del Bachillerato
se pueden volver a ver en niveles superiores, revisando criticamente sus fun-
damentos. Por ello es esencial definir con precisién el nivel de abstraccion
adecuado al Bachillerato. Este es uno de los objetivos de los estandares.

Nota. La concepcion de las matematicas en la que se basan estos estandares
y que se ha expuesto en las secciones anteriores, en caso de aplicarse en la
elaboracion de los planes y programas de estudio del bachillerato, también
deberia aplicarse a los programas de formacién de profesores para que haya
coherencia entre unos y otros.
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Capitulo 2

Estandares

2.1. Introducciéon

Definicion de Estandares

Los estandares que presentamos en este capitulo se han organizado como
una serie de temas junto con las habilidades y competencias que hay que
desarrollar en torno a ellos.

La redaccién de cada estandar intenta exhibir algiin contenido vinculdndolo a
su origen historico, a su importancia cultural o cientifica, al reto que presenta,
a sus aplicaciones practicas o a cualquier otro interés humano que tenga.
También se intenta describirlo de manera informal sin recurrir a tecnicismos
o estructuras muy elaboradas. No se pretende ser muy precisos ni exponer
los contenidos a profundidad. Los estandares son esencialmente descripciones
de temas o aspectos de las matematicas que se recomiendan para que los
estudiantes de bachillerato los estudien y a través de ellos aprendan a apreciar
el pensamiento matematico.

Para especificar los estdandares utilizamos los siguientes elementos:
a) Un nombre corto.

b) Una descripcién del tema, indicando su origen histérico, la importancia
que tiene en la formacién del estudiante y una descripcion breve del o de los
enfoques recomendados para su ensenanza.

19
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¢) Una lista de indicadores, que aclaran cémo puede saberse que un estudiante
cumple el estandar. Los estandares pueden servir como guia en la elaboraciéon
de pruebas de evaluacion.

Para cada estandar se desarrollaran materiales educativos que ejemplificaran
los contenidos y algunas formas recomendadas de estudiarlos, descubrirlos,
ensenarlos, aprenderlos, adquirir familiaridad con ellos y destreza en su uti-
lizacién. Estos materiales podran encontrarse en:

http://arquimedes.matem.unam.mx/estandares/

Cabe senalar que hay otras maneras de presentar los estandares de una mate-
ria en un ciclo escolar, por ejemplo, especificando competencias a desarrollar
en lugar de los temas que hay que conocer y dominar. Hemos decidido presen-
tar estos estandares organizados alrededor de los temas y no a las habilidades
o competencias, porque sabemos que cada tema de matematicas requiere pa-
ra su comprension de formas de pensar especificas para el tema en cuestion.
Por ello, en matematicas, resulta més natural describir los conocimientos,
habilidades y competencias alrededor de un tema que al revés.

En este capitulo se presentan los primeros tres puntos de cada estandar.

Razones para aprender matemadticas

Las razones principales para aprender matematicas en el bachillerato son:
1) La importancia de las mateméticas como parte de nuestra cultura,
2) El hecho de que las mateméticas son muy ttiles y

3) El hecho de que la formacién en mateméticas ayuda a desarrollar el pen-
samiento racional, tan necesario en cualquier actividad humana y disciplina
cientifica o tecnoldgica.

Es por estas razones que se han introducido temas de vital importancia cul-
tural, aunque en algunos casos sélo puedan tratarse en este nivel dejando de
lado los detalles técnicos. También se han incluido aplicaciones de las ma-
tematicas en varias areas del conocimiento. Este punto se enriquecera poco
a poco a través de los materiales que se irdn publicando como apoyo a los
estandares.
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Temas nuevos

Algo que influyé mucho en la confeccién de este temario es la necesidad de
integrar en él algunos temas matematicos relativamente nuevos, que has-
ta ahora no se han considerado en los planes de estudio. Por ejemplo, las
matematicas discretas, la computacion, el tratamiento de la informacién vy,
especificamente, la estadistica. Estos temas no deben verse como un apéndi-
ce ajeno al ntcleo central de la materia, sino como algunas de las ramas de
las matemaéticas con mayor utilidad en el mundo moderno en general, y en
particular, en las ciencias tanto naturales como sociales. Por ello no debean
relegarse inicamente a materias optativas, antes bien deben tener una pre-
sencia clara y sélida en el curriculum del bachillerato. Se incluyen también
temas de célculo combinatorio y célculo de probabilidades, mismos que casi
se habian dejado fuera de los programas de mateméticas y que encajan na-
turalmente en puntos clave con los de la estadistica, ademés de tener sentido
e importancia propias.

Cambios de énfasis y enfoque

Una de las modificaciones notables en relaciéon a los programas actuales es
que se da un sitio privilegiado a la geometria, la cual estaba préacticamente
ausente en los programas del bachillerato. En cambio se reduce el énfasis en
el estudio de las ecuaciones de las cénicas en la geometria analitica. Tam-
bién se enfatiza la trigonometria préactica, reduciendo el antiguo énfasis en
las férmulas trigonométricas. En el cédlculo se insiste en un tratamiento in-
tegrado y conceptual, sin separar el calculo diferencial del calculo integral
y reduciendo el énfasis en aprender a derivar y a integrar a cambio de am-
pliar el rango de ejemplos, aplicaciones y creacion de modelos para distintos
fenémenos aprovechando los conceptos del calculo.

Por otra parte, se recomienda a los profesores tratar de presentar los temas
propuestos a través de situaciones cotidianas que partan de la realidad e
inquietudes que los alumnos estan viviendo, siempre que esto sea posible, pero
sin llegar a rechazar algiin tema sélo porque no se encuentra una situacion
cotidiana que lo ejemplifique.
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Aclaraciones acerca de estos estandares

s Qué estatus tienen?

Los estandares que presentamos aqui son una propuesta. Corresponde a las
autoridades universitarias darles (o no) un estatus normativo.

¢ Como deben interpretarse?

Se pretende que los egresados tengan una idea general de una buena parte del
material contenido en los estandares, pero lo importante es que desarrollen
el pensamiento matematico. El énfasis que recomendamos al interpretar los
estandares debe centrarse en la intencion y no en los detalles. Es preferible que
el egresado de bachillerato aprecie las matemaéticas, sienta que puede usarlas
y esté positivamente dispuesto a ello, a que sepa todos los productos notables
y los métodos de integracion si esto ultimo se logra a costa de que odie las
matematicas, les tema y prefiera olvidarlas en cuanto no tenga que presentar
examenes. Por ejemplo, al estudiar literatura se recomienda leer ciertos libros,
pero ninguno de ellos es completamente necesario, lo importante es que el
estudiante conozca distintos estilos y épocas literarias y algunas de las obras
relevantes en cada caso. De la misma manera, los temas recomendados en los
Estandares de Matematicas deben cubrirse “en general”, no necesariamente
todos. El objetivo es proporcionar una visién culturalmente significativa de
las matematicas y lograr que el estudiante se interese en ellas y se apropie
del pensamiento matematico como una herramienta 1til y una parte integral
de su cultura como ser humano.

¢ Qué cambios proponen?

El Temario que se sugiere en estos Estandares difiere de los actuales progra-
mas de matematicas de los bachilleratos universitarios en varios aspectos. Se
ha reducido el énfasis y tiempo dedicado a algunos temas, notablemente las
diferentes formas de las ecuaciones de las conicas y el célculo de derivadas e
integrales. En cambio, se han ampliado otros temas y se han introducido al-
gunos que no aparecen en los programas actuales. Estas modificaciones estan
justificadas en la filosofia y propdsitos de estos Estandares. En particular, se
da mas importancia a conocer las propiedades de las curvas conicas y saber
encontrar algunos de sus elementos a partir de otros, que a conocer todas y
cada una de las distintas formas de esas ecuaciones. También se considera
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que hoy en dia, con la tecnologia computacional existente, tiene més sentido
conocer con profundidad los conceptos de derivada e integral, saber aplicarlos
para modelar fendmenos y saber que es posible recurrir a procesos numéricos
computacionales para realizar calculos, que tener habilidad para encontrar
las antiderivadas de un montén de funciones especificas.

¢ Como pueden describirse en pocas palabras?

Lo esencial de estos estandares es el enfoque que plantean y que consistente
en privilegiar la comprension sobre la habilidad en la aplicacién de proce-
dimientos y justificar todos y cada uno de los temas cubiertos en términos
de su origen historico y su importancia cultural y cientifica, ademas de pro-
poner que, en general, al presentarlos vayan acompanados de aplicaciones
significativas.
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2.2. Primera parte

Estandar 1. Los ntiimeros

Descripcién. El estudiante conocera el origen de los nimeros y como la
actividad humana fue requiriendo, al paso del tiempo, de un concepto mas
elaborado de niimero. Concretamente se dara cuenta de que los nimeros apa-
recen primero en todas las culturas como parte del lenguaje natural, luego
como una necesidad del comercio y mas tarde son utilizados en la agrimen-
sura, en la determinacion de impuestos, para registrar fechas y eventos en el
tiempo y en muchas otras situaciones précticas. Sabra que las primeras cultu-
ras desarrollaron diversas formas de representar a los niimeros y conocera las
caracteristicas de los principales sistemas de numeracién de la antigiedad:
babilonio, egipcio, chino, griego, romano y maya.

Aprendera estos sistemas, comprenderd su importancia histérica y entenderd
tanto las ventajas como las desventajas de cada uno. Asi, podra indicar
cuales permitian escribir cualquier nimero y aquéllos que estaban limitados
en este sentido. Entenderd la importancia del cero en esos sistemas y cobrara
conciencia de lo trascendental que fueron para el despegue de la civilizacién.

Sabra también diferenciar entre el concepto particular de los niimeros es-
pecificos, por ejemplo el 25, y el general (mas abstracto) de nimero. Com-
prendera cémo los sistemas de numeracién que permiten escribir cualquier
nimero entero contribuyen a la creacién del concepto general de niimero.

Indicadores. El estudiante describira los aspectos de la actividad humana
que motivaron la creacién, y contribuyeron a la evoluciéon del concepto de
numero en la antigiiedad; y también los sistemas de numeracién babilonio,
egipcio, chino de varillas, griego, romano y maya. Convertird niimeros enteros
positivos simples de un sistema a otro. Indicard las ventajas y desventajas
de algunos sistemas de numeracion sobre otros.
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Estandar 2. El sistema decimal

Descripcién. El estudiante desarrollara aprecio por el sistema posicional
decimal que usamos hoy dia, conocera su accidentada historia y sabra que su
adopcion en Europa, a finales de la Edad Media, fue determinante para que
en el Renacimiento se iniciara la Ciencia moderna.

Entendera como y por qué funcionan los algoritmos tradicionales de la suma,
resta, multiplicacién y division, cudl es el papel del cero y por qué es tan im-
portante. También adquirira destreza en su utilizacion a través de problemas,
cuya solucion requiera la realizacion de una o varias operaciones con decima-
les. Tales problemas se plantearan en contextos variados como el comercial
(calculo de precios y descuentos), el bancario (célculo de los intereses de una
hipoteca), cdlculo de promedios, etcétera. Se recomienda que tales contextos
se sitien tanto en épocas pasadas, para que el estudiante se de cuenta de por
qué ya era conveniente utilizar el sistema decimal, como en el presente para
que comprenda que aunque hoy en dia las operaciones se realizan mediante
dispositivos electronicos, éstos usan esencialmente los mismos algoritmos.

Indicadores. El estudiante describird a grandes rasgos la historia del siste-
ma de numeracién decimal, su importancia y sus caracteristicas. Utilizara los
algoritmos de las operaciones aritméticas en este sistema para resolver pro-
blemas. Realizard las operaciones aritméticas tanto manualmente, es decir,
sin el uso de la calculadora, como utilizandola.

Nota. El sistema decimal tiene origen en los numerales que se usaban en
partes de la India desde el siglo 111. Fue desarrollado y diseminado por muchas
regiones de ese pais durante el periodo Gupta (siglos 1v-v1). Posteriormente
fue adoptado en el mundo arabe, donde se popularizé gracias al libro Sobre el
calculo con numerales indios escrito por el matematico persa Al-Khwarizmi
en el ano 825, y a otros como el del matematico arabe Al-Kindi titulado
Sobre el uso de los numerales indios. Durante la edad media fue utilizado
ampliamente por los arabes, especialmente en el comercio, actividad en la que
los algoritmos, para realizar operaciones con ellos, resultaban particularmente
utiles. Fue adoptado en Europa gracias a los esfuerzos de Leonardo de Pisa
(Fibonacci), quien habiéndolos conocido en Argelia, escribi6 en 1202 el libro
Liber Abaci, en el que explicé detalladamente su utilizacién y sus enormes
ventajas sobre los nimeros romanos que aun se usaban en la Europa de
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aquella época. La invencién de la imprenta, a finales del siglo xv, llevo a la
diseminacion de este sistema a través de muchos libros y manuales, que se
escribieron explicando su utilizacion. Este hecho fue determinante para que
en la Europa del Renacimiento se iniciara la Ciencia moderna. Los primeros
numerales decimales tenian un aspecto diferente a los nuestros, 1, 2, 3, 4, 5,
6,7, 8,9,y 0, pero fueron evolucionando hasta adquirir su forma actual, que
puede verse ya en el libro Arithmetica practica del caligrafo y matematico
vasco Juan de Yciar, publicado en Zaragoza en 1549.
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Estandar 3. Representaciéon grafica de la informaciéon numérica

Descripcién. El estudiante cobrard conciencia de que en el mundo mo-
derno estamos rodeados de gran cantidad de informacion numérica, y de la
dificultad de asimilarla recurriendo inicamente a tablas de nimeros. Por ello,
la representacion grafica de la informacién y la habilidad para interpretarla,
son necesidades vitales para entender el mundo que nos rodea. Asimismo,
conocera tanto las gréficas de barras como las de sectores circulares, sabra
construirlas a partir de los datos de una tabla e interpretarlas . Aprendera a
distinguir cuando conviene mas una que otra. Identificara los diferentes tipos
de variables: no numéricas, por ejemplo el color del pelo o la nacionalidad
de las personas; numéricas discretas, por ejemplo el grado escolar, el ano de
nacimiento, la edad a la que se contrajo matrimonio; y, esencialmente conti-
nuas, como la altura, el peso, la renta anual, el saldo de una cuenta bancaria,
etcétera. Estudiara también las gréaficas de linea y los histogramas. Conocer4,
y sabrd calcular, las principales medidas de tendencia central: Moda (muy
util en variables no numéricas, menos util en variables numéricas, sobre todo
en las continuas), Mediana y Media (utiles en variables numéricas).

Indicadores. El estudiante decidird, dada cierta informacién, con qué tipo
o tipos de grafica conviene representarla. Sera capaz de construir dichas grafi-
cas tanto manualmente como utilizando programas informaticos, por ejemplo
mediante una hoja de calculo. Describira la Moda, la Mediana y la Media de
un conjunto de datos, y las calcularda manualmente, utilizando una calcula-
dora y por medio de una hoja de céalculo.

Nota. Las graficas de sectores y de barras, aparecen gracias a William
Playfair a finales del siglo XVIII, quien las usé para presentar informacién
comercial y politica de una manera mas eficiente que la que se lograba con las
tablas. Desde entonces, poco a poco, la representacion grafica de la informa-
ciéon numérica se ha venido utilizando cada vez mas. En la actualidad aparece
todos los dias en peridédicos y revistas como complemento indispensable del
lenguaje escrito.
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Estandar 4. Algoritmos

Descripcién. El estudiante identificara que los algoritmos fueron una de
las primeras manifestaciones del pensamiento matematico en la historia de la
humanidad. Los primeros algoritmos eran formulas para realizar algin calcu-
lo, como el drea de un triangulo y el volumen de una piramide. Una figura
triangulable, motiva de manera natural un algoritmo que usa una férmula re-
petidamente, pero que no es en si mismo una simple formula. El método para
obtener la o las soluciones de una ecuacién de segundo grado es un algoritmo
algo mas complejo que la férmula cuadratica que se usa al aplicarlo, ya que
debe tomar en cuenta la posibilidad de que haya una o dos soluciones, o nin-
guna. Las construcciones geométricas con regla y compas, son algoritmos que
pueden aplicarse a ciertas figuras geométricas en posiciones bastante arbitra-
rias. Hay problemas muy sencillos que requieren de algoritmos no triviales
para su solucién, como por ejemplo ordenar una lista alfabéticamente.

Sabra que un algoritmo se construye a partir de operaciones simples, que
resuelven tareas muy sencillas, junto con instrucciones de control del flujo,
que pueden ser condicionales, de repeticién, de ramificacion y de recursion.

Aprenderd a distinguir y especificar algoritmos que requieren disyunciones
como el que se usa para resolver ecuaciones de segundo grado; algoritmos que
requieran multiple repeticion, como el del cdlculo de un factorial; y algoritmos
que requieran recursion, como el de Euclides para calcular el médximo comin
divisor de dos ntimeros.

Indicadores. El estudiante reconocera a las formulas como algoritmos sim-
ples y conocera algoritmos mas complejos que requieren disyuncion, repeti-
cién y recursion.

Nota. El estudiante tendrd ocasion, en el estudio de varios temas, de apli-
car algunos algoritmos que no se limitan al uso de una férmula, como las
construcciones con regla y compas. También deberd ser capaz de programar
algunos de los algoritmos mencionados, utilizando un lenguaje de programa-
cién de uso general como JavaScript.
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Estandar 5. Construcciones geométricas doblando papel

Descripcién. El estudiante conocera las construcciones geométricas basicas
con doblado de papel, en el que las lineas rectas se definen con dobleces:

a) Dados dos puntos se puede construir una unica linea recta que pase por
ellos.

b) Dados dos puntos se puede hacer un doblez que los haga coincidir.

c¢) Dadas dos rectas se puede hacer un doblez que las haga coincidir.

d) Dados una recta y un punto se puede hacer un doblez que pase por el
punto y haga coincidir un lado de la recta con el otro.

e) Dados una recta, un punto sobre ella y otro punto cualquier, se puede
hacer un doblez que pase por el primero de los puntos y ponga al segundo
sobre la recta.

Realizara otras construcciones a partir de las anteriores, como: una recta
paralela a otra por un punto dado, un cuadrado dado su lado, un triangulo
equilatero, un hexdgono regular, un octdgono regular, un dodecagono regular
y un pentagono regular. También hard desarrollos planos de los poliedros
regulares, asi como de prismas y piramides con base poligonal.

Descubrira la férmula de Euler para estos poliedros: que la suma del niimero
de vértices y el nimero de caras menos el nimero de aristas es 2. Reconocera
lo que es un problema y una conjetura a través de la pregunta ; Pasa lo mismo
en todos los poliedros? Discutird racionalmente con sus companeros y con el
profesor la plausibilidad de esta conjetura asi como posibles demostraciones
y contra-ejemplos.

Indicadores. El estudiante reconocera intuitivamente una diagonal, un
vértice, una cara, una arista, una mediatriz, una bisectriz, las rectas paralelas
y las perpendiculares, pero también sera capaz de:

a) Definir tales propiedades.

b) Dibujar el desarrollo plano de varios poliedros como el cubo, el tetraedro,
el dodecaedro, un prisma con base poligonal o una piramide, también con
base poligonal.

c¢) Ejemplificar lo que es una conjetura, un teorema y un contra-ejemplo,
utilizando el caso de los poliedros y la férmula de Euler.

Nota. El origami o doblado de papel se origina hace mil anos en Japén. Se
publicaran notas que puedan usarse como guia en este estandar.
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Estandar 6. Areas de figuras poligonales planas

Descripcién. El estudiante aprendera que la palabra geometria significa
medicion de la Tierra, y que el inicio de la geometria ocurrié en la antigiedad
en varias culturas, entre ellas en el antiguo Egipto. Dado el curso cambiante
del rio Nilo, en cuya ribera se desarrollaba casi toda la agricultura de Egipto,
era necesario medir y calcular el drea de cada parcela una vez al ano, con
objeto de calcular proporcionalmente el tributo que debia pagarse al Faraén.
Esto implicé la necesidad de obtener una medida del terreno, es decir, su
area, a partir de su forma y de algunas medidas lineales. Asi los egipcios
aprendieron a calcular el area de terrenos cuadrados, rectangulares, en forma
de paralelogramo, de tridangulo, de trapecio y otras formas més complejas
cuya area se obtenia partiéndolas en figuras més simples y sumando sus
areas.

Entendera:

a) Por qué el area de un paralelogramo es igual al drea del rectangulo con la
misma base y la misma altura.

b) Por qué el drea de un tridngulo es la mitad de la de un paralelogramo con
la misma base y la misma altura.

¢) Que la base de un tridngulo puede ser cualquiera de sus lados, y que hay
una altura correspondiente a cada base.

d) Que cualquier figura poligonal plana puede descomponerse en tridngulos,
e intentara dar argumentos que lo demuestren.

Descubrira:

a) Que si una figura plana en forma de poligono, no necesariamente regular,
con sus vértices en puntos del plano con coordenadas enteras, tiene como
area un valor entero o un entero mas un medio, y podré dar un argumento
racional para demostrarlo.

b) Que la medida, es decir el drea, de un terreno o de una figura, depende de
la unidad de medida lineal que se escoja para medir los lados de la figura.
¢) Que el area se define como una propiedad aditiva de las figuras planas, es
decir, que si una figura se parte en dos figuras ajenas, el area de la original es
igual a la suma de las areas de las dos partes. Y reconocera que esta propiedad
permite comparar figuras planas por area sin necesidad de calcular los valores
numéricos de las mismas. Sabrd que uno de los grandes logros de la geometria
griega, fue desarrollar toda una estructura logica para comparar areas de
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figuras planas, sin calcular sus valores numéricos, como puede observarse en
el Libro I de Los elementos de Euclides.

d) La dificultad de calcular el drea de figuras planas cuyas superficies son
curvas. Enfrentard diversos problemas de aplicacion en los que deberé calcular
areas y relacionarlas con otras cantidades.

Indicadores. El estudiante podra:

a) Explicar por qué el area de un tridngulo es la mitad de la base por la
altura con argumentos que la comparen con la de un paralelogramo o un
rectangulo.

b) Calcular el drea de un poligono plano dadas algunas medidas que permi-
tan hacer una disecciéon en figuras mas simples.

c¢) Resolver problemas planteados verbalmente que requieran el calculo de
areas y su relacion con otras cantidades, como por ejemplo el impuesto que
debe pagarse por un terreno, la cantidad de toneladas de maiz que podrian
extraerse en una cosecha, el volumen de pintura o impermeabilizante nece-
sarios para pintar una casa o impermeabilizar un techo.
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Estandar 7. Volumen de poliedros

Descripcién. El estudiante conocera que en el antiguo Egipto se calcula-
ba el volumen de pirdmides y otros cuerpos geométricos, tanto para estimar
la cantidad de grano que podian guardar en sus trojes, como la cantidad
de material y tiempo de construccion que iba a requerir una construccién.
Aprendera:

a) El concepto de volumen como una generalizacién del de area, y entendera
por qué el volumen de un prisma es el producto de la superficie de la base
por la altura.

b) Que esto no se limita a prismas rectos sino que aplica a los oblicuos y
entenderd este hecho como una generalizacién, en tres dimensiones, de la re-
lacién que ya conoce entre en un paralelogramo y el rectangulo con la misma
base y la misma altura.

¢) Que los egipcios supieron calcular el volumen de las pirdmides, tomando
la tercera parte del area de la base por la altura. Aunque se desconoce si
tenfan argumentos racionales para deducir esta férmula, la usaron correcta-
mente incluso para calcular el volumen de pirdmides truncadas, cosa que el
estudiante podra reproducir.

Observaré la analogia entre

base x altura
2

Area =
para el calculo del area de un triangulo y

base % altura

Vol =
olumen 5

(donde base significa drea de la base) en el cdlculo del volumen de una pirdmi-
de.

Asimismo, aprendera que el volumen de un cuerpo cuyas dimensiones linea-
les son el doble de las de otro, tiene un volumen igual a ocho veces el del
segundo, y aprenderda como utilizar este hecho para plantear una ecuacion
que demuestre la férmula del volumen de un tetraedro rectangulo de lados
a,b,c

axbxc

V= 5
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Entendera, mediante argumentos racionales, por qué este caso basta para
demostrar la formula

base X altura

Vol =
olumen 3

para el volumen de cualquier pirdmide con base poligonal.

Enfrentara retos como el de calcular los volimenes de un tetraedro, un oc-
taedro y un icosaedro regulares, todo ello utilizando la férmula para calcular
el volumen de una piramide, pero teniendo que calcular en cada caso areas
de poligonos y alturas de pirdamides.

Comprendera que, a diferencia del caso plano, no siempre es posible descom-
poner un poliedro en partes que puedan recomponerse en un cubo, y que este
resultado apenas se demostro en el siglo XX. Este fue el tercer problema de
Hilbert.

Indicadores. El estudiante podra explicar dénde y cuando surgio el concep-
to de volumen, asi como la férmula para calcular el de una piramide. Calcu-
lara el volumen de algunos poliedros descomponiéndolos en paralelepipedos,
prismas y piramides. Resolvera problemas que requieran el calculo del volu-
men de una figura, que pueda descomponerse en paralelepipedos, prismas y
pirdmides, y que requiera relacionar el volumen con otras cantidades, como
las toneladas de grano que puede guardar una troje con forma piramidal o el
volumen de agua que cabe en un canal de seccién trapezoidal.
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Estandar 8. El Teorema de Pitagoras

Descripciéon. El estudiante sabra que en varias culturas de la antigiiedad,
se conocieron algunas ternas pitagoéricas, es decir niimeros enteros a, b, ¢ que
tienen la propiedad de que la suma de los cuadrados de los dos primeros es
igual al cuadrado del segundo. Por ejemplo:

34,5

5,12, 13

8, 15, 17

20, 21, 29
son ternas pitagoricas. No ha quedado claro si las ternas pitagoricas conocidas
de los antiguos eran identificadas con el Teorema de Pitdgoras, pero lo mas
probable es que si, y que se usaran de hecho para calcular el lado desconocido

de un triangulo rectangulo conociendo los otros dos lados, pues esto era muy
util en la construccién.

No se sabe si Pitdgoras mismo demostro el famoso Teorema pero esta claro
que la primera demostracién publicada en el mundo occidental es la Propo-
sicion 47 del Libro I de Los elementos de Euclides. Hay muchas demostra-
ciones del Teorema de Pitagoras, y el estudiante conocerd algunas de ellas,
incluyendo la de Euclides, que esta en el estilo de comparar las dreas de los
cuadrados construidos sobre los catetos con la del cuadrado construido sobre
la hipotenusa.

Captara varias cosas fundamentales en relacién con este Teorema. En primer
lugar, notara que establece a la vez una relacion aritmética entre los lados de
un triangulo rectangulo, y también una relacién geométrica entre los cuadra-
dos (entendidos como figuras geométricas y no como nimeros) construidos
sobre los lados. Su inverso establece un criterio aritmético para conocer la
perpendicularidad de dos lados de un triangulo.

Apreciard que sin duda el Teorema de Pitagoras es el méas importante de
las matematicas, no soélo por ser el mas conocido y mentado, sino porque
de verdad es el resultado mas ttil de todas ellas. Esto lo conocerd mien-
tras aprende a aplicarlo para resolver problemas préacticos que involucran
tridngulos rectangulos, y también aprendera a resolver problemas relativos a
los tridngulos no rectangulos mediante el recurso de interponer artificialmen-
te tridngulos rectangulos auxiliares que permiten usar el Teorema y resolver



2.2. PRIMERA PARTE 35

el problema. Cobraré conciencia de que casi cualquier problema que involu-
cre tridngulos puede resolverse casi exclusivamente aplicando este Teorema.
Para aprender todo esto, el estudiante enfrentara y resolvera multitud de
problemas utilizandolo.

Indicadores. El estudiante podra:

a) Explicar la importancia del Teorema de Pitagoras.

b) Producir al menos una demostracién del Teorema si se le solicita.

¢) Resolver problemas que puedan plantearse concibiendo uno o varios tridangu-
los rectangulos, y calculando alguna cantidad desconocida en términos de
otras conocidas, mediante el establecimiento de ecuaciones o relaciones numéri-
cas, que resulten de aplicar el Teorema de Pitdgoras.

Nota. En este punto no se espera que los problemas planteados requieran la
solucion de ecuaciones de segundo grado, sélo de primer grado, o de sistemas
sencillos de dos ecuaciones lineales. Sin embargo, a medida que el estudiante
avance, y estudie las ecuaciones de segundo grado, también podré atacar este
otro tipo de problemas.
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Estandar 9. Cantidades inconmensurables

Descripcién. Los pitagoricos crefian que todo podia representarse con niime-
ros. Por ejemplo, descubrieron que las notas y melodias producidas eran
armonicas, y sonaban bien (en su concepcién) cuando habia relaciones numéri-
cas enteras simples entre las distancias de los huecos de las flautas o las longi-
tudes de las cuerdas. Una cuerda reducida a la mitad de tamano, produce un
sonido que es una octava mas alta que el tono original, y las combinaciones
sonoras agradables para el gusto occidental guardan relaciones numéricas
simples como %, %, %. Hoy en dia decimos que se representan con fraccio-
nes sencillas. Asi, también creian que todos los segmentos que se pudieran
construir en la geometria, guardaban relaciones fraccionarias entre ellos.

Sin embargo, un dia descubrieron una contradiccién en esa creencia. La dia-
gonal de un cuadrado no podia guardar una relacion fraccionaria con el lado
del cuadrado. Fue un descubrimiento que sacudié las creencias de los anti-
guos matematicos griegos, y les llevo a construir una concepcion méas precisa
y compleja para la medicién de longitudes.

El estudiante conocera este hecho. Sera capaz de entender y reproducir algu-
na demostracién del mismo, por ejemplo de que raiz cuadrada de dos no es
racional, o que la diagonal y el lado de un cuadrado no son conmensurables.
También comprenderd por qué este descubrimiento produjo una crisis en la
matematica griega, y que quien resolvié el conflicto fue el gran matemati-
co Eudoxio, creando una aritmética de segmentos que permitia operar con
ellos, con absoluta claridad y precisién, sin asignarles valores numéricos como
longitudes.

Llevar esa construccién al terreno de los niimeros sélo se consiguié muchos
siglos después, a finales del siglo X1x, por lo que el trabajo de Eudoxio, que
aparece en el libro V de Los elementos de Euclides, y se llama la Teoria de
las proporciones, constituye una piedra angular de las matematicas. Con la
aritmética construida por Fudoxio, se desarrollé gran parte de las matemati-
cas griegas en esos términos, y en general se encuentran bastante alejadas de
lo numérico.

Indicadores. El estudiante podra:
a) Explicar qué significa que dos segmentos sean inconmensurables.
b) Exhibir pares de segmentos inconmensurables.
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¢) Demostrar que el lado y la diagonal de un cuadrado son inconmensurables,
y explicar qué tiene que ver esto con la irracionalidad de v/2.

d) Construir, representar y saber trazar geométricamente en la recta otras
cantidades irracionales.
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Estandar 10. El circulo, el nimero 7 y el concepto de angulo

Descripcién. El estudiante aprendera que las culturas primitivas conocie-
ron el circulo, y se enfrentaron con el hecho de que tanto su perimetro como
su area, eran dificiles de expresar numéricamente en términos del didmetro
o el radio. Asi los egipcios utilizaron una estimacién del area del circulo,
que era la de un cuadrado de lado igual a g del didmetro. Esto se llama
una cuadrature (aproximada) del circulo. Los babilonios utilizaban a veces
simplemente 3d como el perimetro de la circunferencia de diametro d, aun-
que otras veces usaban una mejor aproximacion. Fueron los griegos quienes,
gracias a la teoria de las proporciones de Eudoxio, llegaron a concebir a 7
como una relaciéon o proporcion bien definida: la razén entre el perimetro y
el didmetro de una circunferencia, a la que llamaron 7. Que esa razon existe,
es decir que hay una misma relacién entre el perimetro y el diametro de un
circulo pequeno que en uno grande, es uno de los conceptos mas importantes
de las matematicas.

Los griegos descubrieron que también, la razon entre el area de un circulo
y su radio es constante, y que ademés es igual a 7. El estudiante conocera
alguna demostracion de este hecho y reconocera la importancia del mismo.
También conocera el método que usé Arquimedes para obtener una buena
aproximacién del nimero 7, mediante el uso de poligonos (de 96 lados) ins-
critos y circunscritos a la circunferencia. Aprendera:

a) El concepto de dngulo como la razén entre el arco y el radio.

b) Que esta definicién de dngulos produce medidas llamadas radianes.

¢) La relacién que hay entre grados y radianes.

Con estas herramientas, el estudiante podra resolver problemas que invo-
lucren el célculo de areas de sectores de circulos, por ejemplo: calcular el
volumen de agua que hay en un tubo horizontal de sector circular que se en-
cuentra lleno hasta cierta altura. Los cilindros y los conos, se conciben como
prismas y piramides de base circular, a ellos también se aplica la férmula:

base X altura

3

Volumen =
para calcular su volumen.

Indicadores. El estudiante podra:
a) Explicar qué es el nimero 7.
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b) Cémo es que el mismo nimero, interviene tanto en el drea de un circulo
como en el perimetro.

c¢) Aplicar el método de Arquimedes para obtener aproximaciones a 7.

d) Resolver problemas que involucren el calculo de areas de sectores de cir-
culares, y volimenes tanto de cilindros como de conos, o partes de ellos.
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Estandar 11. Triangulos semejantes, razones y proporciones

Descripcién. El estudiante conocera la teoria de las proporciones, el con-
cepto de razon y la relacion entre proporcionalidad y drea. Entendera la Ley
de las Proporciones, es decir, que los lados correspondientes de tridngulos (y
otras figuras rectilineas) semejantes son proporcionales (Euclides Libros V y
VI), la utilidad de la misma y aprenderd a aprovecharla en combinacién con
el Teorema de Pitagoras, para resolver una amplia variedad de problemas
précticos.

Asimismo, se dard cuenta de que casi todos los problemas de geometria se
pueden resolver utilizando sélo estos dos teoremas. Aprendera la importancia
de este hecho, que facilita el abordaje de los problemas de geometria. El
uso de estos teoremas permite traducir muchos problemas geométricos al
lenguaje algebraico, generando ecuaciones y sistemas de ecuaciones lineales o
cuadraticas. Este tema abre la oportunidad de recordar y practicar el algebra
elemental que el estudiante debié haber aprendido en la secundaria.

Ademas aprenderd que, en gran medida, el Teorema de Pitdgoras y la Ley de
las proporciones son equivalentes, es decir, que el primero puede demostrarse
usando la segunda y viceversa.

Indicadores. El alumno resolvera problemas donde pueda obtener areas,
longitudes y otras magnitudes, mediante el planteamiento y solucién de ecua-
ciones, y sistemas de ecuaciones, a los que llegue aplicando la Ley de las
Proporciones y el Teorema de Pitagoras.
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Estandar 12. Trigonometria

Descripcién. El estudiante aprendera las definiciones de las razones trigo-
nométricas seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante. Compren-
dera la importancia practica de poder tener a mano sus valores para cualquier
triangulo y la dificultad que esto implica. Calculara algunas de estas razones
para ciertos angulos utilizando el Teorema de Pitagoras y, aprovechando este
mismo teorema, descubrird las relaciones entre ellas, que dan lugar a férmulas
como:

sin?z +cos’z =1

senx
tanx =

COS T

Utilizara las tablas trigonométricas y la calculadora cientifica, para obtener
los valores de las razones trigonométricas que necesite. Enfrentard multiples
problemas de aplicacién, en los que debera encontrar una distancia inaccesi-
ble en términos de otras que si son accesibles, y de las medidas de algunos
angulos, descubriendo asi el poder de la trigonometria. Encontraré los angu-
los de un triangulo rectangulo dados sus lados. Aprenderd a dar nombres a las
cantidades desconocidas, y a plantear ecuaciones con ellas como incognitas.
Lo mismo hard dando nombres a cantidades supuestamente conocidas, ain
cuando éstas (no sélo las incognitas) estén representadas por letras. Todo
esto le permitira obtener resultados generales para problemas generales.

Descubrira y demostrara tanto la ley de los cosenos

& =a®>+b* — 2abcos ¢

donde a, b, c son los lados de un triangulo cualquiera y ¢ es el angulo entre
los lados a y b; como la ley de los senos

senA senB sen(C

a b ¢
donde a, b, ¢ son los lados de un triangulo cualquiera y A, B, C los dngulos
opuestos a los lados a, b, ¢, respectivamente.

Utilizara ambas leyes para facilitar la solucién de nuevos problemas. Enfren-
tard, y resolvera, problemas de célculos de areas y volimenes que requieran
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el uso de razones trigonométricas, por ejemplo calcular el volumen de un
cono dado el angulo que forma con su eje y alguna de sus dimensiones, como
podria ser el radio. Conocera, entenderd y demostrara la férmula de Herén
para el area del triangulo dados sus tres lados, y podra aplicarla en cualquier
caso que se le presente.

Indicadores. El estudiante:

a) Planteara algebraicamente, y resolverd, problemas en los que se requiere
encontrar una distancia inaccesible en términos de angulos y distancias ac-
cesibles.

b) Resolvera problemas que requieran combinar las razones trigonométricas
y el calculo de areas y volimenes.
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Estandar 13. Calculos astronémicos y geograficos

Descripcion. El estudiante aprendera como:

a) Se llegd al conocimiento actual de la Tierra, y los principios de la Astro-
nomia con apoyo de la trigonometria.

b) A partir de las ideas del mundo griego acerca de la Tierra, Eratdstenes en
Egipto calculo el perimetro de la Tierra.

¢) Aristarco calculd las distancias a la Luna y al Sol.

d) Hiparco de Nicea mejoré esos calculos inventando en el proceso las razones
trigonométricas.

Comprendera por qué los resultados obtenidos por estos cientificos para el
radio de la Tierra y la distancia a la Luna son bastante cercanos a los cono-
cidos actualmente; no asi el de la distancia al Sol que era muy lejano al valor
conocido ahora, y que esto se debe a la dificultad de estimar con precisién el
angulo entre el Sol y la Luna en el momento en que el angulo Sol-Luna-Tierra
es recto.

Entendera como la astronomia se vuelve cuantitativa ligada al desarrollo de
la trigonometria (gracias a las medidas de los tridngulos), y aprendera el
paralaje y la determinacién primaria de distancias astronémicas. Ademas,
apreciard como los antecedentes de la Ciencia Griega contribuyeron a que,
casi dos milenios después, pudiera desarrollarse el modelo heliocéntrico o
Sistema Solar por Copérnico, y sabra que esto sentd las bases para el des-
cubrimiento de las leyes de Kepler usando las medidas de Tycho Brahe, y
posteriormente para la mecanica de Newton.

Sabra cémo Galileo Galilei estim6 la altura de las montanas de la Luna,
utilizando una imagen y algunos argumentos basicos de trigonometria.

Conocera el significado de las coordenadas terrestres, latitud y longitud. Cal-
culara la distancia entre dos ciudades sobre el mismo paralelo o sobre el mis-
mo meridiano, dadas sus coordenadas terrestres. Reconocera la dificultad de
calcular distancias entre cualesquiera dos puntos de la Tierra, problema que
requiere de otras herramientas. Podra calcular la hora del dia en un punto de
la Tierra, sabiendo la de otro punto y las coordenadas terrestres de ambos.

Aprenderd sobre los trabajos de Picard, Cassini y Dunkirk en el siglo XVTII,
que probaron que la Tierra no era una esfera perfecta, y de Maupertuis quien
demostré definitivamente la forma oblata de la Tierra.
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Indicadores. El estudiante reproducira los calculos del perimetro de la
Tierra, asi como los de las distancias a la Luna y al Sol. También calculara
la distancia entre dos ciudades sobre el mismo meridiano o sobre el mismo
paralelo, dadas sus coordenadas terrestres, y la hora del dia de cualquier
punto de la Tierra dada la hora en cualquier otro punto.
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Estandar 14. Construcciones geométricas con regla y compas

Descripcién. El estudiante aprendera que los antiguos griegos hicieron un
gran esfuerzo para intentar resolver los problemas de geometria, utilizando
solo regla y compés. Entendera que esto se debié tanto a la dificultad que
tenian para manejar los nimeros, como a la facilidad y claridad que ofrecian
en cambio las construcciones con regla y compas. Por ejemplo, les resultaba
incomodo expresar numéricamente el tamano de la diagonal de un cuadrado,
pero en cambio era facilisimo construirla usando regla y compas. Asi, estas
construcciones eran mas poderosas para ellos que los niimeros, tanto por la
falta de un concepto de nimero suficientemente general, como por la carencia
de un &lgebra simbdlica. Por ello intentaron hacer matematicas con las me-
jores herramientas a su disposicion, y éstas eran las construcciones con regla
y compas. Sin embargo, descubrieron también que dichas construcciones no
eran todopoderosas, y aparecieron problemas que no se pudieron resolver con
esas herramientas.

Realizard y describird algunas construcciones bésicas con regla y compés:
a) El punto medio de un segmento.

b) El baricentro de un tridangulo.

¢) La mediatriz de un segmento.

d) La bisectriz de un dngulo.

e) El circuncentro, el ortocentro y el incentro de un tridngulo.

f) Circunferencias circunscritas e inscritas a un triangulo.

Descubrird la recta de Euler y la circunferencia de los 9 puntos. Podra inscri-
bir y circunscribir poligonos regulares. Sabra la inscripcion de un pentédgono
regular en una circunferencia (Euclides Libro IV) como ejemplo de una cons-
truccion dificil. Aprenderad el planteamiento de los famosos problemas que no
se pueden resolver con regla y compas:

a) La cuadratura del circulo.

b) La triseccién de un édngulo.

c¢) La duplicacién del cubo. Conocera alguna de estas construcciones, utili-
zando herramientas adicionales a la regla y el compés.

Observard que las construcciones con regla y compés, producen esencialmente
las mismas que las que se pueden hacer con doblado de papel, reconociendo
las ventajas y desventajas de cada herramienta.
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Indicadores. El estudiante realizara, y describird, cualquiera de las cons-
trucciones bésicas con regla y compas. Explicara que las del pentagono regu-
lar y otros poligonos son dificiles, incluso que algunas son imposibles. Des-
cribira las tres més conocidas.



2.2. PRIMERA PARTE 47

Estandar 15. Propiedades geométricas del circulo

Descripcién. El estudiante sabrd y entendera que, en general, una recta
interseca a un circulo en dos puntos, en uno sélo o en ninguno; que la recta
que toca al circulo en ese punto y en ningin otro es la tangente en ese punto;
y que la tangente a un circulo en un punto es perpendicular al radio trazado
desde ese punto.

Conocera que el angulo bajo el cual se ve un diametro del circulo, desde cual-
quiera de sus puntos, es recto; que el angulo que abarca una cuerda desde un
punto del circulo, es siempre el mismo o el suplementario, y que su valor es
la mitad del que la cuerda abarca desde el centro. Sera capaz de dar demos-
traciones de todas estas propiedades y, sobre todo, aplicarlas en situaciones
problematicas. Por ejemplo, calcular el radio de una circunferencia, sabiendo
la longitud de una cuerda y el angulo que abarca desde algin un punto de la
circunferencia.

Enfrentara y resolvera, cualitativamente, el problema de fitbol que consiste
en encontrar el punto con mejor angulo de tiro a una porteria, suponiendo
que el jugador que va a disparar va por una trayectoria recta que no pasa
por dentro de la porteria.

Indicadores. El estudiante explicarda y demostrard, las propiedades de los
angulos que abarcan las cuerdas de un circulo desde los puntos del mismo
circulo, y resolvera problemas que requieran el uso de estas propiedades.
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Estandar 16. Las secciones cénicas y sus propiedades

Descripcién. El estudiante sabra que las curvas conicas pueden generarse
cortando un cono circular con un plano, y cuando el corte produce un circulo,
una elipse, una pardbola o una hipérbola. Entendera por qué se considera
a la hipérbola como una curva con dos ramas. Aprendera que estas curvas
fueron estudiadas en la antigua Grecia, especialmente por uno de sus grandes
matematicos: Apolonio de Perga, tanto por sus interesantes propiedades de
reflexion como por su procedencia, que las vincula intimamente con el circulo,
considerado por ellos como la figura perfecta. Conocera también que casi dos
mil anos més tarde, resultaron de gran utilidad para comprender y describir
el movimiento planetario (Leyes de Kepler).

A través de las esferas de Dandelin, entendera que la elipse tiene la propiedad
de que la suma de las distancias de sus puntos a dos puntos llamados focos es
constante y que la diferencia de las distancias de los puntos de una hipérbola
a sus focos también es constante. Asimismo conocera la propiedad de la
parabola de que las distancias de sus puntos a un punto fijo llamado foco, y
a una recta fija llamada directriz, es constante.

En la medida de lo posible debe familiarizarse con estas construcciones usan-
do programas de geometria dinamica.

Utilizando las definiciones de las cénicas deducird sus propiedades de refle-
xién. Comprenderd el papel que juegan en la elipse y la hipérbola las cons-
tantes usadas en sus definiciones. Deducira las medidas de los semiejes de
una elipse y las inclinaciones de las asintotas de una hipérbola a partir de la
distancia entre los focos. Deducird las propiedades bésicas de la parabola y
sus aplicaciones tecnologicas. Aprenderd a utilizar la definicién, las propie-
dades de reflexién y las maneras de calcular los semiejes y las asintotas para
enfrentar y resolver problemas en los que intervengan este tipo de curvas.
Aprendera la definicion de las cénicas en términos del foco, la directriz y la
excentricidad y podra relacionar estas definiciones con las primeras.

Indicadores. El estudiante podra responder preguntas que demuestren que
conoce el origen, las definiciones y las propiedades de las conicas. Podra re-
solver problemas en los que intervengan alguna de estas curvas. Por ejemplo,
calcular la posicién de los focos y la constante definitoria de la elipse inscri-
ta en cierto rectangulo o construir (con regla y compds) la tangente a una
parabola en uno de sus puntos, suponiendo dados el foco y la directriz.
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Estandar 17. Método de exhausion y cuadratura de la parabola

Descripcién. El estudiante aprenderd en qué consiste el método de exhau-
sion de Eudoxio, para calcular el area de figuras planas acotadas por curvas.
Vera cémo puede usarse para estimar el drea de una circunferencia con cual-
quier grado de precision, y conocerd el trabajo de Arquimedes para calcular
.

Conocera como Eudoxio utilizé el método de exhausién, para demostrar que
el volumen de un tetraedro puede obtenerse como la tercera parte del pro-
ducto del area de su base por la altura correspondiente.

Sabra como Arquimedes utilizé dicho método para calcular, de manera exac-
ta, el area de una seccion de parabola, resultando ser % de la del minimo
rectangulo o paralelogramo que la contiene.

Estudiard este método en ambos casos y descubrird que los dos llevan a la

serie infinita:
Lol 1y
4 42 0 43 T

cuya suma puede obtenerse con un truco algebraico.

Si definimos

_ 2 + ! + ! +
TTLT e
entonces, factorizando,
= 1(1 SRE )
TTI T e
lo cual no es mas que
1
=—(1
s 4( +s)
y por lo tanto
4s=1+s
35 =
1
s==
3

Este es uno de los resultados precursores del Calculo.
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También conocera el problema de la cuadratura de la parabola usando rectangu-
los, para estimar el area sobrante, desarrollando asi un método precursor del
calculo integral. El objetivo principal de este estandar es que el estudiante
aprenda que es posible manejar una infinidad de ntimeros y obtener resulta-
dos claros, lo cual es la esencia del Calculo al que se enfrentara mas adelante.

Indicadores. El estudiante:

a) Aproximard regiones acotadas por curvas con un numero finito de poligo-
nos, para calcular de manera aproximada sus areas.

b) Describird y aplicard el método de exhausién en algunos casos sencillos.
c¢) Explicard en qué consiste el problema de la cuadratura de la parébola, y
que su solucion por el método de exhausion constituye uno de los triunfos de
las matematicas griegas.

Nota. El método de exhausion, en particular sus aplicaciones al cédlculo
del volumen del tetraedro y a la cuadratura de la pardbola, constituyen uno
de los mayores triunfos de las matemaéticas griegas. Estos logros se deben a
Eudoxio y a Arquimedes de Siracusa, respectivamente.
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Estandar 18. Volumen y superficie de cilindros, conos y esferas

Descripcién. El estudiante descubrird las propiedades basicas de estos
cuerpos tridimensionales. Aprendera como Arquimedes obtuvo el volumen
de la esfera a partir del de un cono y un cilindro, utilizando un ingenioso
argumento basado en el Teorema de Pitagoras.

Aprenderd a calcular la superficie del cilindro, del cono y de un cono trun-
cado. Descubrird que esta ultima sélo depende del radio medio y del lado.
Finalmente, vera como Arquimedes demostré que la superficie de una esfera

€s: 4
V = §7T?”3

donde r es el radio. Este resultado quizas puede considerarse como el mayor
logro de las matematicas griegas. Asi, el alumno entenderd por qué Arquime-
des pidi6 que en su tumba se pusiera el dibujo de una cilindro circunscrito
a una esfera, pues él mismo consideraba que su teorema més importante era
haber descubierto que la razén de la superficie de la esfera a la del cilindro,
era la misma que la del volumen de la esfera al volumen del cilindro, y de
hecho ambas eran iguales a %

Indicadores. El estudiante explicara por qué los calculos de los volimenes
y superficies de la esfera, el cilindro y el cono fueron problemas dificiles
que resolvid perfectamente Arquimedes. Conocera los métodos usados por €l
para calcular estos volimenes y superficies, y sabra usarlos para enfrentar
y resolver problemas que involucren este tipo de cuerpos y superficies. Por
ejemplo, calculara el volumen de agua contenido en un tanque esférico, dado
el radio de la esfera y la altura del nivel del agua; y también podra calcular
la superficie de un casquete esférico. Por ejemplo, podra estimar la superficie
de la Tierra contenida dentro del circulo polar artico.

Nota. Es interesante observar que también en la cuadratura de la parabola

aparece la fraccién %
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Estandar 19. Los nimeros naturales

Descripcién. El estudiante aprendera las distintas denominaciones de niime-
ros naturales: pares, impares, primos y compuestos, el concepto de multiplo
y de divisor. La factorizacién de cualquier nimero natural en primos. El
minimo comun multiplo y el maximo comun divisor de un par de nimeros
naturales. (Euclides Libro VII). Los niimeros triangulares, cuadrados, pen-
tagonales, etcétera. La demostracion de que hay una infinidad de ntmeros
primos.

Reconocera el concepto de modulo y residuo, aprendera a identificar los
nimeros que tiene un residuo dado (por ejemplo los pares tiene residuo cero
al dividirlos entre dos, los impares en cambio tienen residuo 1, etcétera).

Aprenderd por inspeccién, y recurriendo a argumentos geométricos, que la
suma de los primeros niimeros impares es igual a un cuadrado perfecto:

14+3+5+..+(2n—1)=n?

y que
n(n+ 1)

1+243+...+n= 2
Conocera las propiedades fundamentales de los niimeros naturales, asi como
sus operaciones de suma y multiplicacién:

a) La suma es asociativa:

(a+b)+c=a+ (b+c)

b) La suma es conmutativa:
a+b=bb+a

c) El cero es neutro ante la suma:
a+0=a

d) La multiplicacién es asociativa:
(axb)xc=ax(bxc)

e¢) La multiplicacién es conmutativa:
axb=bxa
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f) El uno es neutro ante la multiplicacién:
axl=a

g) la multiplicacién es distributiva respecto a la suma:
ax (b+c)=(axb)+(axc)

(para cualesquiera nimeros naturales a, b, ¢).

Sabra que estas propiedades se conservan en otros esquemas numéricos, y
forman la base del algebra.

Aprenderd también la llamada propiedad arquimediana de los niimeros na-
turales que dice que dado cualquier par de niimeros naturales m y n, hay un
multiplo mk del primero que es mayor que el segundo.

Indicadores. El estudiante:

a) Encontrard todos los factores primos de un nimero natural dado, asi
como el maximo comun divisor y el minimo comun multiplo de dos niimeros
naturales.

b) Deducira las férmulas para la suma de enteros consecutivos e impares
consecutivos mediante argumentos aritméticos o geométricos.

c¢) Realizard operaciones aritméticas usando la factorizacién en primos.

d) Enunciard las propiedades de los niimeros enteros respecto a la suma y a
la multiplicacién, asi como su propiedad arquimediana.
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Estandar 20. Induccién matematica

Descripcién. El estudiante conocera esta herramienta que permite demos-
trar enunciados generales a partir de su validez en casos particulares; que
permite abarcar algo infinito con un ntimero finito de pasos, uno de los cua-
les tiene que ser de carédcter general.

Por ejemplo, demostraréd que un mapa formado por curvas cerradas se puede
colorear con solo dos colores. Esto es evidente cuando el mapa esta formado
por una sola curva cerrada (semilla de la induccién). También es facil ver
que si un mapa ya esta coloreado con sélo dos colores, al agregar una curva
cerrada y cambiar el color de todas las partes que queden dentro de ella, se
obtiene otra vez un mapa coloreado con sélo dos colores (si es cierto para n
también lo es para n + 1). Esto demuestra el enunciado, gracias al principio
de induccion.

Este principio funciona como una larga fila de fichas de dominé que caen
todas una tras de otra con sélo tirar la primera, ya que se colocaron de
manera que cada una al caer, tira a la siguiente. También estd relacionado
con la estrategia intuitiva de ver un problema en sus casos mas sencillos y
como estos ayudan al caso general.

Utilizara la induccién para demostrar teoremas sencillos en distintos ambitos,
como el clasico de que hay un niimero infinito de ntimeros primos.

En particular aprendera el poder de esta técnica demostrando por induccién
algunas féormulas como éstas:
n(n+1)(2n+1)

124224+ ... +n?= :

P+224+ .40’ = w17
1
que por otros medios serian mas dificiles.

Cobrara conciencia de la importancia que tiene el poder argumentar la validez
de un enunciado general, que abarca una infinidad de casos.

Indicadores. Describird algunas situaciones problematicas que pueden apro-
vechar la induccion matematica. Demostrara la validez general de igualdades
que dependen de un niimero entero y son validas para todos ellos.
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Estandar 21. Los numeros enteros

Descripcién. El estudiante aprendera que los niimeros negativos, se inven-
tan para completar y generalizar las operaciones de los niimeros naturales
ante la resta, dado que la diferencia de un natural pequeno menos uno grande
no es un natural. Sabra que este proceso de inventar nuevos ntmeros para
completar el dlgebra de otros, se ha utilizado para construir o justificar no
sélo los niimeros enteros, sino también los nimeros racionales (que comple-
tan los enteros ante la divisién), los nimeros complejos (que completan a los
racionales, y los reales ante la raiz cuadrada y en general la potenciacion).

Los enteros tienen la propiedad de poseer siempre un inverso aditivo, es decir,
un nimero que sumado a ¢l da cero.

Reconocerda que para que las propiedades de los enteros conserven las propie-
dades de los naturales, es necesario adoptar las llamadas reglas de los signos
en la multiplicacién (“més por menos da menos” y “menos por menos da
mas”). Por ejemplo:

ax—-1l=ax(1-2)=(ax1l)—(ax2)=a—2a=—a
para todo entero a, en particular si a = —b tenemos:
—bx —1=—(=b)=0
pues el inverso aditivo de —b es b.

El sistema de los niimeros enteros resulta ser un esquema algebraico cerrado
ante la suma, la resta y la multiplicacion, pero no ante la divisién, esto iltimo
requiere de nimeros fraccionarios o racionales.

Realizard operaciones con enteros, respetando las propiedades heredadas de
los naturales y las reglas de multiplicacién de los signos.

También manejara desigualdades entre niimeros enteros. Sabré que al sumar
o restar cualquier entero a ambos lados de una desigualdad, ésta no se altera.
[gualmente aprendera que al multiplicar ambos lados de una desigualdad por
un entero positivo, ésta no se altera, pero al hacerlo por un entero negativo,
ésta cambia de direccién.

Indicadores. El alumno:

a) Identificard en problemas monetarios, fisicos y de ciencias, magnitudes que
pueden representarse con nimeros negativos.

b) Identificara que la resta consiste en sumar el inverso aditivo.
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c¢) Proporcionara razones para justificar las leyes de los signos en la multipli-
cacion.

d) Sumard y multiplicard adecuadamente cantidades positivas y negativas.
e) Manejara operaciones con desigualdades.
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Estandar 22. Los nuimeros racionales

Descripcién. El estudiante aprendera que las fracciones, incluyendo las
negativas, forman una estructura algebraica que es cerrada ante las cuatro
operaciones basicas: suma, resta, multiplicacion y division. Repasara los al-
goritmos de las operaciones con fracciones, llegando a comprender a fondo
como y por qué se llega a ellos. Interpretarda tanto la suma y resta, como
la multiplicacién y la divisién de fracciones, en aplicaciones concretas. Por
ejemplo, sabra que distribuir tres y medio litros en botellas de % de litros, es
un ejemplo de divisiéon de fracciones: siete medios entre tres cuartos, efecti-
vamente el resultado es de

7
2 X

X
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w

y se interpreta como dos botellas llenas més un tercio de otra.

Reconocera que todo nimero racional tiene una infinidad de representaciones
como fraccion, y que se acostumbra intentar representarlos usando la fraccion
mas simple posible. Adquirira practica y familiaridad en las operaciones con
fracciones, simplificAndolas manualmente sin recurrir al uso de la calculadora.
Aprenderd que en el ambito de los racionales, el cero sigue siendo el neutro
aditivo, y el uno, el neutro multiplicativo, y que la resta y la divisién son las
operaciones inversas de la suma y la multiplicacion, respectivamente, ya que
la resta es la suma de un ntimero con el inverso aditivo del otro, y la division
es el producto del dividendo por el inverso multiplicativo del divisor.

Sabra localizar niimeros racionales en la recta real, a partir de su expresion
como una fracciéon. Estudiard la relacién entre los racionales y la manera de
representarlos en el sistema decimal, y que todo racional tiene una represen-
tacion decimal finita o periddica, y entendera por qué es asi, recurriendo al
algoritmo de la division. Se dard cuenta de que los decimales representan a
todos los nimeros racionales, pero hay otros decimales, los que no provienen
de los racionales. Aprenderd que estos nimeros se llaman irracionales. En
particular v/2 se puede escribir como una expresién decimal no periédica con
una infinidad de términos, los cuales pueden calcularse, por ejemplo, usan-
do el algoritmo tradicional para obtener raiz cuadrada, el cual en este caso
nunca termina ni entra en repeticion.
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Indicadores. El estudiante:

a) Identificara el uso en la vida cotidiana y en las ciencias de los ntimeros
racionales.

b) Sabra sumar, restar, multiplicar y dividir nimeros racionales.

¢) Manejara desigualdades con nimeros racionales, positivos y negativos.

d) Localizarda nimeros racionales en la recta real.

e) Simplificara fracciones a su minima expresion.

f) Representara fracciones en el sistema decimal.

g) Explicard por qué algunas fracciones tienen representacién decimal infini-
ta, y por qué ésta es periodica.
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2.3. Segunda parte

Estandar 23. Los nimeros reales

Descripcién. El estudiante aprendera que los nimeros reales, aunque pue-
den definirse de otra manera, pueden considerarse como el conjunto de todas
las expresiones decimales finitas e infinitas, incluyendo las periddicas, pero
también las que no lo son. Asi como la representacion de los racionales como
fraccion no es unica, tampoco lo son las expansiones decimales, aunque en
este caso los Unicos casos en que hay dos representaciones son los decimales
finitos, pues también pueden representarse con un decimal infinito que tie-
ne sélo nueves a partir de cierto lugar. Por ejemplo, 4.27 = 4.269999... Sin
embargo, descubrira que se puede establecer una correspondencia biunivoca
entre las expresiones decimales y los puntos de una recta. Por ello se habla
de la recta real, entendiendo que se trata de una representacién geométrica
del sistema de los niimeros reales.

Asi, el sistema de los nimeros reales resulta cerrado respecto a las operaciones
de suma, resta, multiplicacion y division, al igual que el de los racionales,
pero ademas tienen la propiedad completitud, que los racionales no tienen.
Esta propiedad se puede expresar de varias maneras. De manera que si un
conjunto de numeros reales estda acotado superiormente, entonces tiene una
minima cota superior. Por ejemplo, las aproximaciones decimales a /2 :
1.4,1.41,1.414,1.4142, ... son todos ntimeros racionales menores, digamos que
1.5. Por lo tanto la propiedad de completitud nos dice que tienen una minima
cota superior, vy esa es precisamente el nimero real que corresponde a v/2.
En cambio, en el ambito de los racionales, la misma sucesion estd acotada
también por 1.5, pero en cambio no hay ningin ntmero racional que sea la
minima cota superior.

La propiedad de completitud es esencial para el desarrollo del Calculo, es la
que nos permite asignar valores numéricos al continuo, no solo de la recta
o de las curvas, sino también a puntos del plano y del espacio. Mediante
ella, se pueden obtener valores numéricos concretos (reales) como resultado
de algunos procesos infinitos. Por ejemplo, las sumas infinitas de nimeros
positivos que estan acotadas, de acuerdo con el principio de completitud,
deben converger a un numero real. Esto permite operar con dichas sumas
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infinitas y obtener a veces su valor, como es el caso de a + a® + a® + ... para
cualquier nimero real a tal que 0 < a < 1. De hecho, si definimos

s=a+a*+d+..
entonces, factorizando,

s=ax(1+a+a*+a®+.)=ax(1+5s)

por tanto
s—axXs=a
sx(l—a)=a
. a
T -a
es decir,
at+al+ad+ .. = a4

(1—a)

Observard que todos los nimeros reales, aun los irracionales, son siempre
limite de una sucesién de nimeros racionales (por ejemplo, los decimales
finitos de una expansién decimal infinita).

Indicadores. El estudiante:

a) Clasificard los nimeros reales en distintos conjuntos: naturales, enteros
positivos, negativos, racionales e irracionales.

b) Sabra relacionar el concepto de inconmensurabilidad con el de nimero
irracional.

c¢) Dard razones para representar algunos nimeros irracionales conocidos co-
mo 7 y v/2 mediante simbolos especiales.

d) Construird aproximaciones por fracciones de algunos nimeros irraciona-
les, como 7y V2.

e) Describira la relacién entre expresiones decimales infinitas, puntos de la
recta y nimeros reales.

f) Aplicara la propiedad de completitud para justificar la existencia de algu-
nas series infinitas acotadas de nimeros positivos, como »  a" para a = %, 0
para cualquier nimero real a tal que 0 < a < 1 y podra apoyarse en dicha
existencia para obtener el valor de la suma infinita.
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Estandar 24. El plano y el espacio cartesianos y los vectores

Descripcién. El estudiante sabra que asi como los nimeros reales pue-
den usarse para identificar todos los puntos de una recta, para identificar los
puntos de un plano o del espacio, se pueden usar pares o ternas de ntmeros
reales. Los pares de ntimeros reales se llaman vectores del plano, y las ter-
nas se llaman vectores del espacio. La diferencia entre puntos del plano, o
del espacio, y los vectores que les corresponden, es que los puntos son sélo
eso, puntos, mientras que con los vectores se pueden realizar operaciones. De
manera que, la suma de vectores, que se define sumando las componentes
y formando un vector con esas sumas, tiene una interpretaciéon geométrica
que resulta muy util, permitiendo usar los vectores para representar despla-
zamientos, velocidades, fuerzas, etcétera, tal es el caso de un avién que se
mueve respecto al aire y que lleva una velocidad respecto a la tierra. Por
supuesto, la composicion de fuerzas, puede representarse perfectamente por
medio de la suma de los vectores que las definen.

Aprenderd como se calculan distancias, puntos medios y baricentros, tanto en
el plano como en el espacio; y concebira los vectores como elementos de una
estructura algebraica que resulta muy util. Empleara vectores para resolver
diversos problemas.

Conocera también que hay ciertas operaciones de multiplicacién entre vecto-
res, que tiene gran utilidad practica como son el producto escalar y el pro-
ducto vectorial. Entendera la interpretacién geométrica de ambos productos,
y la usara en diversos problemas como, por ejemplo, el calculo de la distancia
entre dos puntos de la Tierra a partir de sus coordenadas terrestres.

Indicadores. El estudiante interpretara situaciones fisicas y geométricas
sencillas mediante vectores, y realizara operaciones con ellos. Calculara dis-
tancias tanto en el plano como en el espacio, entre puntos definidos con
coordenadas cartesianas, y también sobre la superficie de la Tierra, entre
puntos definidos con coordenadas terrestres.
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Estandar 25. Los nimeros complejos

Descripcién. El estudiante conocera que, a pesar de que los reales son ce-
rrados ante las operaciones bésicas de suma, resta, multiplicacién y division,
no lo son ante la operacion de obtener raiz cuadrada, ya que los ntimeros
negativos no tienen raiz cuadrada. Este problema, y el hecho de que en las
aplicaciones (por ejemplo al resolver una ecuacién de segundo grado) apa-
recen situaciones donde hay que sacar raiz cuadrada a un nimero negativo,
generd la idea de inventar otros ntimeros que pudieran ser las raices cua-
dradas de los niimeros negativos. El detalle que lanzé al mundo los niimeros
complejos, fue el hecho de que aceptando como existentes las raices cuadradas
de los nimeros negativos, era posible obtener los valores reales de las solucio-
nes de algunas ecuaciones de tercer grado (usando las férmulas de Cardano
Tartaglia), lo cual hacia sospechar que esos nimeros imaginarios podian ser
muy tutiles. Después de muchos anos de manejar estos nimeros de manera
informal, se logré establecer con toda claridad y formalidad el sistema de los
nimeros complejos.

La manera mas facil de acercarse a él, es presentarlo como el conjunto de los
puntos del plano cartesiano, con las operaciones de suma y resta igual que
para los vectores, pero definiendo el producto como el punto cuya magnitud
es el producto de las magnitudes, y cuyo argumento es la suma de los argu-
mentos. Para entender esto, el estudiante aprendera el concepto de magnitud
y argumento de un niumero complejo (o un vector en el plano), lo que se suele
llamar coordenadas polares. De tal manera que la multiplicacién de los vec-
tores por un nimero (que corresponde a amplificar o contraer), se extiende
de manera natural a multiplicar por un nimero complejo, como amplificar
o contraer multiplicando por la magnitud y simultdneamente girar un angu-
lo igual al argumento (en particular, multiplicar por i = v/—1 es girar 90
grados, y multiplicar por —1 es girar 180 grados).

Aprendera que este producto también se puede expresar utilizando inicamen-
te las coordenadas cartesianas, las propiedades elementales del producto, y el
hecho de que 2 = —1. Verd que con tales operaciones los niimeros complejos
heredan las propiedades de campo de los ntiimeros reales, con cerradura ante
las operaciones de suma, resta, multiplicacion, divisién y potencias enteras
y fraccionarias, aunque estas ultimas dan lugar a funciones multivaluadas,
como en el caso de la raiz cuadrada.
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Sabra asociar las raices de la unidad con los poligonos regulares, y que esta
extension del concepto de nimero ha resultado de gran utilidad en las ma-
temdticas y en la fisica. En el nivel de bachillerato se veran sélo algunas de
sus aplicaciones, como la representacion de las transformaciones de semejan-
za, que son las que se utilizan en la geometria clésica; como operaciones con
complejos y para completar la teoria de las ecuaciones, en particular para
entender del Teorema Fundamental del Algebra.

Indicadores. El estudiante realizara operaciones elementales con nimeros
complejos. Resolvera tanto ecuaciones lineales con coeficientes complejos, co-
mo ecuaciones de segundo grado con coeficientes reales. Deducird las férmulas
del seno y coseno de la suma de dos angulos, aprovechando la multiplicacion
de dos complejos en el circulo unitario.
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Estandar 26. Las transformaciones en el plano

Descripcién. El estudiante conocerd los diferentes tipos de transformacio-
nes del plano, asi como sus propiedades basicas, tales como homotecias, tras-
laciones, rotaciones y reflexiones. Entendera que las transformaciones tienen
inversas y como son; que se componen y por tanto que hay otras transfor-
maciones, como las semejanzas y las reflexiones con desliz. Sabra que forman
naturalmente diversos grupos (no conmutativos) como el de las transfor-
maciones rigidas, las rigidas orientadas y las semejanzas. Aprenderd que la
composicion de dos reflexiones es una rotacién o una traslacién, y que en tres
dimensiones esto explica el efecto que producen dos espejos.

Para dar expresiones algebraicas de ciertas transformaciones, usara los ntime-
ros complejos y sus operaciones. Asi, las traslaciones se representan como
sumar un complejo fijo, una rotacion en el origen se representa con la mul-
tiplicaciéon por un complejo de magnitud 1, y en general, una semejanza
centrada en el origen es la multiplicacion por un complejo no nulo. Sabra de-
ducir de esto, que el grupo de semejanzas orientadas del plano, es equivalente
al de las formas lineales con coeficientes complejos (az + b) bajo composi-
cién. Ademads, que para incorporar a las reflexiones, hay que introducir la
conjugacion de los nimeros complejos que es la reflexién en el eje real.

Hay otras transformaciones del plano que no se expresan por operaciones de
los nimeros complejos, como lo son las ampliaciones o contracciones en un
sOlo eje. Sabra cémo expresar a estas ultimas en coordenadas cartesianas,
también de la utilidad de las matrices de 2 X 2, para expresar explicitamente
transformaciones del plano (a las lineales), y que lo anterior se puede ver
también en esta Optica mas general. Conocerd las matrices asociadas a los
nimeros complejos, a las rotaciones y a las reflexiones.

Indicadores. El estudiante dard una férmula algebraica para una trans-
formacion sencilla, descrita con palabras o dibujos, como por ejemplo “la
rotacién de 90 grados alrededor del punto 3 + 2i ((3,2), segin la notacién
usada por el maestro)”.
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Estandar 27. Simetria

Descripciéon. El estudiante sabra que la simetria es un fenémeno frecuente
e importante en la naturaleza, y muy comun en los objetos de la civilizacion,
en especial en el arte. Entenderd sus principios basicos, podra detectarla y
diferenciar sus distintos tipos.

Sabra que en todas las culturas se ha expresado el aprecio por la simetria en
la arquitectura, en el arte decorativo y en los objetos comunes; que la cultura
arabe destaco por su excelencia en los mosaicos, y las culturas mesoameri-
canas por los frisos, todos ellos ricos en simetrias. También en la naturaleza
aparecen muchas simetrias, en particular las moléculas suelen presentar si-
metrias interesantes como la hemoglobina con su simetria rotatoria 2 a 2.

De la simetria geométrica plana, reconocera la simetria bilateral, la rotacional
de un cierto orden (180, 90 y 60 grados por ejemplo), y la diédrica corres-
pondiente. Sabra que las simetrias de los mosaicos se llaman cristalogrdficas
porque aparecen en el crecimiento de los cristales, y que hay diversos tipos
incluyendo a los tres més simples que cubren el plano con poligonos regulares.

Aprenderd algo sobre las simetrias de cuerpos en tres dimensiones, en particu-
lar los solidos platonicos, que fueron muy apreciados por los griegos, aunque
aparecieron en culturas mas antiguas, y entendera cudles se aparean por sus
simetrias. Comprendera el concepto de cuerpo con simetria rotacional, y por
qué la esfera se distingue de cualquier otro cuerpo en términos de simetrias.

Reconocerd simetrias distintas a las que se expresa por transformaciones o
movimientos rigidos, como la de las espirales, e inclusive que puede expre-
sarse en ambitos no geométricos como el simbdlico y en situaciones atin més
abstractas. Reconocera cuando y por qué hay simetria, por ejemplo, en una
formula y en otras situaciones.

Indicadores. El estudiante sabra diferenciar o asociar objetos de acuerdo
a sus simetrias. Reconocerd y distinguira los tipos de simetrias mas bésicos
como la de reflexién, las de rotacion y la central.

Nota. Hay 17 grupos cristalograficos o simetrias en los mosaicos. Fueron
clasificados por los quimicos a finales del siglo XIX, pero todos ellos aparecen
en los mosaicos de la Alhambra que terminé de construirse en el siglo XV.
No se sabe si los arabes las estudiaron sistematicamente.
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Estandar 28. Representacion plana del espacio

Descripcién. El estudiante conocera que la forma de representar escenas
3D en un plano, es un problema al que se ha enfrentado la humanidad des-
de épocas muy tempranas, como se manifiesta en la pintura rupestre. En la
actualidad se hace cotidianamente en diversos medios (fotos, tv, cine, ani-
maciones 3D), apoyados en el principio de la proyeccién, que es el de la
perspectiva en la pintura clasica renacentista: desde un punto, llamado foco
(donde se sitiia el ojo del pintor), se proyecta el espacio a un plano (el lienzo
o la pantalla) por lineas rectas. Tanto el ojo, como las cdmaras fotograficas
simulan esta operaciéon matemaética de proyeccion. El estudiante entendera
su definicién y sabré de su extenso uso; que las lineas rectas del espacio 3D
se proyectan en lineas rectas del plano y que al proyectar un plano del espa-
cio 3D, aparece naturalmente una linea llamada su horizonte. El estudiante
aprendera donde aparece el horizonte, y como y por qué los puntos en esa
linea ayudan a reconstruir la representacién de todo el plano. Comprenderd
también cémo los horizontes de varios planos ayudan a reconstruir toda una
escena en perspectiva.

Sabra, por qué el tamano aparente de los cuerpos es inversamente proporcio-
nal a su distancia al foco. En casos sencillos y usando vectores, el estudiante
descubrird la expresion algebraica en coordenadas cartesianas de una proyec-
cion y asi entendera los principios de cémo se despliega una realidad virtual.
También vera que estas consideraciones dan lugar a la axiomatica, muy sim-
ple, de la geometria proyectiva que incluye:

a) Por dos puntos pasa una linea.

b) Dos lineas se intersectan en un punto.

¢) Hay al menos 4 puntos no colineales.

Entendera asi como se relaciona la geometria proyectiva con la euclidiana.
Conocera también de manera informal la existencia de otras geometrias como
la hiperbdlica, y de qué manera éstas se relacionan con la proyectiva.

Indicadores. El estudiante sabra trazar una cuadricula en perspectiva,
dados elementos minimos que la definan, por ejemplo un cuadrado. Podréa
explicar qué son los puntos de fuga en una perspectiva.
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Estandar 29. Teoria de graficas
Descripcién.

Indicadores. El estudiante aprendera que durante el siglo XX se desarrolla-
ron varias nuevas areas de las mateméaticas. Una de ellas, que destaca tanto
por su sencillez conceptual como por sus multiples aplicaciones, es la Teoria
de Gréficas (o de Grafos). Se atribuye su origen a Leonhard Euler, por su
elegante solucién al problema de los puentes de Konigsberg a finales del Siglo
XVIII. Influyé mucho en su popularizacion, y desarroll6 la famosa conjetura
de los 4 colores que, planteada a finales del Siglo XIX, no logré resolverse sino
hasta 1976, y de manera bastante polémica. Ambos problemas son muy sim-
ples de plantear, y se modelan naturalmente con graficas. Hay muchas otras
situaciones que pueden modelarse con graficas, por ejemplo, los arboles ge-
nealégicos, las redes sociales, las redes neuronales, las redes de comunicacion,
los circuitos eléctricos, los diagramas de flujo, etcétera.

En general, cualquier situacién donde haya elementos independientes, que
pueden representarse por nodos o vértices, y algo que haga de especial interés
a ciertas parejas de esos elementos, que se representan como aristas entre los
vértices, da lugar a una grafica. He aqui otros ejemplos:

a) Quiénes se conocen en un grupo de personas.

b) Las lineas férreas entre las ciudades de un pais.

¢) Los vinculos o ligas entre las paginas de Internet.

En este tltimo ejemplo es importante la direcciéon de la arista, que se puede
representar con una flecha. Esto da lugar a las que se conocen como graficas
dirigidas. También hay graficas en las que cada arista tiene asociado un
numero (el peso), por ejemplo, la distancia entre dos ciudades conectadas
por una carretera. Estas se llaman graficas pesadas. En este tipo de graficas
hay muchos problemas famosos faciles de plantear y de interés evidente, pero
que son dificiles de resolver, por ejemplo, el del agente viajero, que consiste
en encontrar el recorrido mas corto que visita a cada ciudad una sola vez, y
que comienza y termina en una misma ciudad.

Verd a las graficas como herramienta til para modelar una gran variedad de
situaciones. Conocera los conceptos basicos asociados a ellas como el grado de
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un vértice, los caminos, la conexidad y la planaridad. Sera capaz de demostrar
algunos teoremas sencillos sobre ellas como:

a) En cualquier grafica el nimero de vértices de grado impar es par.

b) Un &rbol tiene al menos dos vértices terminales.

c¢) Eliminar una arista que estd en un ciclo no desconecta a la grafica.

Reconocera problemas méas complicados que tienen soluciones elegantes, aun-
que mas dificiles de demostrar, como el Teorema de Kuratowsky, que carac-
teriza las graficas planas como aquéllas que no contienen ciertas subgraficas.

Apreciara que el pensamiento matematico se extiende mas alla de las areas
tradicionales. Se ejercitard en el uso de diversos métodos de demostracion, y
se enfrentara a problemas en los que es factible conjeturar, y luego demos-
trar, como sucede con el que dio lugar a esta teoria: jcuando una grafica es
euleriana?; es decir jcuando se pueden recorrer todas sus aristas sin pasar
dos veces por la misma?

Nota. El estudiante podra:

1. Modelar problemas y situaciones simples con gréaficas o graficas dirigidas.
2. Demostrar algunos resultados basicos y distinguir entre diferentes métodos
de demostracion.

3. Disenar algoritmos en graficas, como el de encontrar un arbol generador.
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Estandar 30. Computacion y programacion

Descripcion. El estudiante aprendera los principios béasicos de la compu-
tacién distinguiendo con claridad los conceptos de hardware y software, lo que
es un procesador, la memoria RAM y la que se usa para almacenar archivos.
Adquirird las nociones basicas de un sistema operativo, asi como la destreza
para aprovecharlo, en particular para el almacenamiento y la recuperacion
de archivos.

Aprendera las nociones bésicas de programacién: tipos y estructuras de da-
tos, y los elementos de control de flujo como las condicionales, repeticién y
recursion, usando algin lenguaje de programacion popular y de uso general,
por ejemplo, JavaScript. (No se recomienda recurrir a lenguajes especiales,
pues el objetivo es que adquiera una herramienta de programacién que pue-
da serle util en el futuro.) Tanto la idea de estructuras de datos, como los
elementos basicos de control de flujo pueden aprenderse programando tres o
cuatro ejemplos sencillos como: calcular el factorial de un ntmero, calcular
el maximo comun divisor de dos nimeros, ordenar un conjunto de datos, y
programar dibujos a partir de elementos simples como segmentos y arcos. El
estudiante creara algunos de estos programas.

Indicadores. El estudiante describira los elementos basicos de una compu-
tadora, creara algunas estructuras de datos, y programara algoritmos utili-
zando los elementos de control de flujo.

Nota. El estudiante sabra que en la actualidad la mayor parte de las per-
sonas programa maquinas, que de hecho son computadoras. Poner la alarma
en un teléfono celular, elegir un ciclo de una lavadora o preparar una hoja de
calculo son labores de programacion. Aprender un lenguaje de programacion
le abrird una forma de relacionarse con las computadoras mas profunda y
util, que hara surgir en él una sensacién de poder inigualable.

La programacion nos permite aprovechar la capacidad de célculo y almacena-
miento de una computadora, o dispositivo digital, para que haga un trabajo
por nosotros. Preparar un programa requiere esfuerzo, dedicacién y cono-
cimiento de algunos principios bésicos de la programacion. Pero puede ser
divertido, y ayuda a desarrollar habilidades importantes como: pensamien-
to analitico, sintesis creativa, capacidad de abstraccién, capacidad para la
comunicacion precisa, y atencién al detalle.
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Estandar 31. Codificacion

Descripcién. El estudiante sabra que tanto el almacenamiento como la
transmision de la informacion, requieren que ésta se codifique de manera
adecuada. Asi ha sido desde el inicio de la civilizacién. El lenguaje hablado
es un método de codificar informacién, y el escrito también. El invento de
la imprenta hizo que la informacién, codificada en lenguaje escrito, pudiera
reproducirse masivamente y de manera bastante econémica, lo cual tuvo una
gran influencia en el desarrollo y distribucién del conocimiento a partir del
siglo XV. Posteriormente, el hombre ha aprendido a codificar informacién
de tal manera, que ésta pueda ser recuperada y procesada por maquinas. Al
principio se trataba de patrones para los telares, luego datos de néminas y,
en la actualidad, practicamente toda la informacién se puede codificar. No
solo la informacién numérica o textual, sino que también las imagenes y el
sonido se codifican para guardarse en sistemas de almacenamiento digital,
de forma que pueda ser recuperada por maquinas como los reproductores
de mp3, discos DVD y Blu-ray, y ser transmitida a través de las redes de
comunicacion digital.

Conocera estos hechos, y las maneras en que se codifica la informacion ac-
tualmente. Aprendera que en la era digital toda la informacion se codifica,
en ultima instancia, en el sistema binario. Ya que ésta se almacena en me-
morias de silicio que tienen la propiedad de poder orientar magnéticamente
algunas de sus moléculas en una de dos posibles direcciones, lo cual permite
almacenar la informacién equivalente a un bit, es decir uno de dos estados.

Por una convencién de orden practico se suelen utilizar grupos de bits como
los bytes, consistentes en 8 bits, o pares de bytes que permiten almacenar
hasta 256 = 2% o 65356 = 21¢ posibilidades, respectivamente. Esto permite
codificar texto de manera que cada letra, digito o simbolo de puntuacién
quede representado por un byte o un par de bytes. La codificacién de niimeros
reales se hace de manera aproximada utilizando casi siempre 8 bytes (64
bits) para cada nimero real. En este tltimo caso, como en muchos otros,
la codificacién no es perfecta, puede haber pérdida, que en este caso es de
precisiéon. Cuando la informacién se codifica de esta manera se dice que se
codifica en formato digital.

El formato digital permite codificar todo tipo de informacion, por ejemplo
la miusica de un CD se concibe como un desplazamiento (de la membrana



2.3. SEGUNDA PARTE 71

auditiva por ejemplo) que varfa en el tiempo. Esto se digitaliza, primero
usando las 65536 = 26 posibilidades de un par de bytes para representar el
desplazamiento, y luego se toman 44,000 muestras del desplazamiento cada
segundo. Lo mismo se hace con las imagenes, las cuales se conciben como
funciones definidas en una red de pixeles con tres o cuatro valores que son
las cantidades de rojo, verde, azul y tal vez opacidad, de cada pixel. Cada
uno de estos cuatro valores se representa con un byte. Por ello, la imagen
en una pantalla de 1920 x 1080 pixeles (que se conoce como full HD) puede
tener mas de 8 millones de bytes o 64 millones de bits.

Debido a que el almacenamiento y la transmision de la informacién tienen
un costo asociado, es importante también poder comprimir la informacion,
para lo cual se han desarrollado métodos generales de compresion de archivos
como el famoso formato .zip.

Tanto el sonido como las imégenes requieren cantidades exhorbitantes de in-
formacion para codificarse, y por eso se han desarrollado métodos especiales
de compresion que utilizan ideas matematicas de aproximacion de funciones
(concretamente el andlisis de Fourier). Asi es posible codificar este tipo de
informacion, con cierta pérdida, pero reduciendo considerablemente la canti-
dad de almacenamiento requerido. Este ahorro también es importante para la
transmision. Sin estos métodos no existiria hoy en dia ni la telefonia mévil,
ni la musica en mp3, ni las peliculas en DVD y Blu-ray, o serian unas 10
veces mas costosas. Ademas, seria casi imposible transmitir este tipo de in-
formaciéon a través de las redes de comunicacion, excepto entre puntos con

conexiones de mucho mayor ancho de banda, como las que tenemos hoy en
dia.

Hay otro tipo de codificacién que sirve para esconder la informacién. El
proceso de codificar la informacién con el proposito de esconderla se llama
encriptacion. La idea es natural y se ha usado mucho. Hace mas de 2000
anos Julio César ya usaba mensajes encriptados para comunicarse con sus
oficiales. Durante la Segunda Guerra Mundial, gran parte de la informacion
secreta se transmitia por radio o telégrafo, y era facil de interceptar si no
se enviaba encriptada. Por tal motivo se desarrollaron sofisticados sistemas
de encriptacion, que tuvieron gran protagonismo y dieron trabajo a muchos
investigadores mateméaticos como Alan Turing, que se dedicaron a romper
los cédigos de encriptacion del enemigo.
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El estudiante conocerd estos hechos y haré ejercicios simples de encriptacion
como juego para transmitir secretos, para comprender asi el tipo de pensa-
miento matematico que requiere la encriptacion.

Asimismo, adquirira conciencia de que la codificacién es un proceso ma-
tematico del cual puede, y debe, conocer sus fundamentos para poder enten-
der el mundo de informaciéon digital que habita.

Indicadores. El estudiante describira cémo se codifica la informacion en
formato digital. Calculard, o estimara, las cantidades de informacion en bits,
bytes, kilobytes, megabytes o terabytes que se requieran para codificar algo.
Podra disenar algiin método simple de encriptacién.
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Estandar 32. Sistemas de ecuaciones, matrices y determinantes

Descripcién. El estudiante aprendera a plantear problemas practicos en
términos de sistemas de ecuaciones. Uno de los grandes logros del algebra, es
poder asignar nombres a las cantidades desconocidas y plantear ecuaciones
que las relacionan, y muchas veces las determinan. Este proceso, tanto desde
el punto de vista del planteamiento de problemas, como de las caracteristicas
de los sistemas de ecuaciones y las posibilidades de que tengan solucién, puede
entenderse mejor si se analiza a fondo el caso de los sistemas de ecuaciones
lineales, que ademés son muy tiles y comunes. Para esto conviene desarrollar
simultaneamente el concepto de lugar geométrico de una ecuaciéon lineal, que
en el caso de dos incégnitas representa una recta en el plano, y en el caso
de tres, un plano en el espacio; y ayudarse de éstas representaciones para
analizar cuando los sistemas lineales tienen solucién tinica, cuando no tienen
solucién, y cuando tienen muchas soluciones.

Conocera las matrices, como una notacién 1util para lidiar con los sistemas
lineales de ecuaciones, y relacionarlas con los diferentes métodos de solucién.

Entendera el concepto de determinante, asi como el método de solucion por
determinantes en sistemas lineales de dos y tres incégnitas.

Indicadores. El estudiante planteara sistemas de ecuaciones lineales para
representar problemas de aplicacion que se presten a ello, y analizara si tienen
solucién tnica, miltiple o no tienen solucién. Ademas podra encontrar las
soluciones cuando éstas existan.
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Estandar 33. Ecuaciones polinomiales

Descripcién. El estudiante conoceré:

a) El planteamiento del problema general de encontrar soluciones de ecua-
ciones polinomiales.

b) El anélisis completo del caso de las ecuaciones de primer grado.

c¢) El andlisis completo de la solucién de las ecuaciones de segundo grado,
recordando el método geométrico de los arabes, consistente en completar
cuadrados, realizando el mismo proceso de manera puramente algebraica,
llegando a la llamada férmula cuadratica o, como se le llama en México: del
chicharronero.

Sabra que las ecuaciones de primer y segundo grado fueron resueltas des-
de la antigiiedad, notoriamente por los babilonios. Tendré conocimiento de
multiples problemas de areas y proporciones, como la durea, que dan lugar a
ecuaciones cuadraticas. Observara que hay ecuaciones de segundo grado que
tienen dos soluciones (analizard el significado de este hecho cuando la ecua-
ci6én viene de un problema real), y sabrd que en algunos casos tienen una sola
solucién y en otros no tienen solucién. Sin embargo, entendera también que
si se aceptan soluciones complejas, entonces las ecuaciones de segundo grado
siempre tienen dos soluciones, y que cuando hay sélo una, ésta se considera
una raiz doble.

El problema de resolver las ecuaciones de tercer grado, que surgen natural-
mente de problemas que involucran volimenes, no encontré solucién hasta
que en el Renacimiento se inventara el algebra simbdlica. Esto permitié rea-
lizar manipulaciones algebraicas, suficientemente complicadas, para llegar a
inventar un algoritmo (andlogo a la férmula cuadratica), que resolviera la
ecuacion de tercer grado. El estudiante conocera la historia de intrigas y
traiciones, que culminé en el descubrimiento del método general para re-
solver las ecuaciones de tercer y cuarto grados. Asimismo, sabra resolver
ecuaciones de tercer grado, si tiene a mano una referencia a las formulas de
Cardano-Tartaglia.

Aprenderd que resolver ecuaciones polinomiales en general equivale a encon-
trar las raices de un polinomio, y que esto, a su vez, equivale a factorizarlo
en polinomios lineales. Sabra que dar féormulas para las raices de polino-
mios de quinto grado, y grados superiores, resulté no sélo mas dificil, sino
que eventualmente se demostré que en general era imposible resolverlos con
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manipulaciones algebraicas. Conocera la historia de este descubrimiento con
todos sus tintes romanticos (Abel y Galois). Sabra que a cambio, Gauss de-
mostré que todas los polinomios tienen raices en el plano complejo, aunque
no siempre puedan hallarse con manipulaciones algebraicas, y que este he-
cho, llamado el Teorema Fundamental del Algebra, completa la teoria de las
ecuaciones polinomiales.

Indicadores. El estudiante resolvera ecuaciones de primer y segundo grado
con una incognita. Planteara la ecuacion que representa problemas de areas
y volumenes, y la resolvera si tiene a la mano una referencia a las férmulas
de Cardano-Tartaglia. Podra operar algebraicamente con polinomios y con
ecuaciones polinomiales.

Nota. Los detalles de como se demuestran tanto el Teorema Fundamental
del Algebra, como la imposibilidad de encontrar un algoritmo para resolver
la ecuacién de quinto grado, no pertenecen a estos estandares, por lo que
este tema debe tratarse de manera informal, como se hace en los escritos de
divulgacion.
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Estandar 34. Algebra moderna

Descripcién. El estudiante tendra conciencia de la importancia tanto
histérica como cultural, que significé la simbologia algebraica utilizada en
la actualidad, y que ha tenido oportunidad de usar él mismo en muchos de
los temas que ha estudiado.

La importancia de las propiedades, o axiomas basicos, de los diversos siste-
mas numeéricos se reconocié hasta hace relativamente poco tiempo. En ello
influyé mucho que en algunas abstracciones superiores como los polinomios,
los vectores, las matrices y las transformaciones, se definen de manera natural
operaciones que cumplen propiedades similares a las de los niimeros. Estu-
diar las estructuras que forman los objetos abstractos con sus operaciones,
es el objeto del Algebra superior.

El estudiante aprendera el concepto de grupo a través de varios ejemplos.
Vera que en las matrices hay una estructura similar en la que, en el caso
de matrices de tres o més dimensiones, el producto (o la composicién) no es
conmutativo.

Sabra que las estructuras algebraicas se usan en las matematicas mas avan-
zadas con mucho provecho, y que en particular la Teoria de las ecuaciones
polinomiales pudo completarse gracias a la aplicacién de estas estructuras.
También la demostracion de que ciertas construcciones como la triseccién
de un angulo, la duplicacion del cubo y la cuadratura del circulo, no pue-
den realizarse con regla y compas, se hizo utilizando estructuras algebraicas
especiales.

Indicadores. El estudiante podré senalar ejemplos de estructuras algebrai-
cas de objetos diferentes a los ntimeros. Conocera el concepto de grupo, y
podra dar ejemplos sencillos como los de simetria en el plano y el de permuta-
ciones en un conjunto finito. Sabra que las estructuras algebraicas abstractas
son utiles para enfrentar y resolver problemas complejos de las matematicas
avanzadas, y dara ejemplos de algunos de estos problemas.

Nota. Este estandar es de caracter cultural y debe presentarse en un estilo
de divulgacion.
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Estandar 35. Potencias y raices

Descripcién. El estudiante conocera que las potencias se utilizan para ex-
presar nimeros grandes en términos de multiplicaciones de cantidades més
pequenas; y que su uso introduce un método rapido para realizar las opera-
ciones de suma y multiplicaciéon de nimeros muy grandes.

Las raices de nimeros, por su parte, se identificaron a muy temprana edad en
la civilizacion griega, como expresion de las magnitudes de aristas y diagona-
les de figuras geométricas regulares. Puesto que los cuadrados y los cubos se
asocian con la medida de dreas y volimenes, las raices llegan a estar ligadas
con dichas magnitudes en figuras geométricas, haciendo que la operacién de
sacar raiz cuadrada, por ejemplo, sea la operacién inversa de potenciar al
cuadrado (por ejemplo, Va? = a para a > 0) y lo mismo con la potencia
y la raiz cubica. Formalmente para niimeros racionales la exponenciacién se
puede definir de manera que

sea la raiz ¢-ésima de aP.

Indicadores. El estudiante:

a) Operard con polinomios y con nimeros, aplicando correctamente las reglas
de manejo de los exponentes incluyendo el hecho de que

CLbac — ab+c

(ab>c — abc
b) Podréa probar formalmente estas propiedades a partir de la definicién de
exponenciacion.
¢) Conocera algin método para calcular raices cuadradas y ctibicas.
d) Operara con raices usando la forma de exponenciacién en fracciones.

e) Asociara potencias cuadradas y ctibicas, con volumenes de sélidos y figuras
geométricas.

f) Asociara raices cuadradas y ctbicas, con diagonales y aristas de figuras
geométricas.
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Estandar 36. Logaritmos

Descripcién. El estudiante sabra que los logaritmos en un inicio fueron
una herramienta para simplificar algunos cédlculos, y que fueron desarrollados
por John Napier a principios del siglo XVII. Estos son importantes, porque
ayudan mucho con los calculos de multiplicaciones, puesto que el logaritmo
del producto de dos nimeros, es la suma de sus logaritmos.

Los logaritmos se usan con distintas bases a, siendo su propiedad fundamental

que
alogn —-n

En los céalculos se pueden usar “tablas de logaritmos” para hacer multiplica-
ciones aproximadas de forma réapida. Las bases mas usadas en los logaritmos
son: 10, por su familiaridad, y el nimero e, por ser éste la base mas natu-
ral de los logaritmos (la razén quedard clara al estudiar la derivada). Los
logaritmos con base e se denominan logaritmos naturales.

Indicadores. El estudiante:

a) Conocerd las propiedades del logaritmo.

b) Aplicard las propiedades del logaritmo, para resolver problemas que invo-
lucren multiplicaciones con ntimeros con muchos digitos.

c¢) Calculard los logaritmos cuando se aplican a nimeros expresados como
potencias.

d) Dibujard en una grafica los valores de logaritmos en base natural.

e) Modelard algunos fenémenos naturales con la ayuda del logaritmo, entre
los cuales se cuentan fendmenos azarosos o crecimientos exponenciales.

f) Sabra que la inversa de la funcién exponencial es la funcién logaritmo na-
tural y aplica este hecho para modelar fenémenos de crecimiento exponencial
mediante una grafica lineal.
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Estandar 37. El interés compuesto y la funcion exponencial

Descripcién. El estudiante conocera el calculo de ganancias en situaciones
de interés compuesto, asi como del interés continuo, la exponenciacién.

Conocera el calculo del limite del interés compuesto, cuando éste se aplica
de manera continua:

z xn_ x
) =e

Este calculo sirve para definir el nimero e (cuando z = 1) y la funcién
exponencial natural. En efecto, desarrollando el producto y tomando el limite
se obtiene la definicion de Euler de la funcién exponencial:

x x> a3

(& :1+ﬁ+a+§+...

Estas férmulas deben tomarse como un preludio de otros procesos limite que
se estudian con el Calculo.

El estudiante descubrird que la funciéon exponencial es la inversa del logaritmo

ya que
aloga(m) — l'

aloga(az) —
por lo tanto para todo y = a” (o sea para todo nimero positivo y)

alofla (v) =y

Desarrollara intuicion de la magnitud de la diferencia de un proceso que crece
de forma polinomial, con respecto al crecimiento exponencial. Entendera los
procesos dinamicos con crecimiento exponencial que aparecen en su entorno
como el crecimiento de una poblacion, el uso de los recursos naturales y el
interés bancario.

En el campo de la computacion este tema presenta una buena oportunidad
para entender la nocién de escalabilidad, y de por qué un algoritmo cuyo
tiempo de ejecucién crece exponencialmente es de poca utilidad. Esto abrird
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una ventana a la idea de que el ser humano estd limitado, en cuanto a lo que
puede conocer y calcular, ya que hay problemas que requieren demasiado
tiempo para ser resueltos.

La contraparte son los logaritmos (tema de otro estdndar), con los que el es-
tudiante puede comprender el comportamiento de procesos que crecen muy
lentamente. Estos conocimientos complementan, fortalecen y dan mayor pro-
fundidad a las nociones béasicas de la aritmética, el algebra, la combinatoria,
la probabilidad y las ecuaciones.

El estudiante aprendera a analizar noticias del periédico que involucran cre-
cimiento exponencial. Podra dibujar graficas que ilustren crecimientos de
orden de magnitud logaritmico, lineal y exponencial. Entendera el uso de las
escalas logaritmicas para representar el crecimiento exponencial con rectas.

Indicadores. El estudiante calculara el interés de una hipoteca y de una
inversion a plazos. Entendera las diferencias entre el comportamiento lineal,
polinomial y exponencial. Explicard que la funcién exponencial representa el
caso limite del interés compuesto cuando éste se acumula continuamente.
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Estandar 38. Calculo combinatorio

Descripcién. En general por ¢ontar” entendemos .®*umerar”. Contar en
contextos mas amplios significa investigar cuantos objetos hay de cierto tipo,
y para estos casos hay otras maneras de contar mas alla de la simple enu-
meracion. Saber cuantas “situaciones posibles” hay en ciertos contextos es
muy tutil, por ejemplo cuantas combinaciones de ceros y unos puede haber
en 8 bytes, no se obtiene por enumeracién sino utilizando pensamiento ma-
tematico mas profundo. El estudiante deberd saber esto, y aprendera tanto
a deducir las férmulas combinatorias basicas, como a aplicarlas en proble-
mas concretos. Sabrd por qué el nimero de permutaciones de un conjunto
con n elementos es igual a n!, el factorial de n ; asimismo, sabra deducir las
formulas para calcular todas las ordenaciones de n elementos, las ordenacio-
nes con repeticion y las combinaciones. Entendera por qué se da el nombre
de “coeficientes binomiales” a las férmulas

() =(2)+ ()

que dan el nimero de combinaciones de k elementos tomados de un conjunto
de n. Conocerd el tridngulo de Pascal y sus propiedades.

Aprenderd a calcular probabilidades en situaciones de juegos de azar, me-
diante el conteo de posibilidades igualmente probables y apoyandose en las
formulas combinatorias aprendidas. Algunas de las probabilidades interesan-
tes a calcular con estos métodos son las de rachas, en juegos como el de los
volados o el lanzamiento de dados. Entender el comportamiento de las rachas
es importante para desmitificar el concepto de suerte en los juegos de azar.

Indicadores. El estudiante sera capaz de explicar verbalmente las férmu-
las combinatorias basicas, de demostrar formalmente sus propiedades y de
aplicarlas en situaciones concretas. Usando métodos combinatorios de con-
teo, calculard probabilidades simples para juegos de azar y, en general, de
eventos en universos finitos.

Nota. Varios estandares, especialmente los de Induccion matematica, Alge—
bra y Probabilidad tienen fuertes relaciones con éste. Es conveniente hacerlas
explicitas, aprovechandolas tanto para dar profundidad como para enriquecer
unas y otras.



82 2. ESTANDARES

Estandar 39. Probabilidad

Descripcién. El estudiante aprendera:

a) Aplicaciones del calculo combinatorio al calculo de probabilidades en jue-
gos de azar.

b) La interpretacién de las probabilidades en términos de tendencias de las
frecuencias.

c¢) La visualizacion intuitiva y apoyada en simulaciones de la ley de los gran-
des niimeros.

Asimismo, conocerd nociones basicas de conteo, especialmente las relaciona-
das a otros estandares, y a las que dan lugar al entendimiento de nociones
basicas de probabilidad. Sera consciente de la frecuencia con que en la co-
tidianidad razonamos de forma probabilistica. Si en el periférico hay tres
carriles, jconviene cambiarse de carril para ir mas rapido? ;Qué tan pro-
bable es ganarse la loteria, tener un accidente en un aviéon o cruzando la
calle, tener una enfermedad, adivinar una clave secreta (password)? Otros
ejemplos los tenemos en el lanzamiento de monedas, tiradas con dos dados,
caminata aleatoria. Para esto, comprendera la definiciéon basica de la pro-
babilidad de un evento, y podra disenar experimentos sencillos y divertidos
para analizarla.

Indicadores. El estudiante analizara procesos probabilisticos sencillos de
su entorno, comprendera el significado de riesgo, y lo aplicara en diversas
situaciones reales.
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Estandar 40. Poblacién y muestra

Descripcién. El estudiante profundizara en su capacidad para interpretar
datos estadisticos, aprendiendo el concepto de poblacién y muestra. Recono-
cerd distintas poblaciones que aparecen de manera natural en la sociedad,
como los estudiantes de bachillerato, los ciudadanos de la tercera edad, los
homosexuales, etcétera. Entendera que para describir las caracteristicas de
una poblacién hace falta estudiarla, obtener datos y organizarlos; y que esto
en general, no puede hacerse estudiando toda la poblacion sino que hace falta
tomar una muestra, analizar las caracteristicas de la misma y aprender a des-
cifrar qué puede decirse de la poblacién, a partir de la informacién obtenida
de la muestra.

Asimismo sabré sobre:

a) La estimacién del valor de una variable estadistica (tipicamente la media)
a partir de una muestra de la poblacién.

b) La variabilidad de la estimacién en funcién del tamafio de la muestra, y
de la desviaciéon estandar de la variable en toda la poblacién.

¢) Muestras sesgadas y no sesgadas.

d) Muestras representativas.

En particular, entendera el concepto de desviacién estandar, como calcular-
la y qué significa. Conocera los diagramas caja-brazo, y cémo representan
graficamente la variabilidad de una poblacién o una muestra.

En el estudio de este tema, conviene utilizar la hoja de calculo y otros pro-
gramas para poder tratar casos de interés real, y crear graficos que ayuden
a estudiar las muestras de esas poblaciones. Aprendera: a) El concepto de
variabilidad en las distribuciones de frecuencias. b) La distribucién de resul-
tados de una variable aleatoria al realizar un cierto niimero de repeticiones,
por ejemplo la puntuacién obtenida al tirar dos dados. ¢) La variabilidad de
la distribucién, cuando el nimero de tiradas es pequeno. d) La disminucién
de la variabilidad cuando el nimero de tiradas aumenta.

Indicadores. El estudiante reconocera poblaciones y sus muestras. Determi-
nara intuitivamente cudndo una muestra es sesgada y cudando es significativa.
Calculara las medidas de tendencia central y la desviacién estdndar de una
muestra, y sabra apreciar cudndo estos valores son buenas estimaciones de
los valores correspondientes de la poblacién a la que pertenece la muestra.
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Sabra que para estimar la media de una poblacion con desviacion estandar
pequena, basta una muestra pequena mientras que si la desviacion estandar
es grande hace falta una muestra grande.
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2.4. Tercera parte

Estandar 41. Curvas paramétricas

Descripcién. El estudiante sabra que las curvas en el plano y en el espacio
pueden ser definidas paramétricamente, es decir, como funciones de un inter-
valo, o toda la recta, en el plano o en el espacio dadas por coordenadas, y que
la conciencia de este hecho representé una liga profunda entre la fisica y las
matemaéticas, que dio gran impulso a su desarrollo (la mecénica newtoniana
y el Célculo). Sabré de la idea (que se desarrollard con més profundidad en el
estandar 46) de velocidad como vector tangente a una curva parametrizada
por el tiempo. De acuerdo a esta idea, deducira las expresiones paramétricas
del movimiento rectilineo uniforme, del uniformemente acelerado y del tiro
parabdlico.

También, por sus propiedades geométricas, deducira las parametrizaciones
de la circunferencia y otras curvas conicas; de las espirales, y de los diversos
tipos de cicloides asociados tanto a la recta como al circulo (espirégrafos).
En la medida de lo posible, vera dindmica e interactivamente a éstos y otros
ejemplos como las figuras de Lissajous, cardioides, etc. Sabra que se puede
hacer uso de las operaciones vectoriales, de las coordenadas polares, de las
transformaciones del plano y de los niimeros complejos, segiin convenga, para
dar representaciones paramétricas.

Indicadores. El estudiante reconocera rectas, circulos, elipses y pardabolas
dadas paramétricamente. Sabra dar parametrizaciones para el movimiento de
un punto a otro, con restricciones sobre la velocidad o el tiempo en contextos
como el de animaciéon de peliculas.
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Estandar 42. Lugares geométricos y ecuaciones que los definen

Descripcién. El estudiante sabra que las ecuaciones (y en particular las
polinomiales) en dos variables, tienen asociados los lugares geométricos de sus
soluciones en el plano cartesiano, que las rectas corresponden a las ecuaciones
lineales y que las curvas cénicas corresponden a polinomios cuadraticos en dos
variables igualados a cero. Conocera las ecuaciones canénicas de las cénicas.
Deducira:

a) Las ecuaciones correspondientes a los circulos, a partir de su definicién
sintética, como lugar geométrico en términos de distancias, y de las elipses
a partir de su definicion como dilaciéon de los circulos y de su definicion
sintética.

b) Deducird la ecuacién de las rectas, la pardbola y algunas hipérbolas a
partir de su definicién como graficas de funciones.

También sabra:

a) Que no todos los polinomios de segundo grado en dos variables dan lugar
a coOnicas, e integrara a las parejas de rectas en tal familia.

b) Que los lugares geométricos definidos por desigualdades dan lugar a re-
giones como semiplanos, pares de angulos opuestos, discos, y en general, las
regiones del plano en las que parte la curva definida por la igualdad.

¢) De la transformacién de los lugares geométricos y los polinomios que los
definen, ante transformaciones como traslaciones, rotaciones, homotecias, di-
laciones, etcétera.

Conocera la ecuacion general de segundo grado en dos variables, aprenderd
de su analisis apoyado en el signo del discriminante, y que el término mixto
estda asociado con los ejes principales de una cénica.

Indicadores. El estudiante reconocera cuando una ecuacion de segundo
grado en x,y sin término mixto representa un circulo, una parabola, una
elipse, una hipérbola; y obtendra las caracteristicas de dichas curvas a partir
de los coeficientes de la ecuaciéon que la representa.
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Estandar 43. Funciones y sus graficas

Descripcién. El estudiante aprendera que la grafica de una funcién es un
subconjunto de un producto cartesiano que, en el caso de funciones reales de
variable real, es el plano y la grafica es el conjunto de puntos del plano dado
por las parejas ordenadas (x, f(x)). Distinguird entre el nombre de la funcién
f y el valor de la funcién f(z). Sabra que fue Leonhard Euler quien introdujo
la notacién f(x) para funciones, que seguimos usando en la actualidad.

Conocera las graficas de funciones lineales, cuadraticas, polinémicas, raciona-
les, trigonométricas, trigonométricas inversas, exponenciales y logaritmicas.
Aprenderd a obtener nuevas funciones a partir de las anteriores reflejando,
trasladando o escalando las graficas. Manejara el algebra de funciones. Se
familiarizara con funciones no definidas en algunos puntos; con funciones de-
finidas sélo en una regién; y con funciones que no estan definidas con una sola
férmula, como las funciones definidas por partes, en las que se usan diferentes
formulas para diferentes pedazos del dominio. Reconocera que las funciones
inyectivas son importantes, porque sus inversas son funciones. Entendera la
diferencia entre una funciéon continua en un punto y una discontinua.

Conocera el concepto de limite de manera intuitiva, y sabrd calcular algunos
limites. Usara la computadora para dibujar las graficas algunas funciones, lo
que permitira visualizarlas, familiarizarse con ellas, y relacionar sus compor-
tamientos con las formas de las graficas.

Indicadores. El estudiante dibujard graficas de funciones lineales, cuadrati-
cas, polinomiales, racionales, trigonométricas, trigonométricas inversas, ex-
ponenciales y logaritmicas, y otras que se obtienen a partir de éstas mediante
sumas, reflexiones, traslaciones horizontales, verticales o escalamientos. Di-
bujara graficas de funciones definidas por partes y funciones escalonadas.
Determinara el dominio de las funciones anteriores. Usara las graficas para
analizar y explicar propiedades de las funciones. Sabra sumar, multiplicar
y dividir funciones reales con el mismo dominio, y tomard en cuenta que
el dominio del cociente puede cambiar. Compondra funciones y encontrard
la inversa de una funcion, bajo ciertas condiciones. Determinara los puntos
donde las funciones no estan definidas o son discontinuas. Sabra que las fun-
ciones racionales no son continuas en los puntos donde el denominador es
cero. Calculara limites laterales, limites infinitos y limites al infinito. Usard
la computadora para dibujar las graficas de todas estas funciones.
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Estandar 44. Modelaciéon por medio de funciones

Descripcién. El estudiante aprendera a identificar el comportamiento de
las variables en algunos fenémenos del mundo real, tanto en las ciencias
naturales y la ingenieria, como en la economia y las ciencias sociales, con
el comportamiento de algunas funciones. Por ejemplo: la elongacién de un
resorte en funcion de la fuerza aplicada para estirarlo; la resistencia del aire
respecto a la velocidad de un mévil; la oferta y la demanda como funciones
del precio; el crecimiento de poblaciones con y sin restricciones alimentarias; o
el comportamiento de poblaciones de presas y depredadores en competencia.

Estudiarda modelos discretos y continuos. Utilizara la hoja de calculo tanto
en modelos simples como en modelos recursivos. Utilizara las gréficas por
computadora para estudiar el comportamiento de los modelos.

Planteara problemas en términos de funciones y los resolverd por métodos
graficos. Esto incluye la solucién de sistemas de dos ecuaciones por medio de
la interseccion de las graficas de dos funciones. Sabra abordar los casos no
lineales, incluso los que den lugar a ecuaciones trascendentes que requieran el
uso de métodos numéricos. Describira geométricamente el método de Newton
Raphson para obtener soluciones aproximadas en tales casos, y aprendera a
utilizarlo realizando los calculos tanto manualmente, como programando el
algoritmo en una computadora.

Indicadores. El estudiante podra usar las funciones polinomiales, trigo-
nométricas, exponenciales y logaritmicas para modelar fenémenos del mundo
real. Sabra resolver problemas encontrando soluciones por métodos graficos
y numéricos.

Nota. Se recomienda fomentar el uso de la computadora en este tema, in-
cluyendo el desarrollo y programacion de algoritmos en la computadora.
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Estandar 45. Recta tangente a una curva

Descripcién. La palabra tangente proviene del Latin y significa “tocar”.
Por ello, la recta tangente a una curva en un punto deberia ser aquella que
la toca en ese punto, pero esta definicién no es satisfactoria. Los griegos
definieron las tangentes a las curvas cénicas como las rectas que las tocaban
en un sélo punto. Pero el concepto de tangente a otras curvas, como por
ejemplo la grifica de f(z) = 3 no se ajusta a esa definicién ya que hay
rectas tangentes a ella que la tocan en dos puntos. Ademas la tangente en
el origen, que coincide con el eje horizontal, la cruza, por lo que definir la
tangente como la recta que toca a la curva en un punto y la deja de un mismo
lado, tampoco es satisfactorio.

Todo esto debe llevar al estudiante a reconocer que la tnica forma satisfac-
toria de definir la recta tangente a una curva en un punto es como el limite
de las rectas secantes que pasan por el punto en el que se quiere definir la
tangente, y otro cercano en la misma curva que se acerca indefinidamente al
primero.

El alumno descubrird la definicién formal de la derivada de una funcién f(x)
en un punto (z, f(x)) como la pendiente de la recta tangente a la gréfica de
la funcion en ese punto, y entendera por qué es aquélla que pasa por el punto
y tiene pendiente

fa) — i LE D) =)

h—0 h

Aprenderd a relacionar el concepto de derivada no sélo con el de pendiente
de la recta tangente, sino con el de razon instantanea de cambio y con el de
velocidad. En particular, descubrird que cuando una curva es la trayectoria
en el plano o en el espacio de una particula en movimiento, y su posicién al
tiempo ¢ estd dada por 7(t), entonces su velocidad

F(t+ h) — 7(t)

7t = fin

es un vector tangente a la trayectoria, cuya magnitud es la rapidez con la
que se mueve la particula en el tiempo t.
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Indicadores. El estudiante explicara por qué las rectas tangentes se definen
como limites de secantes. Conocera la definicién formal de la derivada de una
funcién, y la interpretara como pendiente, razén de cambio y velocidad, segin
el contexto en que se aplique.
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Estandar 46. Movimiento de particulas y velocidad instantanea

Descripciéon. El estudiante comprenderé la importancia de los trabajos de
Galileo y de Newton para aclarar el concepto de velocidad instantanea de un
cuerpo en movimiento. Describird el movimiento de una particula mediante
una funcion que da su posicién con respecto del tiempo. Conocera el caso
de movimiento en una dimension, el caso de movimiento en el plano y en el
espacio. Entendera que la velocidad instantanea de una particula se puede
aproximar mediante el valor del cociente:

Az x(t+ At) — x(t)

At At
y que cuando At es un nimero ”infinitamente pequeno” o infinitesimal, el
cociente recibe el nombre de derivada (asi lo consideraba Leibniz).

Reconocerd que la velocidad instantanea es un concepto teérico, y que cuando
se mide en la practica lo que en realidad se mide es la velocidad media en
intervalos de tiempo pequenos. La velocidad instantanea describe qué tan
rapidamente se mueve la particula en un instante dado.

Conocera el caso del movimiento uniformemente acelerado. Analizara el mo-
vimiento de proyectiles en caida libre o el tiro parabdlico. Galileo puso en
duda la teoria de Aristoteles: los cuerpos mas pesados caen mas rapidamen-
te que los mas ligeros. En gran medida, se deben a Galileo Galilei la ideas
respecto al movimiento de cuerpos en caida libre. Dicen que Galileo realizé
experimentos dejando caer objetos de la Torre de Pisa. El astronauta David
Scott realizo en la Luna un experimento parecido: dejé caer simultaneamen-
te un martillo y una pluma desde la misma altura: el martillo y la pluma
cayeron a la misma velocidad.

Sabra que la velocidad es un vector que expresa el desplazamiento de la
particula por unidad de tiempo; y que el movimiento circular uniforme es en
el que la particula se mueve con rapidez constante en una trayectoria circular,
es un movimiento en dos dimensiones que se puede describir usando vectores.

Aprenderd a resolver el problema inverso de calcular el desplazamiento dada
la velocidad en casos sencillos como el de velocidad uniforme y el de acelera-
cion constante. Lo hara tanto en situaciones de movimiento rectilineo, como
en el tiro parabdlico.
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Indicadores. El estudiante utilizard la notacién

Az
At

para la velocidad media y
dx

dt

para la velocidad instantanea. Reconocera que en el caso de movimiento uni-
forme la velocidad media y la velocidad instantdnea son iguales. Calculard
la velocidad instantanea, encontrando la pendiente de la recta tangente a
la grafica de la funcion desplazamiento en un tiempo dado. Determinara la
distancia recorrida a partir de la velocidad instantdnea como funcién del
tiempo. Determinara la distancia recorrida dada la velocidad como funcion
del tiempo. Analizara el movimiento en dos y tres dimensiones, usando com-
ponentes vectoriales; y también el movimiento de proyectiles para determinar
la posicion, el tiempo de vuelo y el alcance, usando componentes vectoriales.
Resolvera problemas en los que se usan los conceptos anteriores.
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Estandar 47. Derivadas de funciones

Descripcién. El estudiante descubrira las derivadas de las funciones po-
linomiales, trigonométricas, de la exponencial y el logaritmo, utilizando sus
propiedades y un célculo informal de los limites que las definen. Aprenderé las
reglas que permiten obtener las derivadas de sumas, combinaciones lineales,
productos y cocientes de funciones.

El estudiante argumentara acerca de problemas que involucran la razon de
cambio de una cantidad respecto a otra, y reconocera que éste se puede
plantear en términos generales con el uso del concepto de funcién. Podréa
incorporar argumentos heuristicos para deducir propiedades de las derivadas.
Por ejemplo, que la razéon de cambio promedio de un producto de funciones
f(z) , g(x) se puede interpretar como la razén de cambio del area de un
rectangulo cuyos lados miden f(x) y g(x) y de este modo, deducir la regla
de Leibniz.

Dado el polinomio f(x) = 22 el estudiante calculara la pendiente del punto
(z, f(z)) a (z+h, fz+h):

flx+h)— f(x) :x2+2xh+h2—x2

=2 h.
(x+h)—x h v

Deducira que para h pequena, la pendiente se estabiliza en 2x. Usard un
programa de geometria dindmica para visualizar la recta pendiente y el valor
de la pendiente. Usara la misma técnica para la funcién f(z) = 23, y para
f(z) = 2™, ademés del teorema del binomio. Conocerd la notacién:

o) — 1 1)~ @)

h—0 h

y sabrd que, cuando el limite existe, diremos que f es derivable y que la
derivada se denota por: f’.

A partir de las gréficas de las funciones seno y coseno le sera plausible deter-
minar que la funcién derivada de la funciéon seno es coseno y la de la funcion
coseno es —seno. Investigara, con un programa de geometria dinamica, las
funciones f(z) = 2 y g(x) = 3%, observard que la grafica de la derivada de
f(z) = 2% esta por abajo de la gréfica de f, mientras que la grafica de la
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derivada de g(x) = 3* estd arriba de la grafica de g. Dibujard la funcién k*,
haciendo variar el parametro k£ de 2 a 3. Conjeturara que deberd haber un
nimero 2 < e < 3 para el que la grafica de e* y la grafica de su derivada
coincidan, es decir, que existe un nimero e para el que la derivada es e”.

Usando las propiedades de las funciones exponenciales obtendra que:

2x+h _ 9oz 2h -1

— o
h h
y
Jrth 3@ B 3x3h -1
hooo ho
El estudiante obtendra la desigualdad
2h -1 - 3 —1
h h

y con el apoyo de una hoja de calculo, calculara Lh_l y ?’hT_l para valores de

h que se acerquen a cero, y observara que el primer limite es menor que 1 y

; o . h_ .
el segundo mayor que 1. Harfa algo similar, para k—hl con k en el intervalo

(2,3) y podra conjeturar que existe un valor 2 < e < 3 tal que
al.

h_
e—hl se acerca

Indicadores. Entendera céomo se calculan las derivadas de las funciones
polinomiales, trigonométricas, exponenciales y logaritmos, y sabra cémo se
demuestran las reglas de derivacion de sumas, productos, cocientes y compo-
siciones de funciones. Derivara las funciones polinomiales, trigonométricas,
exponencial y el logaritmo asi como sumas, productos, cocientes y composi-
ciones de dichas funciones usando las correspondientes reglas de derivacion.
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Estandar 48. Valores extremos de una funcion derivable

Descripcién. El estudiante conocera que una de las aplicaciones de la
derivada es la resolucion de problemas de optimizacion. En algunos casos,
el problema se reduce a encontrar los valores maximos o minimos de una
funcién que modela la situacion. La derivada nos proporciona informacién
acerca del comportamiento de las funciones, para obtener informacion, el
alumno interpretara graficamente los puntos maximos y minimos locales de
la grafica de una funcién, como puntos donde la derivada es cero, debido a
que la recta tangente a la gréafica de la funcion es horizontal en ese punto.

Calculara los maximos y minimos de una funcién en problemas de aplicacién,
como, por ejemplo, el problema clasico de encontrar el volumen méaximo de
una caja, sin tapa, que se construye con una hoja de cartén. Cuando resulte
complicado analizar el signo de la primer derivada alrededor de un punto
critico, entonces, si la funcién es dos veces derivable, recurrird al criterio
de la segunda derivada para determinar si los valores criticos son méaximos,
minimos o puntos de inflexion.

Indicadores. El estudiante determinard si la funcién dada toma valores
maximos o minimos, locales o absolutos, en el intervalo indicado, y encontraréa
los puntos en donde se alcanzan. Determinara los puntos de inflexion de la
funcién dada, y resolvera problemas de optimizacién. Aplicara el primer y el
segundo criterio de la derivada.
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Estandar 49. Modelacion estadistica y regresiéon lineal

Descripcién. El estudiante aprenderda cémo se determinan los pardme-
tros de un modelo funcional a partir de datos estadisticos bivariados con-
textualizados y sabré utilizarlo para realizar predicciones e interpolaciones,
reconociendo las limitaciones del propio modelo en términos de los datos dis-
ponibles. Especificamente, estudiara, analizara y aplicara la regresion lineal.
Entenderé el método para determinar los pardmetros de una regresién lineal,
como una aplicacion del calculo del minimo de una funcién cuadratica en
apariencia complicada, pero que en realidad es so6lo una suma de expresiones
cuadraticas, faciles de derivar.

Aprendera el célculo e interpretacién del coeficiente de correlaciéon. También
sabra que es posible el ajuste a otro tipo de funciones, ademas de la lineal (por
ejemplo, a una funcién exponencial), aunque estos ajustes no se aborden.

Indicadores. El estudiante encontrara los parametros del modelo lineal, al
que mejor se ajusten una serie de datos estadisticos bivariados, por medio del
método de minimos cuadrados, y utilizard el modelo para realizar interpola-
ciones y predicciones, reconociendo las limitaciones en términos de la calidad
de los datos y la pertinencia del modelo lineal. Asimismo, usara el valor del
coeficiente de correlaciéon para validar la confiabilidad del modelo y de sus
predicciones.

Nota. Se recomienda utilizar la computadora y construir un programa que
realice los calculos de cualquier regresiéon lineal de manera automaética.
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Estandar 50. La integral definida y el area bajo una grafica

Descripcién. El estudiante descubrird como obtener el area bajo la grafica
de una funcién escalonada (es decir que es constante en intervalos consecu-
tivos) sumando términos de la forma f(&;)(z;11 — x;) donde f(&;) es el valor
constante de f entre x; y x;y1.

Utilizando una funcién f(x) que es la derivada de otra funcién F'(x) des-
cubrird el Teorema Fundamental del Calculo que le permite obtener el area
bajo la grafica de f(z) entre x = a y x = b como

b
l/ﬂ@MZF@—F@

Para ello aproximard la funcién f(z) en el intervalo [a,b] por una funcién
escalonada con valores
F(2i1) — F(x;)

Tit1 — T4

f(fi) =

en los intervalos de la particién a = xg < 1 < 29 < ... < x, < 41 = b. El
area bajo la grafica de esta funcién es

Z f&) (@i — i) = Z Flaip) — F(:) = F(b) — F(a)

Tomando particiones cada vez mas finas se puede concluir que

b
[ #a)da =P ) - Fla)

Esto demuestra el Teorema Fundamental del Calculo que permite calcular
facilmente el drea bajo la grafica de una funcién f(x) si se conoce su antide-
rivada F'(x), es decir una funcién tal que

==

F'(x) f(x)
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Conocerd el concepto de integral indefinida o antiderivada, y sabra que dos
antiderivadas de una funcién sélo difieren en una constante, por lo cual en
general éstas se denotan como:

/f(a:)dx =F(z)+c

donde ¢ es una constante arbitraria.

Entendera la importancia histérica de este descubrimiento y las razones por
las cuales el Calculo se convirtié, a partir del siglo XVIII, en una herramienta
matematica muy importante que permitia resolver problemas como el calculo
de dreas de figuras curvas, voliumenes de todo tipo de cuerpos, longitudes de
todo tipo de curvas, trayectorias de particulas sujetas a fuerzas conocidas y
otras cantidades de interés cientifico como el trabajo realizado por una fuerza,
o la media y la desviacion estandar de una distribucién de probabilidad, que
anteriormente eran intratables o ni siquiera podian definirse con precisién.

Indicadores. El estudiante calcula areas bajo las graficas de funciones esca-
lonadas y lineales por partes. Explica el Teorema Fundamental del Célculo y
lo aplica para calcular dreas bajo curvas descritas por las graficas de funcio-
nes de las cuales se conoce su integral indefinida o antiderivada. Identifica la
integral definida como el area bajo la grafica de la funcién a integrar. Explica
con claridad la importancia historica del Teorema Fundamental del Calcu-
lo y cémo para utilizarlo fue necesario desarrollar métodos para obtener las
funciones antiderivadas o integrales indefinidas de todas las funciones que se
pudiera, convirtiendo esto al Calculo en una tecnologia matematica de gran
utilidad.

Nota. Es importante observar que el énfasis de este estandar estd en la
comprension del Teorema Fundamental del Calculo, su trascendencia histori-
ca, cultural y cientifica y su transformacion en una tecnologia matematica
imprescindible hasta hace unos anos. Sin embargo la aparicién de las compu-
tadoras sugiere disminuir el énfasis que antes se daba a desarrollar habilidad
en esta tecnologia y trasladarlo en cambio a la comprension de los conceptos
y a su aplicacién practica, sin preocuparse tanto por la solucién exacta, ya
que ahora no es necesario conocer las antiderivadas puesto que las integrales
definidas pueden calcularse con la precision requerida en cualquier aplicacion,
utilizando la computadora.
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Estandar 51. Algunos métodos de integracion
Descripcién. El estudiante conocera los métodos mas simples de integra-
cion:

a) Integracién directa por conocimiento de las derivadas de las funciones
polinomiales, trigonométricas, la exponencial y el logaritmo.

b) El método del cambio de variable, es decir, si f(z) = g(u(z))%*, entonces

[ s = [ gtut) e = [ gtwda

¢) El método de integracién por partes
/udv:uv—/vdu

Indicadores. El alumno obtendra las integrales indefinidas o antiderivadas
de algunas funciones por el método directo, el método de cambio de variable
o el método de integracién por partes.



100 2. ESTANDARES

Estandar 52. Aplicaciones de la integral

Descripciéon. El estudiante aprendera a calcular areas, volimenes, masas,
centros de masa, trabajo, medias y dispersiones estandar de distribuciones
de probabilidad, entre otras, por medio de la integral definida. Conocera al-
gunos de los problemas clasicos como calculo del volumen de una piramide,
y el drea de un sector de parabola, resueltos por los griegos usando métodos
ad-hoc poco generales y apreciard las ventajas de hacerlo utilizando el Teo-
rema Fundamental del Célculo. Conocera los avances de Cavalieri sobre la
conservacion de dreas y volimenes antes ciertas deformaciones, y de Fermat
sobre la cuadratura de regiones bajo la gréafica de z*. El objetivo de estas
aplicaciones es que adquiera una mejor comprension del proceso de integra-
ciéon como una “suma infinita de componentes infinitamente pequenas”, y
refuerce su habilidad para reconocer problemas que pueden ser resueltos a
través de la integral.

Indicadores. El estudiante planteara el calculo de longitudes de curvas,
areas de figuras planas, volimenes de cuerpos y otras magnitudes, evocando
la idea de una suma infinita de cantidades infinitesimales y planteando asi
las integrales definidas adecuadas a cada caso.

Aplicara el principio de Cavalieri para calcular areas de figuras planas y
volimenes de cuerpos tridimensionales, cuyas secciones transversales per-
pendiculares a un eje se definen mediante una funcién conocida; por ejemplo,
para calcular el volumen de agua en un tramo de un rio, el trabajo necesario
para llenar un tanque cénico o esférico con un liquido, etcétera. Podra repre-
sentar ciertos célculos con sumas de la forma Y . | f(&)Ax; y obtener sus
valores con los métodos de la integracion. Por ejemplo, identificara el limite

. 1" 42k ph
n1—>r£lo nk+1

con el calculo del drea de una regién bajo la grafica de y(x) = 2* y con la

integral
1
/ r*dx
0
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Estandar 53. Métodos numéricos de integracion

Descripcién. El estudiante reconocera a las particiones y sumas “de Rie-
mann” como aproximaciones a la integral. Comprendera la necesidad de bus-
car métodos eficientes para el calculo aproximado de las integrales. Conocerd
algunos métodos especificos: Regla del punto medio, Regla del trapezoide,
Regla de Simpson. Aprendera a aplicar estos métodos con particiones conve-
nientes, realizando las operaciones con una calculadora y programéndolas en
una computadora. Aprovechard la programacion para realizar integraciones
numéricas con los métodos estudiados, y comparar la eficacia de unos y otros.

Reconocerd que la idea general de los métodos de integracién es la aproxima-
ciéon de una funcién por medio de funciones escalonadas, lineales por partes,
o polinomiales por partes.

Indicadores. El estudiante aplicara la integraciéon numérica en la busqueda
de soluciones adecuadas a un problema dado. Recurrird a la interpolacion
para hacer el cdlculo cuando sélo dispone de una tabla de datos.
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Estandar 54. Otras aplicaciones del calculo

Descripcién. El estudiante reconocera que los conceptos fundamentales
del calculo —la derivada y la integral- son una herramienta esencial para la
modelacién de muchos fenémenos.

En algunos casos, estos modelos se expresan a través de una ecuaciéon dife-
rencial (cuando la variable de interés varia continuamente), o bien por medio
de una ecuacién en diferencias, en el caso de que esté definida en un conjunto
discreto. Ejemplos sugeridos: decaimiento radiactivo; fendmenos oscilatorios,
como el movimiento armoénico forzado y amortiguado; dindmica de poblacio-
nes, como el crecimiento de una poblacion con recursos limitados o las inter-
acciones entre dos especies en competencia (ecuaciones presa-depredador de
Lotka-Volterra).

Este estandar propone un acercamiento a las ecuaciones diferenciales y en di-
ferencias, y a sus aplicaciones, en particular a los sistemas dinamicos, usando
enfoques cualitativos, por ejemplo utilizando el concepto de espacio fase, y
también enfoques numéricos, utilizando la hoja de calculo y la programacion
de computadoras.

Indicadores. El estudiante planteara y resolvera problemas relacionados
con: decaimiento radiactivo, fendmenos oscilatorios, dinamica de poblaciones,
y otros que dan lugar a ecuaciones diferenciales y en diferencias. Sabra cémo
atacar estos problemas usando métodos numéricos y la computadora. Sera
capaz de plantear otros modelos, y serd consciente de que en muchos caso
s6lo se pueden obtener soluciones numéricas.
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Estandar 55. La campana de Gauss.

Descripcién. El estudiante conocera la distribucion normal o campana de

Gauss:
1 _(e-p)?
e 202

2ro

Experimentara cémo ésta aparece de manera natural como la distribucion
de resultados de algunos comportamientos probabilisticos, por ejemplo, la
caminata aleatoria o los errores de una medicién. Conocera la caracteristica
forma de campana de su gréfica, y entenderd el papel que juegan la media pu
y la desviacién estandar o.

Demostrara que el area bajo su grafica es 1 (lo cual es necesario para que

sea una distribucién de probabilidad) mediante una aplicacién del calculo del
2

22
volumen bajo la gréfica de la funcién de dos variables e~ a2e 2 en todo el
plano xy, usando coordenadas polares:

(%s) 22 00 2 00 0o 22442 2w [e's) 2
/ ezﬂdx/ e2o2dy:/ / e 202 da:dy:/ / e 202 pdpdf
—00 —00 —00 J —00 0 0

Esta integral se puede evaluar facilmente y su valor es 2wo?. Por lo tanto
o 562
/ e 22dr = V2mo
—0o0

lo cual, con un sencillo cambio de variable, demuestra que

© 1 (z—p)?
/ e 20%) der =1
—oo V27O

para cualquier valor de la media pu.

Descubrira experimentalmente, por medio de simulaciones, que la distribu-
cion de los resultados de, por ejemplo, una caminata aleatoria, converge a la
distribucién normal (Teorema del limite central) a medida que el tamano de
los ensayos crece.

Sabra que Karl Friedrich Gauss fue quien descubrié la distribucién normal
y dio la primera demostracion del Teorema del limite central, que asegura



104 2. ESTANDARES

que las variables aleatorias independientes se distribuyen de manera normal,
es decir, de acuerdo con la campana de Gauss. También sabra que en las
aplicaciones practicas, cuando se desconoce la distribucion de alguna variable
aleatoria, como por ejemplo la altura de los miembros de una poblacion, se
suele adoptar la hipdtesis de que tiene una distribucion normal

Indicadores. El estudiante conocerd la férmula de una distribucion normal:
1 _(e=p)?
e 252
\2To

Reconocera a 1 como la media y a o como la desviacion estandar de la dis-
tribucién, y sabrd interpretar estos parametros tanto numérica como grafi-
camente.

Nota. El estilo de este estandar es informal, experimental, grafico y cultural.
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Estandar 56. Introduccion a la estadistica matematica

Descripcién. El estudiante conocera los intervalos de confianza y las prue-
bas de hipdtesis, como componentes de la Estadistica Inferencial. Compren-
derd la ventaja de estimar parametros a partir de la construccién de intervalos
y no unicamente con el valor del correspondiente estimador. Conocera el pa-
pel del azar en el muestreo y en el grado de confianza que puede concederse
a una estimacion. Interpretara intervalos de confianza, estableciendo en ese
punto las limitaciones que tenga la estimacién; por ejemplo, estimar los tiem-
pos de traslado para los estudiantes de una escuela de sus casas al colegio,
a partir de los datos levantados en dos o tres grupos. Adquirira conceptos
de confiabilidad y margen de error y sobre el efecto que la variabilidad y el
tamano de muestra tienen en el andlisis estadistico.

Pruebas de hipotesis. El objetivo de este tema es que los alumnos establezcan
una hipdtesis estadistica a probar y que el profesor genere, mediante un
programa informatico, resultados aleatorios para que los estudiantes pongan
a prueba la hipdtesis. Por ejemplo, si sobre un grupo de una escuela se aplica
un método de ensenanza en un tema especifico jcémo se puede saber si el
aprendizaje logrado es significativamente mejor que el que se obtiene en los
grupos donde no se aplica ese método?

Indicadores. El estudiante calculara e interpretara intervalos de confianza
para algunos parametros, estableciendo el nivel de confianza. Explicara los
conceptos de margen de error y nivel de confianza. Planteara hipdtesis es-
tadisticas para resolver dudas acerca de si los datos de una muestra apoyan
o no alguna afirmaciéon sobre la poblaciéon de la que proviene. Justificara la
validez o no validez de una hipodtesis estadistica y, de ser el caso, establecerd
alguna decisién a tomar como consecuencia de su analisis.
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2.5. Estandares transversales

Los estandares transversales exponen aspectos de la competencia matemati-
ca que no corresponden a conocimientos temdaticos concretos sino a formas
de pensar y actitudes que deben desarrollarse poco a poco a lo largo de toda
la formacion del estudiante.

Estandar 57. Destreza algebraica

Descripcién. El estudiante adquirird familiaridad con la notacion algebrai-
ca, capacidad para aplicarla al planteamiento de problemas, y destreza para
manejarla con soltura para resolverlos. Este tema no debe abordarse como
contenido de estudio en si mismo, sino desarrollarse dia a dia al cubrir otros
temas. La manipulacién algebraica debe aprenderse como la lengua materna,
usandola, no mediante reglas. De esta manera, el estudiante sabra distinguir
naturalmente los diversos elementos de una expresién algebraica (constantes,
variables, operadores, simbolos de relaciones o de agrupamiento, etcétera).
Conocera que las expresiones algebraicas tienen las mismas propiedades que
sus elementos méas simples, que son los nimeros y las literales. Aprendera a
despejar, factorizar, expandir y agrupar expresiones algebraicas. Podra lle-
var a cabo manipulaciones algebraicas para resolver problemas concretos, asi
como para dar demostraciones simples de formulas notables.

Indicadores. El estudiante dard nombre a las variables que aparecen en
un problema, tanto a las incégnitas como a los parametros o cantidades
conocidas, o supuestamente conocidas, y planteara las relaciones entre dichas
variables en términos de ecuaciones o sistemas de ecuaciones. Tendra soltura y
habilidad para manipular expresiones algebraicas de todo tipo. Podra deducir
por si mismo las féormulas de los llamados productos notables, y encontrar
factorizaciones de expresiones algebraicas cuando las necesite al enfrentar
problemas.

Nota. Este estandar debe abordarse dia a dia aplicando el dlgebra simbdli-
ca en donde haga falta, aprovechando los ejemplos de cualquier tema para
practicar el planteamiento de ecuaciones y la manipulacién algebraica, incre-
mentando cada vez mas la destreza, la familiaridad con ella y la comprension
de sus principios. Es el desarrollo de una habilidad, y no un tema de estudio.
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Estandar 58. Los conjuntos y el infinito

Descripcién. Ademas de la simbologia algebraica que usamos en todas las
matematicas, que se desarrollé a partir del siglo XVI, y la notacion simbélica
del Célculo, desarrollada por Leibniz en el siglo XVII, los estudiantes deberan
manejar con soltura la simbologia moderna y el lenguaje de la Teoria de
Conjuntos, desarrollada a finales del siglo XIX, principalmente por Georg
Cantor. Sabra que en un principio fue de dificil aceptacién pero acabd por
imponerse y permear a todas las areas de las matematicas, especialmente su
simbologia, su manera de escribirse y las representaciones gréaficas que suelen
hacerse de los conjuntos (llamada diagramas de Venn) que tanto ayudan al
pensamiento racional.

El estudiante aprendera a manejar, de manera intuitiva e informal, el len-
guaje de los conjuntos y sus operaciones elementales de unién, interseccion
y complemento. Aprenderd incluso a aplicar este lenguaje a los conjuntos
infinitos. Conocera las paradojas que llevan a definir los conjuntos infinitos
numerables, y a reconocer que todos ellos tienen el mismo niimero de elemen-
tos, en el sentido de que pueden ponerse en correspondencia biunivoca unos
con otros. Aprendera a demostrar que el conjunto de los niimeros racionales
es numerable, y que en cambio el de los reales no.

Entendera con este ejemplo, que las matematicas estan en constante critica y
revision de sus fundamentos, asi como que cuestionan siempre lo primigenio
(en este caso el concepto de nimero), lo cual muchas veces trae avances
insospechados (por ejemplo, que hay diferentes infinitos, en particular el de
los enteros es igual al de los racionales, pero menor que el de los reales).

Indicadores. El estudiante usard con soltura los conjuntos, sus operaciones
bésicas de unién, interseccién, y complemento. Aplicara el lenguaje de los
conjuntos en diversos contextos, y lo aprovechara para plantear y resolver
problemas. Podra manejar el razonamiento logico a los conjuntos infinitos.

Nota. Al igual que los otros estandares transversales, como el de destreza
algebraica, el uso de los conjuntos en cualquier tema de las mateméaticas debe
hacerse de manera natural, y sin una presentacién formal.
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Estandar 59. Capacidad de abstraccion

Descripcién. El estudiante, a lo largo de todo el bachillerato debera co-
brar conciencia de que la abstraccion permite aislar los elementos esenciales
de una situacién, o un problema, para comprenderlo mejor y llegar a solu-
ciones usando el razonamiento l6gico. Aprendera que hay diferentes niveles
de abstraccién y que todos ellos pueden jugar un papel importante en las
matematicas, la computacion y las ciencias tanto naturales como sociales.

Indicadores. El estudiante identificara las abstracciones en los modelos
matematicos y cientificos de cualquier drea del conocimiento, y creara abs-
tracciones propias en algunas situaciones. Reconocera los distintos niveles de
abstraccién, y serd capaz de aplicar el razonamiento légico en cualquiera de
ellos.



2.5. ESTANDARES TRANSVERSALES 109

Estandar 60. Simbologia matematica

Descripcién. Las matematicas utilizan muchos simbolos y éstos represen-
tan conceptos de manera abreviada. En el lenguaje cientifico escogemos o
inventamos palabras o frases para representar conceptos que necesitan de-
finirse con frases mas o menos largas. Por ejemplo la frase poblaciones en
competencia encierra un concepto complejo: Dos especies de seres vivos, uno
los cuales es presa del otro, el depredador. Sus poblaciones tienen esta rela-
cion: cuando hay muchas presas los depredadores se multiplican, ocasionando
una disminucion en el numero de presas, lo cual a su vez causa una dismi-
nucion en el numero de depredadores, que ocasiona un aumento del numero
de presas y esto vuelve a promover el aumento de los depredadores, con lo
que se cierra un ciclo que puede repetirse indefinidamente.

Usamos la frase poblaciones en competencia para referirnos a este concepto,
para no tener que repetir la descripcion cada vez que queremos utilizarla.

Lo mismo pasa en matemadticas, pero de manera mas acusada. Por ejemplo
la derivada % de una funcién f(x) es un simbolo que representa el célculo

del limite: h
o fah) — f(@)
h—0 h

Si no se le diese un nombre a este concepto y un simbolo facilmente reconoci-
ble, seria muy dificil aprovecharlo. Pero observemos que la propia definicion
de derivada utiliza otros simbolos como el de limite, el de funcion, el de co-
ciente, el de la variable x y el parametro h que se hace tender a 0. Esto es
tipico en matematicas, cada concepto suele definirse en términos de otros, y
cada uno suele usar simbolos especiales.

Los simbolos especiales hacen que las matematicas sean incomprensibles para
quien no esta familiarizado con los conceptos que representan. Pero son nece-
sarios. Sin ellos el lenguaje de las matematicas seria torpe e ineficiente. Pero
no hay que confundir a las matematicas con sus simbolos. Las matematicas
son abstracciones e ideas, y tanto para representarlas como para manejarlas,
muchas veces es necesario usar simbolos especiales.

Indicadores. El estudiante usara con soltura la simbologia adecuada en los
diversos contextos y la aprovechara para plantear y resolver problemas.
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Estandar 61. Capacidad algoritmica

Descripcién. El estudiante desarrollard la capacidad no solo para aplicar
algoritmos sino para crearlos y describirlos de manera precisa, e incluso para
programarlos.

Cobrara conciencia de la importancia de poder describir, de manera precisa,
un procedimiento para realizar un trabajo o resolver un problema, ya sea ma-
tematico o de la vida real. La labor del ser humano en torno a los algoritmos
ya no es solo ejecutarlos como hubiera podido ser en épocas pasadas, sino
crearlos, entenderlos, mejorarlos, programarlos y verificar que sean correctos.

Debe aprender a abordar los algoritmos como procedimientos tentativos, sus-
ceptibles de ser modificados y mejorados. Debe darse cuenta de que no son
formas unicas de hacer algo, sino propuestas para ello que son susceptibles
de ser corregidas y mejoradas, que se puede intentar hacerlas mas eficientes,
mas sencillas y mas confiables.

Este estdandar debe desarrollarse dia a dia reconociendo, analizando, desa-
rrollando y programando algoritmos cada vez que sea posible, en cualquier
tema que se esté abordando.

Indicadores. El estudiante adquirira la capacidad para entender y aplicar
algoritmos. Podra disenar nuevos algoritmos y describirlos de manera clara
y precisa. Usara herramientas conceptuales como la repeticion, las ramifica-
ciones y la recursiéon, tanto para describir como para programar algoritmos.

Nota. La ensenanza de las matematicas en las ultimas décadas, casi se ha
limitado a ensenar algoritmos simples y cémo usarlos. En este documento se
ha insistido en que ese tipo de ensenanza es incompleto, hay que entender
en qué se basan los algoritmos, y el estudiante debe adquirir capacidad para
crearlos, mas que aprender a ejecutarlos como autémata, para eso ya hay
computadoras. Por supuesto, hay unos pocos algoritmos que el estudiante
debe saber ejecutar eficientemente, como los de las operaciones aritméticas
con decimales o fracciones, que deberia dominar desde la Primaria. Pero mas
alla de ésos, su atencion no debe dirigirse a usar algoritmos sino a crearlos.
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Estandar 62. Informatica y programacion

Descripcion. El estudiante debe aprender a utilizar las herramientas in-
formaticas en general, por supuesto, pero en lo que respecta a su formacion
matematica, al menos debe aprender a manejar hojas de calculo, algin pro-
grama que ayuda a entender las matematicas como por ejemplo Geogebra,
Geolab, Mathematica o Descartes; y a programar en algin lenguaje de uso
general, como por ejemplo JavaScript.

El uso de la hoja de calculo puede practicarse en muchos de los temas de
manejo de la informacién y estadistica, asi como también al estudiar el com-
portamiento de los modelos basados en relaciones funcionales y ecuaciones
en diferencias.

Hay programas informaticos cuyo propésito es ayudar al usuario a entender
las matematicas interactuando con ellas. Es conveniente que el estudiante del
Bachillerato los conozca y los aproveche.

Aprender a programar en algin lenguaje de uso general es muy formativo,
y puede ser muy util en casi cualquier campo de actividad, ademas de que
otorga gran poder a quien lo hace. No todos los egresados de bachillerato van
a dedicarse a la programacion, pero a nadie le viene mal tener la experiencia
de haber escrito y echado a andar algunos programas. Este estandar plantea
que el estudiante de bachillerato debe adquirir tal experiencia.

Por ejemplo, tendra ocasion de desarrollar estas habilidades en sus estudios de
matematicas haciendo programas que calculen las soluciones de una ecuaciéon
de segundo grado, o las de sistemas de ecuaciones. También podra hacer
programas que:

a) Realicen cdlculos numéricos de integrales.

b) Calculen sumas, medias y desviaciones estdndar de un conjunto de datos.
c) Efectiien interpolaciones de datos.

d) Simulen, por ejemplo el crecimiento de poblaciones o el comportamiento
de poblaciones en competencia y cuerpos en movimiento (tiro parabdlico,
oscilador arménico, el movimiento de un planeta alrededor del Sol).

Indicadores. El estudiante sabra utilizar la hoja de célculo y podra escribir
algunos programas utiles, en algin lenguaje popular de uso general.
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Nota. La intencién es que el estudiante utilice tanto la hoja de célculo como
la programacién a lo largo de sus estudios, tantas veces como sea posible, con
el objeto de familiarizarse con ella, y pueda recurrir a ella en su vida futura
en cualquier ocasion que le convenga.
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Estandar 63. Matematicas superiores

Descripcién. El estudiante debe saber que las matematicas se han seguido
desarrollando mas alla de lo que él conoce por sus estudios de Bachillerato o
incluso de Licenciatura.

Por ejemplo, sabra de la importancia que, para la revolucién industrial, tu-
vieron el calculo y sus aplicaciones a la mecanica, el electromagnetismo y
la termodinamica; y las ecuaciones diferenciales para modelar infinidad de
cuestiones cientificas en campos como la biologia, la ecologia o la quimica.

También conocerd el descubrimiento de las geometrias no euclidianas, la geo-
metria diferencial y la topologia, asimismo sabra de su influencia tanto en la
teoria de la relatividad, como en la investigacién cosmoldgica actual.

Podra describir a grandes rasgos el papel que juegan el algebra moderna, el
analisis funcional y la probabilidad en la mecanica cudntica, que nos ayuda a
entender el comportamiento de los atomos; sabra de la influencia practica de
las matematicas discretas en todo tipo de aplicaciones de la computacion, y
de la influencia filoséfica de la logica matematica y los teoremas de Godel y
Turing, que imponen limitaciones al conocimiento alcanzable por el método
axiomatico.

Entendera que los grandes avances de la computacién en el siglo XX pro-
vienen del trabajo de matematicos como Alan Turing, que supieron crear
abstracciones de lo que deberia ser una maquina programable, y que gra-
cias a ello se pudieron crear las computadoras electronicas que usamos en la
actualidad.

Sabra que muchas de las matematicas que se desarrollan actualmente, tienen
importantes aplicaciones en las ciencias naturales y sociales, en la industria de
las telecomunicaciones, asi como en otras areas de la actividad humana, y que
sus aportaciones al desarrollo de la sociedad, del bienestar y el conocimiento
son incalculables.

Indicadores. El estudiante sabra que las matematicas se siguen desarro-
llando, y que su contribucion al avance de la sociedad ha sido y sigue siendo
de importancia trascendental.
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Nota. Se trata de dejar en el estudiante una idea de lo que es el quehacer
matematico actual en todos los ambitos del conocimiento humano, y de su

extenso uso en la sociedad moderna.
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Estandar 64. Las matematicas en el arte

Descripciéon. El estudiante conocera que la relacion de las matematicas y
el arte ha sido siempre muy fructifera en ambos sentidos. Hay infinidad de
ejemplos en la historia. Destacan la arquitectura clasica de todas las cultu-
ras, la musica y la escuela Pitagérica, la proporcién durea (que se manifiesta
también en la naturaleza), la perspectiva en la pintura renacentista, etcétera.
Pero también hay manifestaciones mas recientes, y con el uso de la compu-
tadora se han multiplicado, como puede comprobarse tanto en los museos que
exhiben obras incluidas por las matematicas a través de la programacién, co-
mo en el cine mediante los efectos especiales y los caracteres animados.

A lo largo del Bachillerato se recomienda usar éstos y otros ejemplos como
aplicaciones significativas de algunos temas matematicos. Debe lograrse que
el estudiante tenga clara la relacion entre matematicas y arte. También se
debe tratar de lograr que el estudiante llegue a apreciar los juicios estéticos
tan importantes en las matematicas como la elegancia de una demostracion,
la belleza de una idea o la simplicidad y claridad de un argumento.

No debe olvidarse también intentar desarrollar y explotar algo muy relacio-
nado con esto, que es la veta lidica de las matematicas.

Indicadores. El estudiante podra explicar algunos ejemplos de relacion
entre las matematicas y el arte, no sélo en el mundo del arte clasico sino en
el mundo moderno. Apreciard la elegancia de una demostracién, la belleza
de una idea y la claridad de un buen argumento.
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Capitulo 3

Conclusiones

Consideraciones generales

Aunque no es la intencién de este documento definir un programa de estudios,
los estandares se han agrupado en tres partes que corresponden vagamente a
los tres anos del Bachillerato, con la intencion de facilitar su posible adopcién
en futuros planes de estudio.

Algebra elemental

La manipulaciéon algebraica no se estudia como tema en si mismo. Su apren-
dizaje se plantea a través de la geometria, el planteamiento y resolucién de
problemas, asi como en muchos otros temas contemplados en los estandares.
La idea es que el algebra se aprende usandola. Se le ha quitado protagonismo
como tema de estudio y en cambio se ha distribuido su uso a lo largo de todo
el temario.

Aprecio por las matematicas

Otro aspecto que vale la pena notar es la apertura de toda una linea de
trabajo, dedicada a propiciar una mejor apreciacion y apropiacion de las ma-
tematicas en los estudiantes. Esta linea incluye sobre todo temas que, siendo

117
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de gran relevancia histérica y de gran interés intrinseco, tradicionalmente se
han dejado de lado en las matematicas del bachillerato, en favor de conteni-
dos mas técnicos que enfatizan el aprendizaje de procedimientos, los cuales
ahora se han disminuido en favor de éstos, en la confianza de que contribuiran
mejor a la formacién matemaética del bachiller.

Repeticion con distintos niveles de profundidad

Se hizo un esfuerzo por presentar los conceptos clave de las matematicas
varias veces y con distintos niveles de profundidad, a lo largo de las tres
partes que abarca el temario. Por ejemplo el concepto de limite se introduce
desde el inicio del temario, en la geometria cuando se calcula el area de la
circunferencia, la cuadratura de la parabola y la superficie de la esfera; luego
aparece nuevamente al tratar la existencia de una minima cota superior para
un conjunto acotado superiormente; asimismo, se toca al final de la segunda
parte cuando se ven las graficas de funciones, los limites laterales y los limites
al infinito. Finalmente, se trata también el concepto de limite al estudiar la
derivada y la integral en la tercera parte.

3.1. Primera parte

3.1.1. Actitud positiva hacia las matematicas

El objetivo de la primera parte es ayudar al estudiante a desarrollar una
actitud positiva hacia las matematicas, y una apreciacion de su importancia
histérica, cultural, cientifica y tecnoldégica. Por tanto, el contenido curricu-
lar propuesto para ella, hace mucho énfasis en abordar problemas histéricos
interesantes que fomentan el uso de la razoén, sin la necesidad de recurrir
necesariamente a herramientas matematicas muy elaboradas.

3.1.2. Un orden mas o menos historico

En general podra apreciarse un orden més o menos histérico en la presen-
tacion de los temas, pero con la insercién de algunos cuyo tratamiento es



3.1. PRIMERA PARTE 119

mas bien contemporaneo. El objetivo de esta mezcla es mostrar que el pen-
samiento matematico es muy antiguo, pero completamente vigente. Que lo
descubierto e inventado en las mateméticas hace muchos siglos sigue siendo
importante hoy, asi como que en la actualidad se siguen generando ideas ma-
tematicas bésicas y ttiles, no solo a nivel muy especializado sino también a
nivel bésico.

3.1.3. El concepto de ntiimero

El temario comienza con una reflexion sobre el concepto elemental de niimero,
y la utilidad de una simbologia adecuada. Apreciar las dificultades a las que
se enfrentd la humanidad, con intentos m&s o menos fallidos, al desarrollar
el concepto bésico de nimero y una manera adecuada de referirse a sus
instancias concretas, da la oportunidad de reflexionar sobre la profundidad de
estos conceptos, las dificultades que uno mismo tiene tanto para entenderlos,
como para valorar la importancia y trascendencia del sistema decimal.

3.1.4. La geometria

Se cubre desde la geometria con doblado de papel y las construcciones con
regla y compas, pasando por los temas clésicos de la geometria sintética o
euclidiana, por la trigonometria y sus aplicaciones a multiples problemas, y
se culmina con un estudio sintético de las secciones conicas, es decir, sin re-
currir necesariamente a la Geometria Analitica. Los problemas de geometria,
y en especial los de trigonometria, promueven la habilidad del alumno para
plantear problemas por medio de ecuaciones, incluyendo el primer paso que
consta en dar nombre a los datos y a las cantidades desconocidas, y le lleva
a realizar manipulaciones algebraicas (adquiriendo asi habilidad en ellas y
reconociendo su importancia), para obtener la solucién al problema. Estas
habilidades matematicas son las que mas se han echado en falta en los egre-
sados de nuestros bachilleratos, y por ello es importante incluirlos como algo
indispensable en su formacion. Para enriquecer este tema se recurre también
a los calculos clasicos de las dimensiones del sistema planetario, asi como al
uso de los vectores en el plano y sus aplicaciones tanto a la estética (descom-
posicién de fuerzas), como a la cinemdtica (composicién de velocidades).
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Otro aspecto que podra notarse en la presentacién de los temas de Geometria,
es que se retoman dos conceptos que se habian eliminado del curriculum del
bachillerato. El primero, es el concepto euclidiano de equivalencia de figuras
planas lineales a través de su diseccion, y los movimientos rigidos de sus par-
tes, el cual se presenta y se explota de manera independiente al concepto de
area, dentro del cual se habia escondido. El otro es el concepto (no numérico)
de razon, que es importantisimo y proviene de las matematicas clasicas, el
cual también se hallaba escondido en el de cociente de dos cantidades, y que
es tan basico y necesario en casi todas las aplicaciones de las matematicas,
como en la comprensién de muchos conceptos basados en él, como, por ejem-
plo el de dngulo, el “nimero” pi, la razén aurea, el concepto de razéon de
cambio instantaneo y el de derivada. La nocién de razén es particularmente
importante en la trigonometria, donde hay grandes dificultades para lograr
que los alumnos comprendan el concepto de angulo y aprendan a utilizarlo.
Ademas ya no se habla de razones trigonométricas sino de funciones trigo-
nométricas, con lo que se pierde el significado original del concepto, y gran
parte de su aplicabilidad. El hecho de que el concepto de razén nos resulte
incémodo, no justifica que lo evitemos. Es incomodo simplemente por la falta
de familiaridad que hemos generado al dejar de usarlo.

Se da mucha importancia a la Geometria y a la Trigonometria. Como puede
verse la mayor parte del contenido de la primera parte esta dedicada a la
geometria, incluyendo la trigonometria y sus aplicaciones, asi como algo de
geometria espacial, pero sin referencia alguna, de momento, a la Geometria
Analitica.

3.1.5. La trigonometria

La trigonometria y sus multiples aplicaciones constituyen una parte conside-
rable del temario de esta primera parte. Hay que remarcar que es a través
de problemas significativos, como lo son los geométricos, donde se debe ejer-
citar y discutir, una y otra vez, el poderio de la notacion algebraica actual.
Se debe ver, e insistir, en cémo la introduccion de literales facilita tanto la
comprension como el desarrollo de un problema, y como da lugar a la solu-
cién simultanea de multiples instancias concretas. Con la trigonometria, y en
general con problemas significativos, se pueden disipar dudas sobre el enorme
poder de la notacién algebraica y la manipulacién de expresiones.
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3.1.6. Cuerpos en el espacio

Abarca también temas de cuerpos en tres dimensiones, y un estudio sintéti-
co (sin recurrir a la geometria analitica) de las secciones cénicas, en donde
la excentricidad debe tratarse como la razén entre la distancia al foco y la
distancia a la directriz de cualquier curva cénica (excepto el circulo). Este
tema presenta la demostracién de que los cortes de un plano a un cono pro-
ducen elipses o hipérbolas principalmente, basada en las esferas de Dandelin.
Se trata de un ejercicio que requiere desarrollar la imaginacién espacial, y
utilizar las propiedades basicas de las curvas conicas. Este tema se incluye
por su importancia cultural a la vez que desarrolla el razonamiento espacial.

3.1.7. Propiedades algebraicas de los nimeros

Los sistemas numeéricos: naturales, enteros, racionales, reales y complejos, se
presentan después de la Geometria euclidiana. En los temas de trigonometria
y sus aplicaciones, asi como en las matematicas de la secundaria, ya se han
usado los distintos tipos de nimero (salvo quizéds los complejos), asi que el
objetivo de estos estandares es hacer un resumen senalando especialmente
sus propiedades algebraicas.

3.2. Segunda parte

3.2.1. Los numeros reales y el continuo

La segunda parte se inicia con los niimeros reales enfatizando la propiedad
de completitud, que es su caracteristica distintiva respecto a los racionales,
y que les hace ttiles para representar el continuo. Enseguida se exploran los
nimeros reales en la Geometria, de dos y tres dimensiones, a través de los
vectores.

3.2.2. Los nuimeros complejos

La inclusién de los complejos se hace de dos maneras: primero como pun-
tos del plano con dos operaciones suma y producto (a presentarse en forma
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totalmente geométrica), las cuales los habilitan como transformaciones de se-
mejanza, y también como nimeros que completan el dlgebra de los niimeros
reales, permitiendo que todo nimero tenga raices, en particular raiz cuadra-
da. Esto permite que la presentacion de las ecuaciones polinomiales pueda
incluir temas avanzados de dlgebra, a nivel de divulgacion, como la existencia
de raices (posiblemente complejas) de cualquier polinomio, y la imposibili-
dad de dar una solucién algebraica a la ecuacién general de quinto grado. La
presentacion de la solucion a la ecuacion general de segundo grado, queda
mas robusta y clara aceptando que las ecuaciones con coeficientes reales, a
veces tienen soluciones complejas.

3.2.3. La perspectiva

El estudio de la proyecciéon en perspectiva, que nos permite representar ob-
jetos tridimensionales en un plano, es uno de los temas explicitamente men-
cionados en los estandares, incluyéndose tanto por su importancia historica
y practica, como por el enorme uso que se hace de ello, por ejemplo en la
industria de los videojuegos y de la animacién por computadora.

3.2.4. Algebra, ecuaciones y algebra moderna

La parte de algebra es algo mas avanzada que la de los programas vigentes,
pero también méas corta. Toca verla al comenzar la segunda parte, y podria
darse en poco mas de un semestre. Esta parte culmina con potencias, raices,
logaritmos y exponenciales.

3.2.5. Calculo combinatorio, probabilidad y muestreo

Se incluye el calculo combinatorio, el cual se aprovecha para entrar al tema
de calculo de probabilidades, y éste a su vez se usa para introducir algunos
temas de estadistica como la variabilidad de las distribuciones de resultados
de experimentos aleatorios, y el problema del muestreo con un estudio de
la variabilidad de las estimaciones obtenidas de las muestras, en funcién del
tamano de la muestra, y de la desviacion estandar de la variable bajo estudio.
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3.3. Tercera parte

3.3.1. Geometria analitica

La tercera parte comienza con la geometria analitica tradicional bésica, cu-
briendo los temas de la recta y las curvas conicas con ejes paralelos a los
coordenados. Se ven tanto curvas paramétricas como coordenadas polares.
Se trata (opcionalmente) el tema de transformaciones rigidas en el plano, y
el andlisis de la ecuacion general de segundo grado con término en zy. Si
el tiempo o el nivel del grupo no lo permite, este tema puede cubrirse sélo
a nivel cultural, sin detalles técnicos. Todo el tema de Geometria analitica
debe cubrirse en aproximadamente la tercera parte del ano, para dedicar el
resto al Calculo y sus aplicaciones.

3.3.2. Las funciones

Se incluye el estudio de las funciones algebraicas, trigonométricas, logaritmi-
cas y exponenciales; asi como aplicaciones de las funciones y sus graficas, en
la modelacion de fenémenos de tipos muy diversos. Finalmente, se estudian
algunos métodos graficos de solucion de problemas de modelacion.

3.3.3. El calculo

El tema del calculo empieza por la derivada, ilustrado primero con la idea
de la pendiente (una razén), de la recta tangente a la grafica de una fun-
cién, pasando luego a los conceptos de velocidad y aceleraciéon, incluyendo
ejemplos en dos dimensiones como el tiro parabdlico y el movimiento circular
uniforme. Se introduce la velocidad como una derivada vectorial. Se cubren
problemas de maximos y minimos, tratando el tema de regresion lineal. Des-
pués se entra en el tema del problema inverso al de derivacion, relacionandolo
con el concepto de area bajo la grafica de una funcién, es decir la integral
definida. Se estudia el Teorema Fundamental del Calculo, y se utiliza para
resolver problemas de integracion. Se presentan sélo dos métodos de integra-
cién: sustitucion e integracién por partes. Se trabaja en una amplia variedad
de aplicaciones de la integral, con el objetivo de que el estudiante adquiera
soltura en plantear calculos de ciertas cantidades, usando la idea intuitiva de
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una suma infinita de elementos infinitamente pequenos. Se cubren aplicacio-
nes al decaimiento radiactivo y a la evolucién de poblaciones en competencia.
Se estudian también algunos métodos numéricos de integracién.

3.3.4. La campana de Gauss

Para terminar, se realiza un estudio de la campana de Gauss, calculado su
integral y estudiandola como la distribucién de probabilidad que mas fre-
cuentemente aparece en las aplicaciones.

3.3.5. Pruebas de hipétesis

El iltimo tema pretende aplicar la distribucién normal al estudio de un caso,
donde se debera disenar tanto un experimento, como una prueba de hipdtesis,
en un contexto accesible y significativo para el estudiante.

3.4. Estandares transversales

En los estandares transversales se subrayan puntos neuralgicos, que deben
cultivarse de manera continua y cotidiana, para lograr el aprecio por las
matematicas que se busca en el estudiante. Los primeros hacen explicitas al-
gunas competencias y habilidades esperadas. Los dos tltimos son mas bien de
caracter cultural. Uno pretende dejar claro que las matematicas han seguido
creciendo hasta la actualidad, en tanto que el dltimo indica que hay otras
vetas y relaciones, tales como el arte y lo lidico, que se pueden explotar para
motivar a los estudiantes. No se insiste ya en el papel de las matematicas
con las ciencias naturales y sociales, pues ésta queda clara en varios de los
estandares. Creemos que estos estandares, en su conjunto, daran al estudiante
herramientas y seguridad para enfrentarse al mundo del futuro.
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