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La serie binomial

Si p > 0 entonces

(1+x)p:1+§:p(p—1)...(p—n+1)xn (1)

n!
n=1

siempre que |z| < 1.

Convergencia

Es facil ver que la sucesion

{p(p—l)...(p—n—l-l)}oo

n! n=1

estd acotada por 1 si p < 1y por p? si 1 < p, por lo que la convergencia de (1) queda
garantizada para |z| < 1.

Igualdad

Para demostrar la igualdad en (1) primero obtendremos una ecuacién diferencial
que la funcién (1 + x)P satisface. Luego supondremos que esta misma funcién tiene
un desarrollo en serie de potencias cuyos coeficientes no conocemos y, finalmente,
sustituiremos la serie en la ecuacion diferencial y eso determinara los coeficientes de
la serie de potencias, que resultaran ser precisamente los de (1).
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Definamos
flz)=(1+=z)
Entonces
/() = p(1 4+ )"
y por lo tanto

(1 +2)f'(z) = pf(x) (2)

Supongamos ahora que
flz) = Z anx"
n=0

Es claro que ap = 1 porque f(0) = 1 = 1 y por lo tanto podemos suponer que:

oo
fl@) =14 an" (3)
n=1
Derivando término a término obtenemos

@)= nagz""! (4)

Sustituyendo (3) y (4) en (2), tenemos

(1+2) i na,z" ' =p+p i anx"
n=1 n=1

Distribuyendo 1 + x:

o o0 [o.¢]
E na,z" !+ E na,x" =p—+p E anpx”
n=1 n=1 n=1

que puede escribirse ast:

o (o) o
a; + E na,z" !+ g na,x" =p—+p g anpx”
n=2 n=1 n=1



y también asi:

a; + i(n + Dag2™ + inanx" =p+ pi a,x"
n=1 n=1 n=1

Agrupando las dos sumas del primer término obtenemos:

a; + Z ((n + 1)ans1 + nay)a”™ =p+ Zpanx"
n=1

n=1

Para que se cumpla esta igualdad de series de potencias es necesario que los coefi-
cientes de cada potencia sean iguales. Por lo tanto a; =p y

(n + 1)an41 + na, = pa, (5)

paran = 1,2, ... ; y despejando a,; en (5) obtenemos la férmula recursiva:

pP—n

Ap4+1 = Qp——
n+1

Sustituyendo a; = p y aplicando esta férmula para n = 1,2, 3,4 obtenemos:

o — P21
2
_plp—=1)(p—-2)
as =
2-3
b = PP =1)(p—2)(p - 3)
! 2-3-4
De lo cual es facil ver que
1) (p — 1
o —P=1)p—ntl) (6)

n!

para n = 1,2, 3, ... Finalmente, sustituyendo (6) en (3) obtenemos:

f@:1+§:p(p—1)--7-1§p—n+1)xn

que es lo que queriamos demostrar.



Formula del binomio

El caso particular de la serie binomial cuando p es un entero positivo, se conoce como
formula del binomio y dice:

Si p es un entero positivo, entonces:

p

(ray =Y =L 7

n=0
Para demostrar esta férmula basta:
(a) observar que a partir de n = p + 1 todos los coeficientes de (1) se anulan, y
(b) multiplicar por (p—n)! el numerador y el denominador del término n-ésimo.

(=

Para obtener la forma mejor conocida de la férmula del binomio, sustituimos z = 2
en (7) y multiplicamos ambos miembros por a”. Asi obtenemos:

b u ! by\n
@1+ 5)p - Zo nl(p — n)!ap(5>

que equivale a:

p p|

“— nl(p —n)!

(a+b)P =

Esta es la conocida férmula de un binomio elevado a una potencia entera p, que
suele demostrarse por induccién utilizando inicamente métodos algebraicos. Aqui la
obtuvimos como corolario de la serie binomial, cuya demostracion requiere conceptos
de Célculo.



