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Tecnologia para promover la comprensiéon en matematicas

Aplicando la tecnologia en el aspecto
esencial de la educaciéon matematica:
la comprension de las ideas.

O cémo la herramienta de autor

DESCARTES
se usa para promover la comprensién
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Tecnologia para promover la comprensiéon en matematicas

La tecnologia puede contribuir a mejorar la educacién de varias
maneras. Por ejemplo, poniendo grandes cantidades de informacidn
a disposicién de maestros y alumnos, o presentando ejercicios
interactivos con datos aleatorios que ayudan a los estudiantes a
adquirir habilidad para aplicar algunas férmulas y algoritmos.

Sin embargo, el aspecto esencial de la educacién matemdtica no es
adquirir informacién, o saber cudndo y cdmo aplicar algoritmos, ni
siquiera demostrar teoremas mediante deduccién légica,

sino la comprension de las ideas matemdticas?.

Puede la tecnologia ayudar a los estudiantes a entender las ideas
matematicas?

! Justificaremos esta afirmacién mas adelante
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Tecnologia para promover la comprensiéon en matematicas

El propésito de esta charla es mostrar que la tecnologia puede
promover la comprensién de las ideas matematicas.

Para ello mostraremos algunos ejemplos de cdmo la herramienta de
autor

DESCARTES

estd ayudando a alcanzar esta meta. Analizaremos dichos ejemplos,
sefialando los elementos esenciales de esta tecnologia que ayudan a
promover la comprensién, primero entre los maestros, y luego entre
los estudiantes.
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Tecnologia para promover la comprensiéon en matematicas

Plan de la presentacién

e Justificaremos la afirmacién de que el aspecto mas importante
de la educacién matematica es la comprensién de las ideas.

e ;Qué es DESCARTES y qué tiene que ver con todo esto?

e Ejemplos de experiencias matemdticas con DESCARTES.

e ;Cémo es que la tecnologia de DESCARTES promueve la
comprension?
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iQué son las Matemdticas?

La filosofia dominante de las matematicas durante la mayor parte
del siglo XX fue el formalismo (promovido inicialmente por David
Hilbert 1862-1943), con su énfasis en los axiomas y las
demostraciones.

Esta filosofia, aplicada a la educacién matematica, resulté
desastrosa. Recordemos el dano que las llamadas nuevas
matemadticas produjeron en la educacién bdsica y el que el enfoque
Bourbaki produjo en la educacién superior. Gran parte de los
problemas que padece la educacién matemdtica en la actualidad,
provienen de esos dos movimientos.

Es necesario eliminar tan nefasta tradicion. Para ello, hace falta
compartir una filosofia de las matematicas mas dtil y sensata.
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i Qué son en realidad las Matemdticas?

La palabra matematicas viene del griego MATHEMATA, y significa
aquello que se puede aprender y ensefar, porque es logico y
racional. En la mayoria de las lenguas europeas, la palabra usada
para matemdticas tiene la misma raiz griega, pero en holandés y
flamenco la palabra es WIESKUNDE, que significa ciencia de la
certidumbre. La palabra propuesta originalmente por Simon Stevin
(1548-1620) era WIESKUNST, el arte de la certidumbre.

Pensadores que han inspirado nuestra filosofia de las matematicas.

¢ y 178

&
Simon Stevin, David Hilbert, Felix Klein[3], Kurt Godel, Hans Freudenthal[4], Morris Klein[4], Reuben Hersh[2]
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La comprension es la esencia de la educacion matematica

Sabemos que no se puede obtener certidumbre absoluta sobre
asuntos del mundo material. Pero las matematicas se ocupan de
construcciones mentales sobre las que si podemos tener
certidumbre absoluta (aunque con ciertas limitaciones, recordemos
el teorema de incompletitud de Godel).

La razdn de ser de las matematicas es precisamente la certidumbre
que con ellas se obtiene, aunque solo aplique a cuestiones
abstractas. Y esa certidumbre la adquirimos al entenderlas. No
proviene de ninguna otra autoridad, mas que de la razén.
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iDe qué sirve tener certeza sobre cuestiones abstractas?

Las matematicas nos dan certidumbre absoluta sobre los modelos
abstractos que creamos para representar la realidad. Entenderlas
significa conocer bien esos modelos y saber cémo se relacionan con
aquellas porciones de la realidad que pretenden representar.

Tal vez sea inexplicable cémo es que esos modelos abstractos son
tan dutiles, pero el hecho es que, cuando estan bien hechos, suelen
proporcionar informacién que nos ayuda a entender y controlar la
naturaleza y la sociedad. Y este hecho es algo que debemos
compartir con nuestros estudiantes.

Nota: Las ideas matematicas mismas son parte de nuestra
realidad, y como tales, son susceptibles de ser estudiadas
matemdaticamente (matemadticas puras).
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La comprension es la esencia de la educacion matematica

Si aceptamos esta concepcién de las matematicas, resulta evidente
que, para que las ideas matematicas tengan sentido y sean (tiles,
es indispensable entenderlas. Por eso decimos que lo esencial en la
educaciéon matemadtica es, o debe ser, la comprensién de las ideas
matematicas.

Para aclarar: las ideas matematicas son

e los objetos mentales que construimos, asi como

e sus propiedades y las relaciones de unos con otros.

José Luis Abreu Ledn, Instituto de Matematicas, U.N.A.M. Tecnologia para promover la comprensién en matematicas



i Qué matematicas debemos ensefiar?

“Nunca deberiamos pensar en las
Matematicas que puede aprender un
nino, sino en aquellas con cuyo
aprendizaje se contribuya al desarrollo
de su dignidad humana"

Hans Freudenthal
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iPor qué ensefiamos (aprendemos) matemdticas?

e Las matemadticas forman parte de nuestra cultura.

e Las matemadticas son muy utiles. Nuestro modo de vida
depende de ideas matematicas antiguas y modernas.

e Las matematicas promueven la razédn, sobre la autoridad, los
trucos o la fuerza bruta, para resolver problemas.

Cada vez que presentamos algunas nuevas ideas matematicas a los
estudiantes, debemos responder estas tres preguntas:

e ;Por qué y cudndo se desarrollaron esas ideas?
e ;Cémo se usan en la vida moderna?

e ;Cémo podemos entenderlas mejor?
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iQué es DESCARTES?

DESCARTES es una herramienta de autor, disefiada principalmente
para profesores de matematicas de ensefianza media y superior,
para ayudarles a:

e entender las ideas matematicas que van a ensefiar, y

e a presentarlas de manera que los estudiantes las entiendan.

DESCARTES es un entorno de programacion cuyos elementos
primitivos son objetos matematicos: pardmetros (que el estudiante
puede manipular), vectores, matrices, funciones y algoritmos (que
el maestro puede programar) y espacios, de 2 y 3 dimensiones, en
los que se dibujan figuras y grdficas que se mueven cuando el
estudiante modifica los pardmetros.
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Un ejemplo sencillo de cémo funciona DESCARTES

Las gréficas de las ecuaciones de 2° grado en dos variables son secciones cénicas.
En esta escena el estudiante puede controlar los 6 parametros de la ecuacién: a, b, c,d, e, y f,
y estudiar el comportamiento de la seccién cénica que representa, ante las variaciones de los parametros.

ux‘2+b321'+(:_v2+dx+ge_v+f=0

clear
|

w a ﬂo_so\ b ﬂs.m

c %'2.40 | d %‘-2.00 e %‘3.00 f %'-9.00

http://arquimedes.matem.unam.mx/TIME2016/descartes/gral2ndegequ.html
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Ejemplos de experiencias matematicas con DESCARTES

A continuacién presentaremos algunos ejemplos de unidades
didacticas desarrolladas con DESCARTES y, al mismo tiempo,
describiremos algunas experiencias interesantes relacionadas con la
comprension, que ocurrieron durante su desarrollo.

El ejemplo principal que usaremos para este propdsito, y el que
analizaremos con mayor profundidad, es el de las trayectorias
parabdlicas.

Sin embargo comenzaremos con algunos ejemplos desarrollados
parar la educacién basica y media, con el propdsito de mostrar la
amplitud de temas que se pueden ilustrar con la herramienta de
autor DESCARTES.
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Unidades didécticas interactivas de matematicas para la educacién basica

‘Aprende/con LupelyJuan a calcularielltrea/de cualquiertriangulo’

Selecciona un lado como base, traza la altura y calcula el Grea del triimgulo.
Hazlo con los tres lados y también en otros triéngulos.

base x altura
Ly

http://descartes.matem.unam.mx/recursos/Primaria/AprendeMxUNAM /
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Unidades didécticas interactivas de matematicas para la educacién basica

o Explora la resta de fracciones con diferentes denominadores. 1) ©
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http://descartes.matem.unam.mx/entregas/AprendeMxUNAM /matematicas.html
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Unidades didécticas interactivas de matematicas para el bachillerato

Célculo Diferencial e Integral: Limites #I Introduccién al Célculo s
La integral, la derivada y el teorema fundamental del Célculo B
La integral

La integral de una funcién f{x ) en un intervalo [ a,b ], se define de manera que corresponda al area
bajo la grafica de la funcién entre los puntos a y b del eje horizontal y se denota por:

b
f fx)dx. Zj:/(s" )x,-x, ,) = 8.661
n=1

a

La definicién formal se hace a través de un limite. P=ez)
Se considera una particion del intervalo [ a,b ] que
consiste de puntos { x,, x,, x,, ... x,, } tales que

a=x,<x,<x,<.. <x,=b. Encada intervalo a b
[x, ,,x,]se escoge unpunto s, .La integral se Sy o T Ty Ey iy
define como el limite de las sumas de los productos N iD
de los valores f{s, ) y las longitudes x,-x, , delos v
intervalos [x, ,, x, ], cuando la particién se hace

cada vez mas fina, es decir, cuando el maximo de las longitudes X, -X, tiende a cero. En simbolos,

b N
| rxax= tim 2 fs,)(x,-%,.,)

||P|| —0n=1

http://descartes.matem.unam.mx/recursos/Bachillerato/DGEE_DGTIC/
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Integracion numérica

Sumas inferiores

Sumas superiores b

S Fed(x) dx= 2,108663135691
a

Regla del punto medio

Regla del trapezoide

Regla de Simpson

A
a v 0
A
b 3,14159
v 14 2 2
NP :s A
/]

fx)= 1.5*sen(1.2*x)*cos(x/3)

http://arquimedes.matem.unam.mx/EJEMPLOS /03_EjemplosParaLicenciatura/03_Integracion_numerica/
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Sistemas auténomos
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F(xy) = Y/(x"2+yA2)-x G(xy) = ~XI(xN2+y2)-y
A A A A
T v2,50 ‘ dt 7{0,0050 sep. flechas v35,0 ‘ factor 7{0,15

http://arquimedes.matem.unam.mx/EJEMPLOS /03_EjemplosParaLicenciatura/09_SistemasDinamicos/
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Lotka-Volterra

A A
—‘3 2000 —‘0,0‘IOO A = 4,0000 B = 0,0065

X = gx- by
P Y

i = AxtBxy

4>

pasos: 400

Euler RungeKutta LeapFrog ‘ dt 4‘: 0,025 T 4‘:5

http://arquimedes.matem.unam.mx/EJEMPLOS /03_EjemplosParalicenciatura/09_SistemasDinamicos/LotkaVolterra.html
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Kepler 2D (Leap-Frog)

A A A

L =30000.00 E=-1331.49
DL =1,13% DE =4,53%
DL =3,73% DE=9,07%

DL =0,00% DE =0,60% g
A

[<)»

wAs |7 Ak |

http://arquimedes.matem.unam.mx/EJEMPLOS /03_EjemplosParaLicenciatura/09_SistemasDinamicos/Kepler2D.html

Euler { RungeKutta ‘ LeapFrog ‘ dT %{0,10
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Simulaciones aleatorias: probabilidad

Probabilidad

Extracciones: 200
@ frec. prob.
rojas: 0.365 0.400
verdes: 0.060 0.100
amarillas: 0.360 0.300
0.215 0.200

azules:

frecuencias

probabilidades

http://arquimedes.matem.unam.mx/chile/R3_Probabilidad /
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Simulaciones aleatorias: muestreo

ad a: Poblacié estra erre Matematicas,
B
POBLACION | | MUESTRA |
R e R ATEEGT ; Grafico y media de la poblacién| no 4|
Tamafio: 250 Media: 126.0
Desviacion estandar: 2.8 ; §
o
CONFIGURACION DE LA MUESTRA 4 - -
sin sesgo 4| Tamaﬁo: 3 X i ]
) 2
1
; alra altra)
PROPIEDADES DE LA MUESTRA {em) ml (em)
Tamafio: 50 Media: 125.9 115 128 125 131 35 115 120 125] 130 135
B : X - Y
Desviacién estandar: 34 k4 v

P 98 #8d 9 f
I

al ] I

Elige la poblacién, modifica su desviacion estandar y crea muestras de varios tamafios, con y sin sesgo

Desarrollo

matematicas


http://arquimedes.matem.unam.mx/chile/R2_Muestreo/
http://arquimedes.matem.unam.mx/chile/R2_Muestreo/

Modelos matematicos en la economia

Evolucién del mercado

Precio !
Un mereado tedrico de competencia Modelo del mercad
perfecta es aguel donde el ajuste de
precios y de la produccion se realiza solo
por la interaccion de la oferta v la demaca
=in que ningun agente de los gue intervienen
puedan manipular estos elementos. En este
mercado  tedrico  puede formularse  un
modelo  econdmico  basado  en 103
siguientes postulados:

1) Cuando al precio actual la demanda

supera a la oferta (exceso de demanda) el Py

precio tiende a subir y viceversa, cuanda [a

oferta supera a la demanda (exceso de

oferta) el precio tiende a disminuir. Py

2) Un aumento de precio tiende a aumentar Py

la oferta y disminuir 12 demanda. Y una P2

disminucion de precio disminuye |a oferta y Py R — -

aumenta la demanda - L % Fanidag

3) El precio tiende al nivel en el que la oferta
y la demanda se igualan, tienden al

A Al precio = 0.9095232757
denominado punto de eguilibrio 7

)
Mostrar calculos ‘ x0 ¥° |seoferta= 4906378569149

http://arquimedes.matem.unam.mx/lite/2013/1.1_Un100/_Un_048_LeyOfertaDemanda/
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a'planetario 2: Orbitas eliptica 0 Fisica,

Orbitas elipticas en el espacio

Parametros de Kepler para 6rbitas elipticas

El sistema de coordenadas

Excentricidad: e

~

4> 4> 4>
IS

Semieje mayor: sm

Afelio: af

Perihelio: pe

4>

Inclinacién: teta

>

ﬁi
N
i

Nodo ascendente: fi

Argumento de periapsis: psi :

A | Deperfil Plano de la Orbita Orbita Ejes x, z ‘ A

Anomalia verdadera: av

[}

s a
=]

A
v

Plano de la Ecliptica Periapsis

Motivacion

l]

inicio Desarrolio Cierre =)

http://arquimedes.matem.unam.mx/lite/2013/1.1_Un100/_Un_054_E|SistemaPlanetario_2/
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El tiro parabdlico

Geometria de'las trayectorias del iro'parabolico

Las trayectorias son
parabolas con directriz
horizontal a |a altura maxima
h y confoco F sobre la
circunferencia de radio h.

v oes proporcional a BF. h
Pulsando <Texto> yF

se puede ver una
demostracion.

Envolvente Construccion Animar Texto
L L

http://arquimedes.matem.unam.mx/EJEMPLOS /03_EjemplosParaLicenciatura/07_ElTiroParabolico/
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Las leyes de Kepler

niy/lavelocidad

Construccion de la trayectoria dadas la posicion ry la velocidad v

Envolvente Limpiar
| etk et | L~ % |

http://arquimedes.matem.unam.mx/EJEMPLOS /03_EjemplosParaLicenciatura/07_LeyesDeKepler/
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Astronomia y Fisica: Eclipses en 3D

ISTI =149.2467 ITLI =0.3924 Los eclipses 19 de Noviembre de 2009

L =-0,000000i +-0.020080j +7143 629500k E=1129.785007 Emax-Emin =0.000264

Ciclo de Saros Eclipse SOLAR 2005 Marzo 18 @
Eclipse LUNAR 2005 Septiembre 1
Eclipse LUNAR 2006 Febrero 30
Eclipse SOLAR 2006 Agosto 13
Eclipse SOLAR 2007 Febrero 11
Eclipse LUNAR 2007 Julio 24
Eclipse LUNAR 2008 Encro 23
Eclipse SOLAR 2008 Julio 6
Eclipse SOLAR 2009 Enero 4
Eclipse LUNAR 2009 Junio 17

Inicio i Anim / Pause

http://arquimedes.matem.unam.mx/EJEMPLOS /04_EjemplosParaPosgrado/03_Eclipses3D/
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Investigacion: La célula, 1 de 2

Al 292500 |A=2756 L=31.18
I K = 1271.52

FP 51100

k 51000

M S50

Vvisc 55

N 250

dt 5005
Reniciar

Pausa / Continuar

http://arquimedes.matem.unam.mx/EJEMPLOS /04 _EjemplosParaPosgrado/01_CadenasDeParticulas /01_Globulo_1.html
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Investigacion: La célula, 2 de 2

Al 12566 Josdpenn
@ Alooo L=59191
KN 26

Flu %0.95

Np %50

dt %0.25

Niter 125

[<)»

Reniciar ‘ Animar ‘

http://arquimedes.matem.unam.mx/EJEMPLOS /04_EjemplosParaPosgrado/01_CadenasDeParticulas /02_Globulo_2.html
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Investigacion: Poliedros inscritos en la esfera

Caras

Triplicar

Generar

Guardar

Caras

http://arquimedes.matem.unam.mx/EJEMPLOS /04_EjemplosParaPosgrado/01_CadenasDeParticulas/

José Luis Ab J i de Matemitica: -M. Tecnologia para promover la comprensién en matematicas


http://arquimedes.matem.unam.mx/EJEMPLOS/04_EjemplosParaPosgrado/01_CadenasDeParticulas/04_PoliedrosInscritos.html
http://arquimedes.matem.unam.mx/EJEMPLOS/04_EjemplosParaPosgrado/01_CadenasDeParticulas/04_PoliedrosInscritos.html

Investigacion: Cuerpos celestes compuestos

mind=-0,18441906 = -0,14090329 < 0,01579557=maxd
K=10,00000000
L=0,13750000

Piee 40, o 400,000010 Animar ‘ impiar ‘

http://arquimedes.matem.unam.mx/EJEMPLOS /04 _EjemplosParaPosgrado/04_Cuerpos_celestes/
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iCoémo es que DESCARTES promueve la comprension?

e Cuando el maestro desarrolla una unidad interactiva con
DESCARTES, tiene que planear una secuencia didactica. Eso le
da oportunidad de reflexionar sobre el origen, la importancia y
la utilidad del tema, asi como sobre su légica interna. Cosas
todas que deben quedar reflejadas en la unidad.

e Luego, el maestro crea simulaciones que ilustran algunas ideas
matematicas. Al hacerlo con DESCARTES descubre posibles
malentendidos y tiene la oportunidad de analizarlos y realizar
los ajustes necesarios para profundizar en el tema de estudio.
Con suerte, puede descubrir también alguna nueva propiedad
desconocida para él o incluso para el resto del mundo.
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iCoémo es que DESCARTES promueve la comprension?

e Estas actividades hacen que el profesor se sienta creativo,
orgulloso se sus desarrollos y deseoso de mostrarlos a sus
colegas y alumnos. Se interesa en descubrir si su unidad es
atil, y en encontrar formas de mejorarla. Todo esto mejora su
autoestima y redunda en beneficio de la educacién.

e Durante la clase, mientras los estudiantes estan interactuando
con la unidad en una computadora o una tableta, el maestro
queda libre para prestar atencién especial a aquellos
estudiantes que lo requieran. Al mismo tiempo, esto
proporciona una valiosa retroalimentacion acerca de las
unidades didacticas que se estdn aplicando.

Esto ha ocurrido en los proyectos DESCARTES y EDA en Espaiia
(ver informes de esto en http://recursostic.educacion.es/eda/web/descartes/descartes,descar‘tes2.html)
y continda sucediendo en la RED EDUCATIVA DIGITAL DESCARTES.
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i Qué podemos recomendar?

El desarrollo y uso de unidades didacticas interactivas puede ser
muy util en la educacién matemdtica. Pero no deben olvidarse
estos tres puntos:

e Es necesario involucrar a los maestros en el desarrollo de las
unidades.

e Los maestros deben apropiarse de las unidades.

e Las unidades deben mejorarse continuamente.
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® ABREU, J.L., The General 2nd Degree Equation in Two Variables, 2016
http://arquimedes.matem.unam.mx/ TIME2016/descartes/gral2ndegequ.html

e ABREU, J.L., Curriculum Vitae, 2016
http://arquimedes.matem.unam.mx/TIME2016/jlabreu/JLAbreu_CV.pdf

e ABREU, J.L., Anexo al Curriculum Vitae, 2016
http://arquimedes.matem.unam.mx/TIME2016 /jlabreu/JLAbreu_CV_Anexo.pdf

® RED EDUCATIVA DIGITAL DESCARTES http://proyectodescartes.org

® PROYECTO UN10O http://arquimedes.matem.unam.mx/lite/2013/1.1_Un100/indice.html

Esta presentacién puede descargarse de:

http://arquimedes.matem.unam.mx/TIME2016/
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