Geometria Visual

las matematicas que surgen

de como vemos al mundo

(Version preliminar)

Joseé Luis Abreu y Javier Bracho

29 de mayo de 2023



Introduccion

Una proporcion considerable de nuestro cere-
bro se dedica a crear esa nitida idea que tenemos
—y de la que dependemos— de un mundo exterior
tridimensional fijo en el que transcurrimos y deam-
bulamos. Una buena parte de esas neuronas pro-
cesan informacion visual y el resto la asocian con
otro tipo de estimulos sensoriales o de vivencias
previas. ;:Como le hacen? A eso nos referimos con
la pregunta ;como vemos al mundo? No es ;como
vemos el mundo? para pasar a describir algin as-
pecto de él como algo externo y objetivo, sino ;co-
mo es que logramos hacernos una idea tan bien
armada y solida, aqui dentro de esta cabecita, de
todo lo que esta alla afuera en nuestro derredory
como es que lo acomodamos en un espacio tridi-
mensional del que siempre somos su centro? Qué
procesos ha disenado la evolucion para que ten-
gamos ese vital y preciso entendimiento geométri-
co de nuestro entorno a partir de informacion pun-
tual (los estimulos que detectamos y procesamos).
De ese analisis, surgen matematicasy presentarlas

es nuestro objetivo.

Dos elementos basicos para entender como ve-
mos al mundo son: la perspectiva y el movimiento.

La perspectiva, que desarrollaron y llegaron a
dominar con maestria los pintores renacentistas,
demuestra como una imagen bidimensional bien
hecha genera laidea de una escena tridimensional.
Nuestros ojos producen dos de esas imagenes, y el
cerebro, valiéndose de sus diferencias, deduce la
tridimensionalidad cercana; y para la lejana, en la
cual esas dos imagenes se vuelven indistinguibles,
su movimiento —como cambian en el tiempo—y,
por supuesto, relacionarlas con la experiencia pre-
via, es lo que aporta la informacion extra necesaria
para situarnos en un espacio tridimensional.

La perspectiva renacentista dio lugar a la Geo-
metria Proyectiva. Nos propusimos tratar de hacer-
la mas accesible a estudiantes y maestros de bachi-
llerato y de ese esfuerzo surge este libro. Quisimos
ilustrar los razonamientos con figuras dinamicas, y
desarrollamos el programa ProGeo3D (acronimo de
“Projective Geometry 3D") para ese proposito. En-
tonces, nos sorprendimos con que las virtudes di-



namicas de las figuras daban pie a una vision muy
distinta de la que tuvieron las generaciones pasa-
das, y tanto en el itinerario tematico como en el es-
tilo de presentacion. Asi que en el titulo Geometria
Visual' caben dos acepciones. Por un lado, la geo-
metria que surge para entender, y por hacer énfa-
sis en, lo visual. Y por el otro, como se le presenta:
con ese fuerte apoyo grafico para ilustrar los razo-
namientos que permite “verlos” y que ha sido tan
apreciado en la ensenanza clasica de la geometria.

Asi que en este libro (si alin se le puede llamar
asi, pero lo hacemos en su sentido mas emblemati-
co), las construcciones retoman un papel protago-
nico como unidad de expresion matematica. Pero
ahora, como son construcciones dinamicas y for-
man parte integral de una exposicion didactica es-
crita, las llamaremos Escenas. Estas estan basadas
en una construccion clasica, es decir, en una se-
cuencia de operaciones geométricas —en un algo-

'Esta manera de referirse al area, aparece en el articulo
The horizon de John Stillwell, [9], que fue una gran inspiracion
para nuestro trabajo.

ritmo que produce una figura— pero ahora, y gra-
cias a la computadora que las transmite a una pan-
talla, tienen dinamismo en al menos tres sentidos.

Primero, como figuras de un libro se presentan
en pasos, que son etapas acumulativas de la cons-
truccion. Ayudan asi a entenderla y permiten ha-
blar de ella en diferentes momentos o desde di-
versos angulos. Al transcurrir una escena, el texto
correspondiente a pasos futuros se mantiene en
un color mas tenue. El cambio de paso se da como
un cambio de pagina; tipicamente, tiene el efecto
de resaltar el siguiente parrafo del texto y agregar
elementos a la figura. Y cuando se tiene que cam-
biar de pagina sin que haya concluido aln la es-
cena, la ventana en la que se esta desplegando se
mantiene en la misma posicion en la pantalla: la
hoja escrita cambia, pero no la figura.

Segundo, en ciertos pasos, las figuras son dina-
micas (como en los ya clasicos programas de geo-
metria dinamica), en el sentido interactivo de que
los puntos de los cuales depende la construccion
(y lafigura en la pantalla) se pueden mover a volun-
tad del lector; a esto lo llamaremos explorar la es-



cena en un paso dado. En ciertas escenas, como las
que ilustran métodos de la perspectiva, la explora-
cion en si juega un papel protagonico para conver-
tirse en un objeto de interés propio, pues se liga
intimamente a los movimientos que son un tema
matematico importante. Tan es asi, que se convier-
te en el eje tematico que hila la Parte Il.

Y tercero, en cualquier momento de una escena
en estado de exploracion (y todas las escenas tie-
nen al menos un paso en el que ésta se habilita),
el lector (o usuario) puede involucrarse en la cons-
truccion dentro del programa con que se creo ori-
ginalmente: ProGeo3D. Puede cambiarla, rearmarla
o proseguir mas alla en ella. Es decir, puede tra-
bajarla. Esto es particularmente importante, pues
desde siempre los textos matematicos se leen con
otro ritmo que los literarios; no se leen de corrido,
sino que exigen pausas para que el lector recon-
sidere, sopese, critique y profundice en lo que se
esta planteando. Esta posibilidad de revisar a fon-
do las construcciones para rehacerlas, cambiarlas
o deshacerlas y mejorarlas —dejar que se aduenen
de toda la pantalla y de nuestra atencion— ayuda

en ese sentido introspectivo. Da mucho sobre lo
cual rumiar o, como decimos los matematicos, tra-
bajar; aunque en lo mas hondo de nuestro ser, sa-
bemos que lo que hacemos es jugar.

El libro esta dividido en tres Partes. La prime-
ra retoma la motivacion basica de los pintores re-
nacentistas para explicar la perspectiva. Al mis-
mo tiempo, introduce al lector-usuario a ProGeo3D:
sus particularidades resultan importantes para en-
tender a, y trabajar con, el Plano Proyectivo. Tener-
lo ahi en la pantalla, contundente y logico, traba-
jar con sus herramientas especificas y jugar con
sus posibilidades ayuda, en su momento, a aceptar
las definiciones basicas de la Geometria Proyecti-
va y a entender la demostracion de sus teoremas
fundamentales, que es con lo que concluye esta
parte. Desde muy al principio, se introduce el con-
cepto de armonia —y la herramienta constructiva
correspondiente— que es central para nuestro tra-
tamiento de la materia.

En la Parte Il, se abordan los movimientos. Se
establece el marco tedrico minimo de Teoria de
Grupos para describir el sustento del Programa de



Erlangen de Felix Klein, en el cual, a finales del si-
glo XIX, se observa que dentro del Plano Proyectivo
hay modelos de las tres geometrias planas que re-
cién se estaban aceptando como validas. En esto,
el papel que juegan las curvas conicas es crucial;
pero como aqui las definimos con base en la armo-
nia (definicion original), las [lamamos curvas armo-
nicas. De nuevo, se concluye esta parte con la de-
mostracion de los teoremas que sustentan nuestro
tratamiento basado en las curvas conicas, o0 armo-
nicas, y de los teoremas clasicos sobre ellas.

En la Parte lll, se amplia el espectro teodrico
de la Geometria Proyectiva al que da un conjun-
to de axiomas de incidencia abstractos. Aparecen
las geometrias finitas que han tenido importantes
aplicaciones recientes; se retoma el enfoque clasi-
co de estudiar las proyectividades con un lenguaje
moderno, y se demuestra el Teorema de Aritmetiza-
cion: como es que unos simples y elegantes axio-
mas geométricos dan lugar a demostraciones de
todos los axiomas algebraicos (ahora como teore-
mas) que tienen que cumplirse, ver [9].

En términos historicos, la Parte | abarca hasta

principios del siglo XIX; su héroe matematico prin-
cipal es Girard Desargues. La Parte Il corresponde
al siglo XIX y sus personajes centrales serian Felix
Klein, Christian von Staudt y Germinal Dandelin. La
Parte Il corresponde a la vision del siglo XX, se vis-
lumbra la influencia de areas como Teoria de Ma-
troides, Geometria Discreta y Teoria de Categorias,
cuyos personajes centrales serian demasiados pa-
ra enumerar; indica la influencia precoz que ha te-
nido la Geometria Proyectiva en éstas areas y en
otras como la Topologia.

En términos de nivel, esperamos que la Parte |
sea de cultura general o bien, de bachillerato; la
I, de principios de licenciatura y la Ill ya es para
nivel mas avanzado. De cualquier manera, espera-
mos que los maestros de matematicas de todos los
niveles se beneficien de esta vision de la Geome-
tria Proyectiva; y que este trabajo coadyuve a inte-
grarla a diversos niveles de ensenanza.
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Parte |

Perspectiva, armonia y horizontes



Como es bien sabido y su nombre lo indica, la
geometria surge de la necesidad de medir la tie-
rra en pequenas porcionesy se sustenta, junto con
la arquitectura, en la necesidad de entender, mo-
delar, controlar y construir nuestro entorno inme-
diato. Pero ha evolucionado muchisimo. Y en esa
forma de evolucionar que tienen las matematicas:
mas que cambiar, van acumulando; pues las prime-
ras observaciones que se hicieron siguen siendo
validas y pertinentes (lo que es un cuadrado, por
ejemplo, o el Teorema de Pitagoras). En esa evo-
lucion de la geometria que se expresa hoy como
ramas diversas de un frondoso arbol, se incluyen
abstracciones geométricas que influyen profunda-
mente en nuestro entendimiento del mundo. Bas-
te senalar el trabajo de Albert Einstein empezando
el siglo XX que modela la estructura gravitacional
del universo y condujo, entre otras muchas cosas,
a predecir la existencia de los hoyos negros que
recién estamos aprendiendo a observar en el si-
glo XXI. Pero ademas, éstas “ramas o abstracciones
geomeétricas” no son las Gltimas —la evolucion de
las matematicas no se detiene— las mencionamos

porque son de las pocas que tienen resonancia en
la cultura cientifica general.

Se puede decir, de manera simplista pero tam-
bién con cierto tino, que la geometria evoluciono
de lo rigido a lo flexible. Lo que hoy llamamos To-
pologia es una geometria que acabo de estable-
cerse a principios del siglo XX —a la par de la Re-
latividad en la Fisica— y que trata de las propieda-
des continuas; sus objetos de estudio son elasti-
cos mas que rigidos: de no ser tan abstractos, se-
rian mas de hule o arcilla que de piedra o madera,
mas liquidos que solidos. En un sentido cualitativo,
es una geometria mas “elemental” que la geome-
tria clasica en la que todo se expresa o deduce de
distancias y angulos. Pero en términos historicos
aparece mucho después, pues expresar matema-
ticamente esa nocion “elemental” de continuidad
requiere de mucha mas sofisticacion que la simple
medicion de distancias.

En ese proceso de flexibilizacion de la geome-
tria que, a muy grandes rasgos, condujo desde la
Geometria Euclidiana hasta la Topologia, la Geo-
metria Proyectiva jugo un papel protagonico muy



especial. Siendo una extension natural de la Geo-
metria Euclidiana, es mucho mas elastica que ella,
y aunque no lo es tanto como la Topologia, la pre-
sagia e ilustra en muchos sentidos; pero ademas,
tiene el encanto de que aparecieron en su seno las
otras geometrias planas rigidas, la Hiperbolicay la
Eliptica (o esférica) que habian brotado por otras
motivaciones matematicas. Y, por si fuera poco, tie-
ne una cuna de rancio abolengo cultural: germina
en la creatividad de los pintores y arquitectos del
renacimiento.

Ellos se preguntaron ;como vemos al mundo? en
su sentido perceptivo. No como algo externo que
hay que describir, sino ;como le hacemos? qué pro-
cesos internos nos permiten formarnos esa idea
tan nitida del espacio tridimensional que habita-
mos. Y llegaron a la conclusion de que para plas-
mar en sus cuadros (bidimensionales) escenas tri-
dimensionales de manera realista, lo mejor era
componer (situar en un lienzo a los diversos ele-
mentos de la escena) segln el principio de pro-
yeccion: de aqui viene el nombre de la Geometria
Proyectiva. Y la razon profunda es que nuestro ce-

rebro esta cableado para interpretar justo ese tipo
de imagenes, pues cada uno de nuestros 0jos usa
ese mismo principio: deja pasar rayos de luz por un
pequefio orificio (la pupila) y transmite al cerebro
la imagen que se crea (una proyeccion) en la reti-
na —para simular, experimentar y entender mejor
este principio, se popularizo la camara oscura en
aquella época.

Lo que les interesaba a los pintores renacentis-
tas no era la teoria, sino recetas practicas y cons-
tructivas para componer sus cuadros. Sus herra-
mientas eran la regla y el compas y descubrieron
que habia unos puntos y unas lineas (los puntos
de fugay los horizontes) que, aunque no se vieran
en la escena, aunque no fueran reales, servian de
base o andamio constructivo para la composicion
correcta, o con buena perspectiva.

El libro que mejor documenta la revolucion pic-
torica renacentista es Della pittura, [2]. En él, su au-
tor Leone Battista Alberti (1404-1472) empieza por
precisar ;qué es pintar? para pasar a explicar —con
pasion y en lenguaje vernaculo, cuando lo usual
era aln escribir en latin— los métodos basicos de



la perspectiva que habian desarrollado su maestro
Filippo Brunelleschi (1377-1446), y los creativos ar-
quitectos y pintores que brillaron en la Florencia
del siglo XV.

Entre los pintores renacentistas que se encum-
braron con el uso de esos métodos, los refinaron
y los llevaron a la exquisitez, destacan el también
florentino Leonardo (1452-1519) y el aleman Dure-
ro (1471-1528); pero hasta la fecha, los arquitectos
y los pintores realistas los siguen usando para pre-
sentar sus proyectos o componer sus cuadros con
“buena perspectiva” —o “tan cercanos a la fotogra-
fia como es posible”, podriamos precisar hoy dia.

Dichos métodos tienen como fundamento a la
geometria euclidiana, asi que en su libro, Alberti
recurre a la autoridad intelectual de “los matema-
ticos” para zanjar, y en ocasiones esquivar, oscuras
discusiones respecto a los porqués de las recetas
que propone. Y esa reticencia es natural pues al
exponer los argumentos, surgen problemas filoso-
ficos serios que ponen en duda la concepcion co-
min de lo que es la geometria. En particular, es
ineludible mencionar el infinito —y en ese enton-

ces ni los matematicos se sentian seguros pisando
ese resbaloso terreno—, o bien, a veces parece que
se esta cuestionando el Postulado de las Paralelas
de Euclides —aln “sacrosanto” en aquella época.
En fin, el texto deja entrever que el fuerte —o el
interés— de Alberti no es la argumentacion precisa
y deductiva. Y entonces, como sucede mucho en la
ensenanza de las matematicas, opta por dar rece-
tas y aleccionar en procedimientos que funcionan
bien, mas que por intentar aclarar los razonamien-
tos en que tales recetas se apoyan.

Tuvieron que pasar dos siglos mas para que
un matematico, el francés Girard Desargues (1591-
1661), agarrara ese toro —el de la argumentacion
sistematica y formal de la perspectiva— por los
cuernos. Se le considera el padre de la Geometria
Proyectiva pues, ademas del teorema seminal que
lleva su nombre, se atreve a ampliar, en abstracto,
el Espacio Euclidiano para que los horizontes y los
puntos de fuga se pudieran incorporar con plenos
derechos a la teoria geométrica. Llamaremos a ese
espacio extendido el Espacio Desarguesiano. Pero
sucedio que su trabajo no tuvo eco inmediato en-



tre los matematicos —y an hoy dia, no alcanza la
presencia que le corresponde en la cultura cientifi-
ca general: los “puntos de fuga” y los “horizontes”
siguen siendo considerados como argucias técni-
cas de los dibujantes en lugar de entes matemati-
cos auténticos, que es lo que realmente son.

Y tuvieron que transcurrir otros dos siglos pa-
ra que las ideas de Girard Desargues recibieran la
atencion de sus colegas y se afianzaran como una
teoria geométrica en la primera mitad del siglo XIX.
Una razon historica de mucho peso por la que suce-
dio asi —que paso tanto tiempo— es que el famosi-
simo paisano contemporaneo de Desargues, René
Descartes (1596-1650), puso coordenadas al Plano
Euclidiano. Asi que simultaneamente a la Geome-
tria Proyectiva, nacio la Geometria Analitica basa-
da en el Plano Cartesiano (el que usa coordenadas)
y da trabajo de sobra al gremio matematico. El in-
terés general se concentra en esta vertiente de la
geometria que se roba los reflectores de la ense-
nanzay de la narrativa historica. Y con sobrada ra-
zOn pues muy pronto, con Isaac Newton (1642-1726)
y Gottfried Wilhelm (von) Leibnitz (1646 -1716), sur-

ge el Calculo para el cual el método de coordena-
das es esencial, como también lo seria en el desa-
rrollo de la Fisica y en la conquista teodrica de los
espacios de muchas dimensiones.

Como deciamos, a principios del siglo XIX se re-
toman las ideas y se desempolva el trabajo de
Desargues. Destacan en esta labor Jean-Victor Pon-
celet (1788-1867) y Karl Georg Christian von Staudt
(1798-1867) quienes, entre otras cosas, resaltan la
importancia del concepto de armonia para la Geo-
metria Proyectiva. Poncelet lo asocia con las cla-
sicas curvas conicas y von Staudt demuestra que
es independiente de la nocion de distancia (de la
cual, hasta ese momento, dependia su definicion).
De hecho, von Staudt ya es consciente de que se
puede desarrollar toda una teoria geométrica sin
utilizar las nociones clasicas de distancia 'y angulo,
y su obra “Geometrie der Lage”, [11], asi lo estable-

ce?.

2El nombre, Lage, “lugar” o “posicion” en Aleman, resuena
con el de Analysis Situs que es como se llamo antes del siglo
XX a la Topologia; von Staudt percibe la flexibilizacion.



Darle sentido visual y experimental, o vivencial,
a esto que acabamos de describir en términos his-
toricos —y que amerita ser parte de nuestra cultu-
ra cientifica basica— es el objetivo primordial de
la primera parte de este libro. Pero no nos aferra-
mos a la linea narrativa de la historia. Dejamos que
el medio se exprese. En vez de intentar recrear la
problematica de los pintores, nos aprovechamos
de la geometria dinamica. Damos por sentada la
idea seminal de Descartes de que las cuadriculas
son importantes para lograr concebir a un plano
como un todo, y nos abocamos a la tarea de di-
bujarlas en perspectiva y precisar de qué depende
eso. Asi, surge la idea de la armonia y se le pre-
senta como herramienta constructiva. Se usa co-
mo analogo del compas: en el primer capitulo se
utiliza como equivalente para “transportar distan-
cias”, y en el tercero (ya en la Parte IlI), para trazar
las curvas que llamaremos arménicas (cominmen-
te conocidas como curvas conicas) y que son como
se dibujan los circulos en perspectiva.

En paralelo (y con este estilo tipografico) le dedica-
mos tiempo y espacio en esta Parte I, a instruir al lector

en el uso del programa ProGeo3D. Puesto que fue dise-
fiado para modelar (y trabajar en) esta geometria, Pro-
Geo3D ofrece una experiencia dinamica y vivencial del
Plano Proyectivo; nos acerca visualmente a su compor-
tamiento. La computadora nos presenta al Plano Proyec-
tivo como algo tangible, manipulable y real; que esta
ahi con su logica propia y coherente.

Concluimos la presentacion de los métodos cla-
sicos de la perspectiva con construcciones dina-
micas de perspectiva tridimensional (mal-llamada
“de tres puntos de fuga”), para afianzar con ello las
ideas abstractas que viven en ese terreno comin
entre la técnica pictorica y las matematicas, y que
generaron los artistas del renacimiento.

En el Capitulo 2, ya con una fuerte motivacion, se
da la definicion formal del Espacio Desarguesiano,
se exponen los hechos basicos en los que esta ba-
sada la Geometria Proyectiva y se demuestran sus
teoremas fundamentales. Se concluye esta prime-
ra parte con la descripcion topologica del Plano
Proyectivo pues indica por qué fue tan importan-
te en el proceso de flexibilizacion de la geometria.



Capitulo 1

Perspectiva y armonia

Para los pintores renacentistas, segin Alberti:

Pintar es el arte de plasmar en un lienzo
lo que ve —o deberia ver— el pintor ante
una escena real —o imaginaria.

Y para decidir qué va en cada punto del cuadro —lo
que Alberti llama componer el cuadro— debe fijar
la escena, el plano del lienzo y la posicion precisa
del ojo del pintor. Entonces, “se proyecta la escena
en el lienzo desde el o0jo”.

Este grabado de Durero, ilustra con claridad es-
ta idea y un método para realizarla (con un cuadro

de muy dificil perspectiva) en la que se usan cua-
driculas, tanto en el plano que a la larga sera el del
lienzo, como en el papel en el que el pintor esta di-
bujando un primer boceto.



Para escenografias abiertas que incluyen perso-
najes y objetos a distintas profundidades —y mas
aln si son escenas imaginarias—, conviene usar
otros métodos. Sabemos bien —y lo aprendemos
vivencialmente desde muy pequenos— que la esca-
la disminuye conforme los objetos estan mas dis-
tantes: “entre mas lejos esta, mas pequeno se ve”,
pero determinar qué tanto no es facil. El problema
basico es saber en qué lugar del lienzo y con qué
escala se debe dibujar algo que esta en la escena,
y el apoyo técnico fundamental consiste en apren-
der a dibujar cuadriculas en perspectiva. Pues un
plano cuadriculado permite situar con precision a
cualquier objeto en él, usando el método que hizo
ilustre a Descartes: se fija a un cuadrado como ori-
gen o “la base”, y se determina cuantas casillas en
las dos direcciones de la cuadricula hay que mo-
verse para llegar al lugar deseado. Si sabemos los
datos del objeto real (cuantas casillas hacia atras
y cuantas a un lado) y tenemos la cuadricula ya di-
bujada en el lienzo: ya sabemos en donde va; pero
ademas, una vez ahi, el tamaino del cuadradito co-
rrespondiente dictara la escala.

Resulta que asi como un piso de mosaicos cua-
drados queda determinado por una primera loseta
(las nuevas piezas, como bien lo saben los mosai-
queros desde tiempos inmemoriales, se colocan
coincidiendo en las aristas de las que ya fueron co-
locadas), también al dibujarlo en perspectiva, todo
queda definido en cuanto se dibuja la primera pie-
za en el lienzo. A ;como lograrlo? se dedican nues-
tras primeras escenas. Surge de ellas la nocion de
cuartetas armonicas que se convertira en nuestro
concepto basico y que aqui se empieza a utilizar
como herramienta constructiva.

Al estudiar algo mas elemental que las cuadri-
culas que son las reticulas triangulares surge natu-
ralmente el Teorema de Desargues, que es caracte-
ristico de la nueva geometria que se esta gestan-
do (no lo demostramos aln, pero lo enunciamos
y lo usamos). Para finalizar el capitulo, aplicamos
la vision que se ha desarrollado a describir las re-
cetas que proponia Alberti y vemos como dibujar
un cubo con buena perspectiva; lo cual da lugar al
equivalente tridimensional de una cuadricula.



11.  Cuadriculas en perspectiva 'y
cuartetas armonicas

Supongamos que un pintor nos entrega en un
lienzo el dibujo de una de las losetas cuadradas
de un mosaico en un piso (la loseta basica, llamé-
mosla) y nos reta a dibujar el resto del mosaico.

Tenemos que dar una receta: una construccion
que consiste en una serie de trazos con regla, y al
mismo tiempo debemos estar atentos a por qué la
receta funciona.

114.  Horizonte y puntos de fuga

ESCENA 1. Horizonte de una loseta.

Un cuadrilatero dibujado en el lienzo, que en
nuestro caso es la pantalla, consta de cuatro seg-
mentos que son sus lados. Hemos pintado de rojo
y azul a las parejas de lados opuestos que definen
las dos direcciones principales (o ejes) de la cua-
dricula.

Cada lado se extiende a una linea en el lienzo.

Y al trazar las cuatro lineas, los pares que corres-
ponden a los lados opuestos de la loseta basica se
cortan en dos nuevos puntos.

Siguiendo la nomenclatura cartesiana clasica,
los hemos denotado por X, ‘Infinito del Eje-x,y Y
para ‘Infinito del Eje-y’. Vamos a suponer que am-
bos estan en el lienzo por cuestion argumentativa;
en su momento veremos como proceder si no es
asl. Estos puntos (X'y Y) son los puntos de fuga de
la loseta basica. Como dos lineas paralelas nunca



se tocan, pero al dibujarlas si lo hicieron, el punto
de interseccion no viene de uno real, lo pensamos
como punto en el horizonte (a distancia real infini-
ta); pero en el lienzo tiene una presencia contun-
dente —jahi estal— y le damos el nombre especial
de “punto de fuga”.

Y por estos dos puntos de fuga, Xy Y, que deter-
mina la loseta basica, se traza una nueva linea que
[lamaremos el horizonte de la loseta. Corresponde
a la linea del horizonte en un desierto plano y los
pares de lineas corresponden a las paradigmaticas
vias de ferrocarril: paralelas en el piso pero no en
el lienzo; visualmente se juntan. Y como ya se te-
nian determinados dos puntos del horizonte, a és-
te no le queda mas que ser la linea que pasa por
ellos. Aqui, estamos usando el hecho basico de que

e por dos puntos en un plano se puede
trazar una unica linea recta,
y a esto es a lo que se llama la herramienta regla
cuando los puntos estan en el lienzo.

Una de las diagonales del cuadrangulo corta al
horizonte en un punto A, que podemos llamar ‘In-
finito DiAgonal’ Estos tres puntos en el horizonte
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que hemos bautizado ‘Infinito de Tal’ son los famo-
sos puntos de fuga. En la escena real no existen,
insistimos, pero en el lienzo si existen y seran de-
terminantes para la construccion. Hay que remar-
car que ellos y el horizonte, quedan determinados
por los cuatro vertices de la loseta basica —y aho-
ra, en este Gltimo paso, ya se puede mover la figura
conforme se muevan dichos vértices, que son los
puntos de control de la construccion.

Conviene hacer un pareéntesis para presentar al pro-



grama ProGeo3D con el que hicimos, y ahora estamos
visualizando las figuras. Este Gltimo paso, cambié la ex-
periencia de estar mirando una imagen fija al estado de
exploracion en el que podemos interactuar con la figura
—por esto se dice que este programa es de geometria di-
namica. Al mover (con el ratéon o con el dedo) uno de los
puntos de control (aquellos que se dibujan con un hue-
co) la figura se mueve pero las caracteristicas abstrac-
tas de la construccion se conservan. Esto nos permite
observar distintas figuras o instancias particulares que
surgen al jugar con una misma construccion.

En la parte inferior de la ventana aparece al centro el
“Seleccionador” de objetos (como un cursor), que es la
herramienta basica para explorar y es la que esta acti-
va por omision; con ella se seleccionan los objetos pa-
ra cambiar sus cualidades o moverlos, cuando esto es
posible. A sus lados estan las herramientas de panta-
lla: hay un boton para “Arrastrar” y otro para ampliar
0 hacer “Zoom” a toda la figura. Le sigue hacia la dere-
cha el icono de “Recargar”, con el que se puede regresar
en cualquier momento a la posicion inicial —la que es-
cogieron los autores. Luego viene el boton que pone o
quita la tipografia; le sigue el de “Play” —que sirve pa-
ra ejecutar algunas animaciones automaticas cuyo fun-

1

cionamiento explicaremos mas adelante—, y por dltimo
aparece el boton que amplia la escena de manera que
llegue a ocupar toda la hoja o la pantalla.

Arriba a la derecha el icono de engrane cambia al es-
tado de “Trabajo” en el cual surgen de los margenes los
menus de herramientas; el boton que lo activée adquie-
re forma de ojito indicando que al pulsarlo el programa
regresa al estado de “Exploracion”.

En el estado de “Trabajo” o edicion, conviene empe-
zar a experimentar con las herramientas de “Deshacer”
y “Rehacer”, que se encuentran abajo a la derecha y que



tienen el nimero de objetos construidos entre ellas dos
(esta construccién consta de 19 instrucciones).

Al pulsar “Deshacer” repetidamente, se viaja hacia
atras en la construccion. El programa senala la herra-
mienta de la Gltima instruccion con el color que se usé
y la escena regresa a ese momento anterior. Las herra-
mientas que se usaron en esta construccion son “In-
terseccion” para obtener el punto donde se cortan dos
rectas, la de “Punto-Recta” para el trazo de los prime-
ros cuatro puntos y las lineas por ellos, la de “Plano-
Triangulo” con la que se coloreo la loseta y la de “Seg-
mento”.

Se puede reconstruir paso a paso la escena pulsando
“Rehacer”, o bien, se puede retornar de un sélo golpe al

final (y en la posicion inicial) con “Recargar” dentro de
la ventana.

Poco a poco, en las siguiente escenas, iremos descri-
biendo cada una de las herramientas del programa. .

Regresando al dibujo en perspectiva, definimos
el horizonte de una loseta como la linea que pa-
sa por sus dos puntos de fuga basicos. La cons-
truccion de la cuadricula dependera de la siguiente
afirmacion:
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e todos los puntos de la linea al horizon-
te son puntos de fuga.

Para verlo, hagamos un experimento mental de
esos que usaba Einstein. Supongamos que la lose-
ta basica es el dibujo de una loseta en un piso in-
finito sobre el que estamos parados. Mandemos a
un par de novios agarrados de la manita a cami-
nar en una direccion fija sobre el piso ;Qué vemos?
Por supuesto: que se hacen chiquitos. Ellos cami-
nan tan campantes sobre lineas paralelas en el pi-



so, pero en el lienzo tienden a convertirse en un
punto del horizonte; y ademas, cualquier otra linea
paralela a las suyas se dibuja como linea que tam-
bién incide en ese mismo punto (basta pensar en
un tercer personaje moviéndose a la misma velo-
cidad por otra linea paralela: sus distancias reales
se mantienen fijas, pero en el lienzo se encogen).
Entonces, lineas paralelas en el piso se ven (y por
tanto se deben dibujar) como lineas que concurren
(o se juntan) en un punto de la linea horizonte. Asi,
los puntos en ella representan las distintas direc-
ciones de lineas en el plano, y son sus puntos de
fuga. Estan en el lienzo, pues en el piso se quisie-
ran situar como puntos en el infinito; tomese esto
como una manera de hablar, como una descripcion
que luego habremos de precisar. [

De este hecho se deduce un procedimiento para
extender el dibujo de la loseta basica al de todo el
mosaico, o cuadricula, que ella determina.
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11.2. Cuadriculas y armonia

ESCENA 2. Construccion en escalerita.

Regresemos a la construccion anterior: ya tene-
mos una loseta dibujada en el lienzo con su hori-
zonte y tres puntos de fuga ‘Infinito de Tal' en él.

Por lo que acabamos de argumentar, la linea dia-
gonal de la siguiente loseta (en direccion a Xy que
veriamos a la derecha) debe ser la que va al ‘Infi-
nito DiAgonal’ A, partiendo de la esquina inferior



derecha de la loseta basica.

Esto da el vértice superior derecho de la loseta
siguiente como la interseccion de dos lineas.

Desde ahi debe dibujarse la siguiente linea verti-
cal (al ‘Infinito del Eje-y’, Y); y entonces su intersec-
cion con la otra diagonal es un nuevo punto desde
el cual podemos trazar una linea hacia el otro in-
finito, el horizontal, X... y esto produce un nuevo
punto con el cual reiterar el proceso.

Se puede seguir asi, en escalerita, trazando li-
neas hacia Y y hacia X desde puntos que se alter-
nan en las dos diagonales por A, hasta donde se
quiera hacer crecer a la cuadricula.

Para extender la cuadricula hacia atras, hacia el
espectador-pintor, también sirve el método de la
escalerita; moviendo la figura para que los puntos
requeridos aparezcan en pantalla. O bien, se puede
trazar la otra diagonal de la loseta (en verde) para
que sus intersecciones con las lineas rojas o azules
(@ X oaY)queyatenemos, nos den puntos desde
los cuales trazar lineas hacia el otro infinito.

Llamemos a la figura que da la posicion inicial
de la construccion
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e el andamio constructivo de un piso,

pues se puede pensar como los trazos auxiliares
que al final se ocultaran, pero que guian al pintor
en la composicion de un cuadro —en el cual, pode-
mos suponer, aparece un piso cuadriculado.

Este es un ejemplo de las técnicas de la perspec-
tiva que se desarrollaron en el renacimiento. Pero
ahora, mucho mas que a la simple regla que usa-
ban entonces, tenemos en nuestras manos a la po-
derosa herramienta de la geometria dinamica.



Es importante que el lector se involucre y se dé
su tiempo para jugar con la construccion (usando
los puntos-control de la loseta basica) para llevar-
la a que sea el andamio constructivo para dibujar
un techo; o bien, para fachadas de edificios vistos a
la izquierda o a la derecha y desde arriba o desde
abajo (hay que hacer paralelos y verticales a una
pareja de lados opuestos de la loseta basica —que
en este caso representa una ventana del edificio—
y jugando con sus tamafios y posiciones relativas).
También se puede uno acercar a una cuadricula eu-
clidiana: haciendo paralelos a ambos pares de la-
dos opuestos simultaneamente, lo cual acerca la
linea horizonte al infinito.

Lo que debe quedar claro después de esta ex-
ploracion es que los pisos y los techos tienen hori-
zontes horizontales (valga la redundancia®), mien-
tras que las fachadas tienen horizontes verticales
(v su ‘loseta basica’ representa a una ventana). En

’... pues el nombre que se le did a la linea asociada a una
loseta, ‘horizonte’, es generalizacion de este caso del lengua-
je comiin para referirse a nuestro entorno cotidiano.
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el paso de unos andamios a otros, nuestro siste-
ma perceptivo nos hace ver planos inclinados co-
mo sus horizontes; y entre mas se aleje de la pan-
talla el horizonte, mas de frente estamos viendo a
la cuadricula; mas se parece ésta a una cuadricula
euclidiana de paralelogramos iguales lograda con
lineas paralelas en dos direcciones y a distancias
fijas entre ellas. Esta Gltima, es la definicion que es-
tamos usando de “cuadricula”, aunque no esté es-
trictamente hecha de cuadrados, vale la pena sim-



plificar la terminologia para fijar la idea.

En éste Gltimo paso anadimos mas lineas diago-
nales de la cuadricula. Tanto de las naranjas con
punto de fuga A, como de sus opuestas, pintadas
de verde y que concurren en el nuevo punto de
fuga, B, en el horizonte (quiza haya que mover la
cuadricula para verlo). Esta imagen como de cuatro
soles nacientes que hace surgir una cuadricula en
su linea horizonte, conduce a una de las nociones
centrales de la geometria proyectiva:

e Diremos que la cuarteta de puntos en
la linea horizonte

X,B,Y,A
es una cuarteta armonica.

Lo primero que debemos notar es que mas que
a una cuarteta de puntos, esta definicion se refiere
a dos parejas de puntos en una misma linea: X y
Y son los puntos de fuga de la loseta basica (los
puntos de interseccion de sus lados opuestosy por
los que pasa su linea horizonte), mientras que la
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otra pareja, A y B, corresponde a los puntos de
fuga de las diagonales de dicha loseta. Entonces,
debemos decir con mas precision que

Ay B son armonicos respectoa Xy Y.

La primera pareja son los puntos de fuga de las
diagonales y la segunda de los lados de una loseta
y su cuadricula asociada.

Observemos de la figura que las lineas diagona-
les (naranjas y verdes y ademas punteadas) tam-
bién forman una cuadricula; pero con puntos de



fuga basicos A y B, y cuyas diagonales tienen pun-
tos de fuga Xy Y; podriamos llamar a esta cuadri-
cula (naranja-verde) la cuadricula diagonal de la
original (roja-azul). Y esto implica que

e [a relacion de armonia es simétrica.
Es decir, también se cumple que Xy Y son armoni-
cos respectoa A y B.

Veamos ahora el funcionamiento de las herramien-
tas basicas o de incidencia de ProGeo3D.

En estado de trabajo o de edicion (hay que pulsar el
icono de “Trabajo”), aparecen en la barra superior las
herramientas para manejar archivos y para la edicion
de pasos que discutiremos brevemente en los ejercicios.

El boton de hasta arriba en la columna de herramien-
tas geométricas a la derecha es el que cambia de “geo-
metria proyectiva” a “geometria euclicidana”: simple-
mente esconde o muestra las herramientas correspon-
dientes. En la geometria proyectiva no hay nocion de
distancia, es algo mas elemental en el sentido de que
tiene menos herramientas. En téerminos de las clasicas
construcciones con regla y compas, para este libro jse
nos olvidé el compas!

Las herramientas basicas, o de incidencia, son las
dos de hasta abajo en la columna de herramientas.

17

Al activar la herramienta “Punto-Recta” y hacer un
clicsimple en la pantalla: se produce un punto; se incor-
pora un nuevo punto a la base de datos de la construc-
cién en la posicion indicada. Pero si se mantiene la pre-
siény se arrastra el raton (o dedo) sin levantarlo y luego
se levanta en otro lugar, ProGeo3D traza una linea. Asi,
se producen puntos o lineas con una sola herramienta,
pues se pueden identificar una o dos posiciones en la
pantalla (clic simple o presionar-arrastrar-levantar) en
un solo gesto.



Ademas, el tipo de punto que se genera (en el clic
simple o en cualquiera de los dos momentos claves del
arrastre) depende de la posicion que se indica. Si es un
lugar sin objetos graficos (un espacio vacio de la figu-
ra) se crea un nuevo punto libre o de control: éste se
indica con un circulito vacio y al seleccionarlo después
(con el cursor-seleccionador activo) se le podra mover
libremente. Si el lugar donde se presiona o se levanta
la presion esta sobre un punto ya definido, el sistema
lo usa para construir una linea. Si esta sobre una linea
pero sin nada mas cerca, se crea un punto en una linea:
se podra mover sélo en ella, sin salirse nunca y al selec-
cionarlo despues, se activa el control de “Play” con el
cual, apretandolo, el punto se desplaza sobre su linea
usandola como carril (después veremos que esto sirve
para producir animaciones y otros objetos). Y finalmen-
te, si la posicion que se senala es la interseccion de dos
lineas, se crea un nuevo punto de la construccion cuya
posicion siempre sera esa interseccion (y se dibuja co-
mo un punto sélido, por ejemplo: A, B, X 0 Y).

La otra herramienta de incidencia es la de “Intersec-
cion”. Genera el punto de interseccion de dos lineas al
hacer clic en su interseccion visual. No es redundante
con la herramienta “Punto-Recta” que acabamos de des-
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cribir, pues a veces hay muchos puntos cercanosy el pro-
grama interpreta a otro punto del que queremos. Enton-
ces, el gesto para seleccionar a un par de objetos se ha-
ce muy util: con la herramienta “Interseccion” activa, si
se hace clic en cualquier parte de una linea, se arrastra
el raton y se levanta estando sobre otra linea, se gene-
ra al punto de interseccion de esas dos lineas; asi, a la
base de datos de la construccion se pueden incorporar
puntos de interseccion que no se encuentran en la pan-
talla en ese momento.



Aprovechando el gesto de arrastre con el que se pue-
den seleccionar dos objetos o dos lugares de la pantalla,
una sola accién, o gesto, se puede convertir en hasta
tres instrucciones diferentes para la construccion (co-
mo la creacion de dos puntos nuevos y de una linea por
ellos). Es importante jugar con estas posibilidades, pues
definir puntos distintos de los que se requieren es co-
min y conduce a construcciones equivocas.

Por dltimo, hay que senalar que cada objeto grafico
que se define (hasta ahora puntos y lineas) tiene cua-
lidades o atributos: color, grosor y estilo. Estas se de-
ben indicar antes de la accion que los produce, o bien,
se pueden cambiar después usando el seleccionador y
cambiandolos; también se puede hacer usando la herra-
mienta “Cambiar”, que se encuentra a la izquierda del
panel de colores. Esta permite cambiar las cualidades
de un objeto al hacer clic en él con el color y el tamano
deseados previamente seleccionados; sirve para hacer-
lo rapidamente en varios objetos, con un sélo clic sobre
cada uno de ellos; por ejemplo, “cambiarles el color a
todas las lineas que pasan por X”.

EJERCICIO 1. Define nuevos puntos de los tres tipos (li-
bres, en lineas o de interseccion) con un sélo click (qui-
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za convenga ampliar la loseta basica para que haya es-
pacios libres). Traza nuevas lineas y observa sus diver-
sos comportamientos cuando se mueve ahora la lose-
ta basica. En particular, traza lineas por los centros (i.e.
la interseccion de las diagonales) de dos losetas conti-
guas y observa que pasan, como deben, por otros cen-
tros y el punto de fuga basico que les corresponde.

EJERCICIO 2. Recarga la escena. Traza lineas con diversas
pendientes entre puntos de interseccion de la cuadri-
cula. Observa experimentalmente que si son paralelas



en la cuadricula (tiene las mismas pendientes, medidas
por el nimero de losetas en ambas direcciones que se-
paran a los dos puntos que definen la linea, por ejemplo
2 : 1), entonces concurren en un mismo punto de fuga
en el horizonte.

EJERCICIO 3. En una nueva escena, que se abre con el
boton de abajo a la izquierda, traza en escalerita una
cuadricula en perspectiva de cinco por cinco controla-
da por la loseta central (se puede lograr con 30 ins-
trucciones, aunque se reduce a 15 gestos con la herra-
mienta “Punto/Recta”). Para guardarla en un archivo,
se usa el icono correspondiente en el margen superior
a la derecha que produce ventanas de dialogo estan-
dares. Abre ese archivo que tiene extension .pg3 con
cualquier editor de texto simple y observa que tiene un
preambulo que define las caracteristicas generales de
la escena; luego tiene una lista de las instrucciones ba-
jo la linea <CONSTRUCTION> (observa su estructura, ca-
da linea describe una instruccion), y concluye con una
seccion que describe los <PASOS>, que en este caso es
alin uno unico. Regresando a ProGeo3D, observa que el
icono de lapiz arriba a la izquierda, el “Editor de Pasos’,
hace aparecer una ventana en donde se puede editar la
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presentacion de la escena en pasos. En su margen de-
recho se pueden anadir nuevos pasos, hazlo, y podras
presentar en pasos tu construccion escogiendo hasta
qué instruccion se despliega en cada uno, modifican-
do el contador “ver” que se refiere a las instrucciones.
Vuelve a guardar y compara archivos: solo cambié la ul-
tima seccion. Juega con estas posibilidades de presen-
tacion de tu escena. Para ponerle titulo pulsa en el titulo
(aunque ahora esté vacio) y aparecerda una ventana para
cambiarlo.



1.2.  Subdivision y puntos ideales

La construccion en escalerita no es la (nica ma-
nera de construir cuadriculas en perspectiva. Con
un ejemplo concreto, veremos que hay otras ma-
neras de hacerlo y con ello motivaremos nuevas
herramientas de ProGeo3D.

1.21.  Un roseton y decoraciones

Vamos a ver con detalle como hacer el dibujo en
perspectiva de una ventana en forma de roseton
de 8 picos, como el de la figura.

—
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ESCENA 3. Roseton de 8 picos.

Empezamos con una loseta basica —que sera el

cuadrado central del roseton— con su horizonte y
sus tres puntos de fuga. Hemos trazado, ademas
las tres lineas diagonales que se pueden trazar por
sus veértices, pues...
..producen cuatro puntos de interseccion, desde
los cuales se pueden trazar lineas en las direccio-
nes principales que completan una cuadricula de
tres por tres.



Al trazar las tres lineas en la otra direccion dia-
gonal (en verde), aparecen nuevos puntos de inter-
seccion en los centros de cinco cuadrados.

Con ellos, se pueden trazar nuevas lineas en las
direcciones basicas de los ejes para completar una
cuadricula de 6 por 6. Hemos subdividido la cuadri-
culade3por3conelusodelaotradireccion diago-
nal para obtener centros de losetas. Y asi, en prin-
cipio, se podria subdividir una cuadricula las veces
que fueran necesarias para poder detallar alguna
region de un cuadro en perspectiva.

Los 49 puntos de interseccion de lineas rojas
y azules —que vemos nosotros, aunque no to-
dos estén incorporados a la base de datos de la
construccion— constituyen lo que podemos llamar
el timbiriche de la cuadricula...

Incluye ya a los puntos que se necesitan para defi-
nir el roseton deseado con segmentos y colorearlo
con triangulos.

El resto de la construccion es decoracion; y por deco-
racion nos referimos a como se presenta la figura.

El cambio esencial del paso anterior a éste es que se
ocultaron los objetos de ciertos colores. Ademas de con
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el cambio de pagina del texto, también se puede nave-
gar en los pasos de una escena dentro de la figura: los
controles estan a la izquierda del “Ojito/Engrane” (que
alterna entre estados de exploracion y trabajo). Sirven
para pasar la figura al paso anterior o al siguiente. Vaya
al paso anterior (5/7) y regrese a éste (6/7), para obser-
var (en modo “Trabajo”) que en el panel de colores se
activan o desactivan muchos colores (aparecen con ta-
che en el panel y los objetos correspondientes desapa-
recen de la figura). Al pulsar un tache, se elimina como
tal y reaparecen los objetos de ese color.



Esencialmente se oculté buena parte del andamio
constructivo, pero mantuvimos a la loseta basica de
control y a la linea horizonte junto con la cuarteta ar-
ménica de la cuadricula.

El otro aspecto de la decoracion que queremos tocar
es mucho mas profundo y delicado. Tiene que ver con el
meollo de la geometria proyectiva que propuso Desar-
gues dos siglos después de que aparecieran los méto-
dos de la perspectiva. El sistema ProGeo3D modela a lo
que llamaremos el Plano Desarguesiano o Proyectivo:

e se le anaden al Plano Euclidiano puntos en
el infinito, que llamaremos ideales: uno por
cada clase de paralelismo de rectas.

Estudiaremos esto con mas cuidado en el siguiente capi-
tulo. Por lo pronto, no hay que preocuparse mucho por
ello y tomar a estas figuras como lo que se ve en una
porcion —la pantalla— de ese plano que definié Desar-
gues (y que aqui cerquita coincide con el clasico Plano
Euclidiano). Trabajar o jugar dinamicamente con las fi-
guras, moverlas y observar como se comportan, ayuda-
ra a crear la intuicién correcta para que, en su momento,
la teoria formaly rigurosa se perciba como algo natural.

Las herramientas “Segmento” y “Triangulo” estan di-
senadas para expresar las particularidades del Plano
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Desarguesiano. Si se selecciona una linea, llamémos-
la h de horizonte, y se pulsa después alguna de es-
tas dos herramientas —con h previamente selecciona-
da, insistimos— se dibujara el segmento o el triangulo
del Plano Desarguesiano que NO toca a la linea h.

Un segmento se define como si fuera linea: con un
arrastre. Si los dos extremos estan del mismo lado de h
(tiene sentido pues los tres objetos estan en la pantalla),
se dibuja el segmento clasico entre ellos; pero si estan
en lados opuestos de h, se dibujara el segmento “exte-
rior” que no toca a h y no esta enteramente contenido



en la pantalla: “pasa por el infinito” en el correspondien-
te punto ideal para regresar por el otro lado.

Lo mismo sucede con los triangulos. Para definir uno,
con la herramienta “Plano” activa, se selecciona (o se
crea) uno de sus vértices con un clic simple y, después,
se arrastra el cursor entre los otros dos veértices. Si cuan-
do se pulsé la herramienta “Plano-TriGngulo” habia una
linea previamente seleccionada, el triangulo que se di-
buja NO la tocara.

Si se activan éstas herramientas sin tener una linea
seleccionada, el programa selecciona (por omisién) a la
linea al infinito (la que forman todos los puntos ideales
que afnadio Desargues), y el resultado sera entonces el
euclidiano clasico: se obtiene al segmento o al triangulo
de toda la vida.

Hay que remarcar que a los atributos de estos obje-
tos (color, grosor y estilo), se les tiene que determinar
una vez que ya esta activada la herramienta, pues al se-
leccionar la linea que hara de horizonte se muestran au-
tomaticamente sus cualidades. O sea, el orden correcto
para construir estos objetos es: primero se selecciona la
linea-horizonte, luego la herramienta, luego se escogen
los atributos deseados y finalmente se hace la construc-
cion geometrica del segmento o triangulo.
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En la figura del roseton, todos sus segmentos y trian-
gulos tienen como horizonte al de la loseta-control (que
mantuvimos en la figura). Se puede observar entonces
laimagen sin sobresaltos y con continuidad natural. Ex-
plorese laimagen cuando uno de los puntos de la loseta
de control cruza la linea de otros dos. Hay que notar que
en el momento en que tres de sus puntos-control son co-
lineales la construccion pierde sentido pues en ese caso
algunos puntos generados como interseccion de lineas
no estan bien definidos; pero eso sucede en un instante
y la imagen se rearma inmediatamente después.



Vale la pena volver a explorar la Escena 1, que es la
construccion mas simple. Ahi, los cuatro segmentos de
la loseta estan definidos desde el principio y por tanto
tienen, por omision, la linea al infinito como horizonte,
o sea como aquella a la que no tocan; pero los dos trian-
gulos que colorean la loseta ya tienen como horizonte
al mismo de la loseta. Compara los comportamientos de
unos y otros. También vale la pena empezar una cons-
truccién nueva (abajo a la extrema izquierda de las he-
rramientas esta el icono para ello) dibujar una linea y
experimentar con distintos segmentos y triangulos que
se crean cuando se le selecciona como horizonte.

Este tltimo paso es de decoracion para tomar la foto
con que empezamos la escena. .

EJERCICIO 4. En las Gltimas instrucciones de la construc-
cion, se trazan los segmentos negros que enmarcan al
roseton. Para experimentar los “sobresaltos” y las “dis-
continuidades” que describimos como motivacion pa-
ra dibujar segmentos y triangulos tomando en cuenta
su horizonte, redefine los segmentos negros que enmar-
can al roseton sin seleccionar el horizonte de la loseta
(es decir, con la linea al infinito como horizonte por omi-
sion) y mueve la figura. Veras que ésta ya no se compor-
ta tan civilizadamente como antes y que, efectivamen-
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te, abundan los “sobresaltos” y “brincos discontinuos”
cuando algunos puntos cruzan la linea al infinito.

EJERCICIO 5. En una nueva escena, define un triangulo
como tres puntos con sus lineas y colorea con colores
distintos las cuatro regiones triangulares a que da lugar
en el Plano Proyectivo. Sugerencia: en un color que lue-
go ocultaras, traza lineas auxiliares para usarlas como
horizontes.



1.2.2. Reticulas triangularesy

coincidencias

Hemos visto como expandir cuadriculas a partir
de una loseta y también como refinarlas o subdivi-
dirlas. La linea horizonte (que depende de la loseta
basica) juega un papel fundamental en la construc-
cion. Veremos ahora que el horizonte puede darse
como un dato inicial en sustitucion de uno de los
cuatro vértices, y que es necesario para dibujar re-
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ticulas triangulares.

Una reticula triangular euclidiana consta de li-
neas en tres clases de paralelismo de tal manera
que en cada veértice, que es la interseccion de dos
de las lineas, concurren lineas de los tres tipos. Las
reticulas mas usuales y mejor conocidas son con li-
neas a 60 grados y da lugar a un adoquinamiento,
mosaico o teselacion de todo el plano por trian-
gulos equilateros. Pero éstas reticulas se pueden
dibujar a partir de cualquier triangulo.

ESCENA 4. Reticula triangular euclidiana.

A partir de un triangulo de control (que se logra con
tres gestos y seis instrucciones), ésta reticula se dibujé
usando tnicamente a la herramienta euclidiana “Para-
lela”. Con ella activa, si se arrastra una linea a un punto:
se dibuja su paralela por él. La filosofia gestual de Pro-
Geo3D, conduce a crear un punto donde se concluye el
arrastre si ahi se cortan dos lineas (y se define ese pun-
to de interseccion); pero en caso de que no haya puntos
obvios al concluir el gesto, se crea un nuevo punto de
control. Para ver los puntos que se definieron y obser-
var el patron de la construccion, oculte el color de las
lineas; también conviene reducir la imagen. .



Pareceria que hemos violado la consigna de s6-
lo usar herramientas proyectivas. Pero a la herra-
mienta “Paralela”, que es de las euclidianas, se le
puede considerar como la que se usa para trazar
lineas por los puntos ideales: al seleccionar una li-
nea, se selecciona implicitamente a su punto ideal.
ESCENA 5. Reticula triangular en perspectiva.
Veremos que la construccion de una reticula trian-
gular vista en perspectiva depende sélo de fijar la
linea horizonte.

Consideremos un triangulo base, o inicial, y una
linea h que no pasa por sus vértices y que jugara
el papel del horizonte (se ocultaron los puntos que
controlan h con la herramienta “Ocultar”; “Recuperar”
los ensefa).

Si coloreamos los lados del triangulo de rojo,
azul y verde, nos podemos referir con esos colores
a sus tres puntos de fuga (que se obtienen como
sus intersecciones con el horizonte gris). En pers-
pectiva, dos lineas paralelas se deben dibujar con-
currentes con el horizonte. Asi que...

...por cadavertice del triangulo se puede trazar una
linea al punto de fuga del color que le falta. Lo cual
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nos da tres nuevos vertices en las intersecciones
de éstas lineas y estos puntos forman un triangulo
del doble del tamano e “invertido”.

Ahora tenemos dos tipos de puntos definidos en
el plano (y fuera del horizonte). Los de grado tres,
por los que ya pasan lineas de los tres colores (el
triangulo inicial); y los de grado dos a los que les
falta un color (los nuevos). Por ellos...

..volvemos a trazar al punto de fuga del color que
les falta. Y algo interesante sucede: el nuevo trian-



gulo viene con losetas o cuadrangulos en las esqui-
nas; pues las nuevas lineas también cortan a las
originales de otro color vy, por parejas de colores,
dan tres losetas cuyo horizonte es h.

Consideremos a la loseta en la esquina verde-
azul....
su diagonal por los puntos nuevos pasa por el pun-
to de fuga rojo. Y esto es una coincidencia en el
sentido de que tres de los puntos que se han de-
finido son colineales (estan o inciden en una mis-
ma linea). Pero a su vez, es una coincidencia en el
sentido de que esta sucediendo algo inusual en un
plano: es raro y notable que tres puntos sean coli-
neales o que tres lineas sean concurrentes.

En las escenas anteriores ya hemos visto mu-
chas de estas coincidencias (por ejemplo, que las
diagonales de las cuadriculas incidieron justo en
los vértices que debian), pero las dejamos pasar
para no entorpecer el discurso o las ideas que se
presentaban. Sin embargo, llegd el momento de
hacer una pausa y senalarlo con énfasis, pues las
matematicas son lo que son porque creen que es-
te tipo de coincidencias suceden por alguna razon:
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debe haber una prueba que explique por qué suce-
de lo que vemos que sucede; y tener esas demos-
traciones claras es lo que consolida la teoria.

Esta coincidencia (que la linea roja por los dos
puntos nuevos va a incidir con el punto de fuga rojo
a la cual nos referiremos como coincidencia-1), se
puede demostrar suponiendo que estamos dibu-
jando en el lienzo una reticula triangular euclidia-
na que esta en el piso. Entonces, con argumentos
euclidianos clasicos (que dependen de angulos y



distancias) se prueba que las correspondientes li-
neas rojas son paralelas en el piso (ver Ejercicio 6)
y que, por lo tanto, esas lineas dibujadas en el lien-
zo deben compartir punto de fuga.

O bien, y ésta es la tradicion que arranco Girard
Desargues, se pueden buscar argumentos que no
dependan de las nociones de distancias o angulos
sino solamente de la incidencia: de la relacion de
pertenencia o contencion entre puntos vy lineas.

Un ejemplo clasico e historicamente importante
de éste tipo de enunciados es el Teorema de Desar-
gues, que viene al caso pues tiene mucho que ver
con la coincidencia que nos preocupa.

Teorema 1 (Desargues). Las intersecciones de los
lados correspondientes de dos triangulos colorea-
dos son colineales si y sélo si las lineas por los vér-
tices correspondientes son concurrentes.

Conviene introducir terminologia. Por triangu-
los coloreados, entendemos que sus lados estan
pintados con uno de tres colores, y resulta natural
asignarle a los veértices el color de su lado opuesto.
Se dice que dos estan en perspectiva axial si las
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intersecciones de sus lados del mismo color son
colineales y que estan en perspectiva si las lineas
entre vértices correspondientes son concurrentes.

El término perspectiva que tradicionalmente se
ha usado para esta tltima condicion es revelador.
Expresa, de alguna manera, que el punto donde
concurren las lineas, que se denomina el foco no
‘distingue’ entre los dos triangulos (si hubiera que
dibujarlos dibujaria lo mismo); y en este mismo te-
nor, para la perspectiva axial, la linea donde coin-



ciden las intersecciones que se llama eje, ‘siente’ o
‘ve’ a los dos triangulos de la misma manera. Esta
forma de expresarse reaparecera después.

Notese que todas las parejas de triangulos colo-
reados de la figura estan en perspectiva axial con
eje el horizonte; y por eso viene al caso invocar al
teorema.

La coincidencia que nos interesa probar (que
[lamamos coincidencia-1, pag. 28) equivale a que
los triangulos que hemos sombreado (el original y
el de la esquina verde-azul) estén en perspectiva
axial. Segiin el Teorema de Desargues esto sucede
si y solo si estan en perspectiva. Y efectivamente,
al trazar lineas entre sus vértices correspondien-
tes, se ve que concurren: pero ademas (jcoinciden-
cia extra!) en un punto del horizonte (y esto es asi
porque en el piso uno es trasladado del otro).

Esta explicacion de la coincidenciainicial es alin
hibrida y tiene mucho de experimental o usa con-
ceptos euclidianos en el piso como ‘que si un trian-
gulo es el trasladado de otro’. En fin, mas que una
demostracion, lo que queremos indicar es que hay
tela de donde cortar; que debe haber una teoria
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geometrica coherente que en vez de usar distan-
ciasyangulos, usa solo incidencia. Y esa fue la Geo-
metria Proyectiva que inicio Desargues.

Otra manera de argumentar la coincidencia en
que estamos enfocados es usando armonia. No-
tese que el foco de la perspectiva entre los dos
triangulos (o el punto de fuga de la traslacion) que
es rojo-tenue, es parte de una cuarteta armonica
pues las lineas verdes y azules forman una cua-
dricula con diagonales rojas (s6lidas) y las nuevas



segmentadas-rojo-tenue; asi que la coincidencia
esta relacionada con lo que llamaremos Teorema
Armonico (Teorema 2) que dice que la armonia es-
ta bien definida y que probaremos en el siguiente
capitulo.

Por supuesto, lo mismo sucede con las otras dos
esquinas. Sus triangulos estan en perspectiva con
el original y los focos de esas perspectivas estan
en el horizonte. Son los armonicos de los puntos
de fuga de los otros dos colores, respecto a la pa-
reja complementaria. Es decir, con cada pareja de
colores se genera una cuadricula, las lineas del ter-
cer color son sus diagonales, la diagonal opuesta
(ralladita y tenue) da un punto de fuga que es lo
que llamaremos el cuarto armonico de la terna se-
parada en pary singulete (hemos pintado al punto
correspondiente en el horizonte con el mismo co-
lor del singulete, pero tenue).

Lo que si es una consecuencia directa del Teore-
ma de Desargues, y una bella coincidencia, es que
las lineas que unen a los vértices correspondien-
tes de los triangulos coloreados externos de dos
etapas de la construccion (el basico es la etapa
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0 y ahora tenemos sombreados al de la 1y la 2)
son concurrentes en el baricentro comin de todos
ellos. Es decir, estan en perspectiva, y esto es asi,
pues por construccion estan en perspectiva axial.

Para la siguiente etapa, se trazan por los vértices
del triangulo exterior a las lineas del color que les
faltay dan el triangulo exterior de la etapa siguien-
te, la 3. Esto produce tres triangulos, equivalentes
al de la etapa 2, con cuadriculas bicoloreadas...

cuyas diagonales (punteadas) expanden la reticula.



Ademas, hemos sombreado los triangulos con la
orientacion del basico, para visualizar mejor como
al fundirse con un triangulo contiguo, en blanco,
dan una de las tres cuadriculas implicitas. .

EJERCICIO 6. A partir de un triangulo coloreado, constru-
ye la reticula euclidiana (con la linea al infinito como
horizonte) hasta el principio de la etapa 2 (donde nos
detuvimos a estudiar la coincidencia-1 en la Escena 5).
Demuestra, con argumentos de geometria euclidiana,
que la linea entre los puntos nuevos del cuadrangulo
azul-verde es paralela a la roja.

EJERCICIO 7. Las reticulas triangulares también sirven de
andamio constructivo para los mosaicos hexagonales.
Construye un panal en perspectiva como en la figura:

EJERCICIO 8. Una manera mas natural de controlar un pa-
nal en perspectiva es con uno de sus vértices y los cen-
tros de las tres celdas que lo tocan; pero es mas dificil
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encontrar su horizonte. ;Puedes lograrlo? Pista: piensa
que los puntos de control son el centro y los vértices
del triangulo de la etapa 1 de la construccion anterior
(ve el Paso 6 de la Escena 5).




1.2.3. El Teorema de Desargues

experimental

No pretendemos ain demostrar el Teorema de
Desargues (en su momento lo haremos con puros
argumentos de incidencia), sino simplemente ver
con las posibilidades que da la geometria dina-
mica que, experimentalmente, se cumple. Es decir,
con una construccion que simule el enunciado, se
pueden ver muchas instancias en las que si se cum-
ple; lo cual, y esto es lo que distingue a las mate-
maticas, no constituye una demostracion. Solo da
evidencia de la veracidad del enunciado.

Como el Teorema de Desargues incluye dos im-
plicaciones, veremos dos construcciones.

ESCENA 6. Teorema de Desargues |.

Para dibujar dos triangulos coloreados en perspec-
tiva axial, el primero es totalmente libre; luego, en
esta construccion, se fijo el eje y entonces el segun-
do triangulo vuelve a tener un punto libre, pero el
segundo ya esta restringido a estar en una linea 'y
el tercero es obligado. Entonces...

..las lineas por los vertices correspondientes resul-
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tan ser concurrentes. Es decir, estan en perspectiva.

EJERCICIO 9. Haz una construccion de dos triangulos co-
loreados en perspectiva axial, cuyo eje pueda ser cual-
quier linea, y no necesariamente una definida en la pan-
talla como la que presentamos. Comprueba experimen-
talmente que estan en perspectiva.

EJERCICIO 10. Haz una construccion de dos triangulos co-
loreados en perspectiva axial, cuyo eje es la linea al
infinito. ;Puedes demostrar que estan en perspectiva?



Usando, por supuesto, argumentos euclidianos. ;Te re-
cuerda a algin teorema clasico?

ESCENA 7. Teorema de Desargues Il.

Esta construccion de dos triangulos en perspec-
tiva es general, es decir, en principio se pueden
obtener todas las posibles instancias con los seis
veértices en la pantalla; y con la herramienta zoom:
todas las que tienen los seis vértices como pun-
tos finitos o euclidianos clasicos. Pues el foco esta
definido por los cuatro vértices de dos lados co-
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rrespondientes. Eso implica que el dltimo vertice
del segundo triangulo ya esté restringido e vivir en
una linea. Y, segln el Teorema de Desargues,...
también estan en perspectiva axial. .
EJERCICIO 11. En la construccion anterior, intenta poner
los dos triangulos como trasladados uno del otro; es
decir, con foco como punto ideal y eje como la linea al
infinito. ;Puedes explicar por qué no es facil?

EJERCICIO 12. Haz una construccion, tan general como
puedas, de dos triangulos coloreados en perspectiva,
pero en la cual un vértice de un triangulo es un punto
ideal. En un segundo paso, verifica que estan en pers-
pectiva axial.

EJERCICIO 13. Haz una construccion de dos triangulos co-
loreados en perspectiva, pero en la cual un lado de un
triangulo es la linea al infinito. En un segundo paso, veri-
fica que estan en perspectiva axial. Observa que el Teo-
rema de Desargues da lugar a muchas instancias de él
en el plano euclidiano clasico.



La herramienta armoniay
nombres en el horizonte

1.3.

Se pueden construir cuadriculas a partir de da-
tos iniciales que no sean los veértices de una loseta.
En la escena de reticulas triangulares en perspecti-
va, vimos que basta con el horizonte y un triangulo
con dos de sus lados seleccionados. A esta infor-
macion la llamaremos una base pues graficamente
se especifica con dos segmentos que inciden en un
punto, el origeny se relaciona con las bases de vec-
tores del método cartesiano. Entonces, las lineas
que generan los dos segmentos cortan al horizon-
te en los puntos de fuga basicos de la loseta; y ésta
se obtiene trazando de ellos lineas al final del otro
segmento. Ademas, el origen determina una diago-
nal distinguida: la que pasa por él.

También se puede generar la cuadricula a par-
tir de los tres puntos de fuga en el horizonte y un
poquito mas; veremos que esto equivale a la cons-
truccion clasica del cuarto armoénico debida a Karl
Georg Christian von Staudt (1798-1867).
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1.31. El cuarto armonico

ESCENA 8. Construccion del cuarto armonico.
Considérese una linea que asumira el papel de
horizonte con tres puntos de fuga en ella, dos aso-
ciados a los ejes y uno distinguido como diagonal.
A partir de un segmento en la direccion de alguno
de los ejes, que fija la escala de la cuadricula, con
dos proyecciones desde los puntos de fuga basi-
cos (primero a la diagonal y luego al otro eje) se



obtiene una base; de ella una loseta vy, por tanto,
una cuadricula.

También se puede definir la escala con un seg-
mento en la direccion diagonal. Que es una manera
facil de distinguir a este punto de fuga del par de
basicos, y da informacion para una cuadricula.

Llamemos O, de origen, al principio del
segmento-escala, que es donde se cruzan los ejes.
Al proyectar el final del segmento, P, a los dos ejes
desde el punto de fuga del otro eje, se obtiene
una base y una loseta cuyo horizonte y puntos de
fuga son los dados.

Notese que hemos intercambiado los nombres
que habiamos usado antes. Ahora A y B son los
puntos de fuga de los ejes de la loseta y X es el
punto de fuga de la diagonal. Esto se debe a que
queremos pensar a A 'y B como ‘constantes’ que
definen una funcion de la linea horizonte, h, en si
misma, mientras que X juega ahora el papel de un
punto ‘variable’ en ella; y éstos atributos son los
que usualmente se asocian a esas letras.

Definimos que el otro punto de fuga diagonal de
la loseta:
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e Y es el cuarto armonico (o el conjuga-
do armonico o simplemente el armonico)
de X con respecto a A y B.

Es claro que Y depende de X (mueva o anime
X y observe que Y viaja en la direccion contraria
en h), y que A, X, B,Y es una cuarteta armonica,
segln la definicion de la pag. 16, cuando X es di-
ferente de A y B. Pero la construccion, aunque no
genere una cuadricula, también es valida cuando
X es A o B, yen ese caso Y también lo es (dos pa-



rejas de puntos se colapsan, pero todas las lineas
que se construyeron siguen siendo validas) asi que
esta definicion mediante una construccion si se ex-
tiende a toda la linea h. Es una funcion de h en si
misma (a cada punto X € h, léase “X en h”", le aso-
ciaY € h) que dejaa A ya B en su lugar; se dice
que son sus puntos fijos.

El Teorema Armonico afirma que la funcion cuar-
to armonico esta bien definidaenlalineah porAy
B cuando éstos son distintos. Es decir, que el resul-
tado de la construccion, Y, no depende de los pun-
tos auxiliares O y P que se escogieron. Demostra-
remos a este teorema fundamental en el siguiente
capitulo, pero la evidencia experimental de su va-
lidez es contundente: muevaa Oy P.

Al mover Oy P se generan distintas losetas que
dan lugar a distintas cuadriculas en perspectiva pe-
ro todas ellas son semejantes. Al tener el horizonte
y sus cuatro puntos de fuga fijos, son proyeccion
de cuadriculas euclidianas hechas de lineas en las
mismas dos clases de paralelismo, pero ademas,
con losetas semejantes (que equivale a que las dia-
gonales también sean paralelas).
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La funcion cuarto armonico es tan importante
para la Geometria Proyectiva que la hemos incor-
porado como herramienta a ProGeo3D.

Con la herramienta “Armonia” activa, si se hace click
simple en X y luego se selecciona a la pareja A, B con
un gesto que arrastre uno al otro: se genera al cuarto ar-
monico de X respecto a A y B; en nuestro caso: Y. Con
un nuevo colory un tamano exagerado, hagalo. Hagalo
también con otras ternas colineales en la escena y ex-
plore que aparecen nuevas coincidencias.



Tener al cuarto arménico como herramienta, simpli-
ficara muchisimo ciertas construcciones; pero hay que
tener claro que siguen siendo de incidencia, simplemen-
te nos ahorramos pasos repetitivos; es lo que se llama
un macro en computacion. Ademas, su uso como herra-
mienta permitira apreciar su poder.

Por Gltimo, debemos senalar que elarmonico de
Y respecto a A y B es X. Para demostrarlo, basta
tomar como puntos auxiliares de la construccion a
los otros dos vértices de la loseta, Q y R. Esto lo
que dice es que como funcion de hen h, el cuarto
armonico respecto a A y B, es su propia funcion
inversa. A estas funciones se les conoce como in-
voluciones. De tal manera que la armonia como re-
lacion de parejas que definimos en la pag. 16 tam-
bién se puede ver como funcion. .
EJERCICIO 14. Observa que Y cambia de lado cuando X
pasa por el punto medio del segmento AB. Es decir, que
el cuarto armonico del punto medio de dos puntos res-
pecto a ellos es el punto ideal de la linea. ;Puedes de-
mostrar esto con una construccion especial para el caso
particular?

EJErcICIO 15. Usando la herramienta euclidiana “Parale-
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[a” y las dos de incidencia, haz una construccion que dé
el punto medio de dos puntos A y B.

EJERCICIO 16. Usando la herramienta euclidiana “Punto
medio” y las dos de incidencia, haz una construccion
que dé la linea paralela a una linea por dos puntos A y
B que pasa por un punto Q fuera de ella.



1.3.2. Sucesiones Armonicas

Uno de los usos de la herramienta “Armonia” es
para la construccion de sucesiones armonicas que
son los puntos en una linea (en el lienzo) donde
se dibuja con buena perspectiva una sucesion de
puntos que en la realidad serian equidistantes —
los ejemplos son ubicuos: como vemos los postes
en una calle, los pisos en un rascacielos, los barro-
tes de una reja, los escalones de una escalera o, el
paradigmatico: los durmientes de una via de tren.
ESCENA 9. Sucesiones armonicas.

En el Plano Euclidiano, con dos puntos y el com-
pas, se construye una sucesion equidistante.

Veremos que con dos puntos, que llamaremos 0
y 1, se construye la sucesion armonica que corres-
ponde a ver una sucesion 0, 1,2, 3, ... de puntos
equidistantes en perspectiva, cuando ademas se fi-
ja el infinito, oo, como punto en esa linea; es decir,
cuando se determina en ella su punto de fuga.

Para que el infinito pueda correr por toda la li-
neay asi experimentar a gusto,...
lo controlamos con una nueva linea definida por
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puntos 0’ y 1’. Tenemos entonces una loseta
0,1,1/,0" y la sucesién que buscamos aparecera
en el eje-x de la cuadricula que genera.

Hemos regresado a la nomenclatura de la pri-
mera escena, con X y Y para los puntos de fuga
basicos (de los ejes) y A para el diagonal; aunque
ahora X = oo acapara nuestra atencion.

Para encontrar el punto que corresponde al 2,
segln la construccion en escalerita, se trazan otras
dos lineas: primero a A para obtener el punto 2’y



luego al punto de fuga Y, para obtener el 2.
La observacion clave es que

e el punto 2, es el arménico del O res-
pecto al 1y al co.

Esto se demuestra con la loseta 1/, 2/ A, Y que he-
mos coloreado. Pero también se puede obtener de
golpe (en un solo trazo) con la herramienta “Armo-
nia” activada en ProGeo3D: se selecciona el Oy lue-
gosearrastrael 1 al X = oc.

De igual manera, el 3 se obtiene como el armoni-
co del 1 (con la herramienta “Armonia”, se hace clic alli)
con respecto al 2y al co (se arrastra uno al otro). El
4 se obtiene como el armonico del 2 con respecto
al 3y al co. Y asi sucesivamente.

Esto se puede iterar tanto como uno quiera. Lo
hicimos hasta el 8. El hecho fundamental del argu-
mento es que:

e el arménico de oo respecto a dos pun-
tos corresponde a su punto medio.

Pues se cumple cuando oo es el punto ideal de la
linea (ver Ejercicio 14), y
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e la armonia se preserva bajo proyeccio-
nes.
Este hecho basico lo demostraremos después.

Asi que el 16 es el armonico del O con respecto
al 8 y al co. De manera analoga se obtuvo el 32. .
EJERCICIO 17. Encuentra los puntos 12y 48 usando sola-
mente la herramienta “Armonia”.

EJERCICIO 18. ContinGa la sucesion armonica hacia atras,
dibujando el —1, el —2 y el —4.

EJERCICIO 19. La posicion de oo se controla moviendo 0’



y 1. Lleva oo al otro lado de la linea hasta que se vean
de ese lado el 32,el 16yel 8.

EJERCICIO 20. En una nueva construccion dibuja una via
de tren con 10 durmientes y el horizonte. Trata de usar
pocas lineas ;Con cuantas puedes hacerlo?

EJERCICIO 21. Construye la sucesion armonica
o >_2)_1)O)1>2>3v4v5>' o

a partir de tres puntos colineales arbitrarios que son
0,1,2.

EJERCICIO 22. En el Ejercicio 3 se pide construir una cua-
dricula de cinco por cinco controlada por su loseta cen-
tral; y se afirma que se puede lograr con 30 instruccio-
nes. Hazla de nuevo: se logra con 23 instrucciones pues
la herramienta armonia funciona bien si en el arrastre
se selecciona una linea en vez de uno de los puntos; y
entonces se considera como tercer punto a la intersec-
cion de la linea con la generada por los otros dos.

EJERCICIO 23. Observa que, por el Teorema de Pitagoras,
se puede aproximar un circulo con doce puntos del tim-
biriche de un tablero de 10 por 10, como en la figura
siguiente.

A

Desarrolla una construccion controlada por las es-
quinas del tablero central de 4 por 4, que dibuje esta
elipse poligonal en perspectiva. No necesitas dibujar to-
do el tablero; trata de hacerlo con el menor nimero de
instrucciones posible. Si lo trazas y lo sombreas con cui-
dado, al deformar el cuadrilatero se llega a ver lo que
podria describirse como hipérbolas poligonales.

1.3.3. Nombres para puntos de fuga

El matematico francés Jules Henri Poincaré
(1854-1912), en una cita famosa, describe a las ma-
tematicas como “el arte de nombrar..”; Rene Des-
cartes, en cierta forma, debe el éxito de su méto-
do a que da nombres significativos a los puntos



del plano. Veremos que en la Geometria Proyecti-
va, empezando por la linea al horizonte, también
se pueden dar nombres significativos a los puntos.
ESCENA 10. Nombres en el horizonte.

Como hemos visto ya, se determina una cuadri-
cula con tres puntos de fuga en el horizonte y un
vector-escala fuera.

Para trazar una cuadricula, se “pasa la escala” a
la otra direccion basica usando la linea diagonal.
Esto da una base y su loseta basica (con horizonte
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h) pero, en lugar de la construccion en escalerita,
se puede usar la herramienta “Armonia” en la dia-
gonal (que es como se resuelve el Ejercicio 22).

Las coordenadas cartesianas del origen O son
(0,0) (ésta pareja ordenada es el nombre signifi-
cativo que le asigno Descartes). Pero las lineas por
O quedan determinadas por las coordenadas de
cualquier otro punto en ellas y de aqui se obten-
dra el nombre para su correspondiente punto de
fuga.

Hemos puesto nombres a la cuarteta armonica
del horizonte usando coordenadas separadas por
dos puntos en vez de una coma (se les llama coor-
denadas homogéneas), pues representan direccio-
nes de lineas. Asi, los puntos de fuga basicos, que
corresponden a los ejes (horizontal y vertical —
ejes x y y— de la cuadricula) son [1 : 0] y [0 : 1];
pues los ejes pasan por Oy los vértices de la loseta
basica que, descritos por las coordenadas cartesia-
nas que induce la cuadricula, son (1,0) y (0, 1).

Entonces, [1 : 1]y [—1 : 1] [1: —1] deben
corresponder a los puntos de fuga de las diagona-
les.



Notese que en la figura prescindimos del uso de
los paréntesis cuadrados para no sobrecargarla de
tipografia.

Considerando

al [0:1] como O
al [1:1] como 1
yal [1:0] como oo

se obtiene, con la herramienta armonia, a la suce-
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sion armonica
R INI R INVER IRRER IN SN IR

que corresponde a los puntos de fuga en el hori-
zonte de lineas que tienden al eje-x.

Analogamente, tomando de nuevo al [1: 1] co-
mo 1, pero ahora

al [1:0] como O

yal [0:1] como oo
se obtiene la otra sucesion ar-
monica de puntos de fuga

Ol [T [ 2L [ 23], [T iy
cuyas lineas tienen pendiente n.

La notacion que estamos usando, la de coorde-
nadas homogéneas es una manera de hablar de la
pendiente mediante una proporcion (ast, “1 : n”
es la proporcion entre el 1y el n, no el namero
n ni el 1/n), y entonces el infinito (la pendiente
infinita) adquiere el elegante nombre [0 : 1].

Estos puntos que tenemos senalados en el hori-
zonte corresponden a puntos de fuga de lineas que



van del origen O a los vértices del timbiriche en las
primeras filas (y que se expresan en coordenadas
cartesianas con un 1).

Otros puntos del timbiriche dan lugar a puntos
de fuga como [2: 3], [3:4],0 [4: 3]; o bien...
con coordenadas de signo distinto.

Notese que al denotar [x : y] al punto de fuga
de la linea que pasa por (0,0) y el punto (x,y), se
tiene que (x,y) # (0,0) para que sea lineay que

[tx :ty] = [x:y] paracualquier t#0.
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Por ejemplo [2:3] =[4:6] = [-6: —9].

Por Gltimo, observe que al fijar los tres primeros
puntos en el horizonte, con nombres [1: 0], [0 : 1]
y [1: 1], todos los demas fueron cayendo en su lu-
gar y esto no depende de donde se puso el origen
0 qué escala se escogio. Compruébelo experimen-
talmente. Corresponde al hecho de que con tres
puntos (0, 1 e 0co) todos los enteros encontraban
su lugar (la sucesion armonica), pero ahora, entra-
ron los racionales y “por continuidad”, todo debia
quedar definido. .
EJERCICIO 24. Encuentra nuevos puntos de fuga trazando
lineas por algunos vértices del timbiriche en la figura
(no es necesario que pasen por O).

EJERCICIO 25. Compruébese experimentalmente que li-
neas paralelas segin la cuadricula concurren en el ho-
rizonte.



1.4. Las recetas de Alberti

Hemos visto con cuidado como construir anda-
mios constructivos de planos vistos en perspecti-
va. Y aunque haya una tercera dimension implicita
pues se habla de dos planos, no nos hemos plan-
teado explicitamente el problema de plasmar la
tercera dimension en un plano. Antes de hacerlo,
vale la pena relatar qué tipo de procedimientos
empleaban los pintores del renacimiento; pues no
corresponden del todo a lo que hemos visto aqui,
aunque historicamente fueron los precursores.

Leone Battista Alberti, en su libro Della Pittura
publicado en 1436, decia que lo primero que hay
que hacer para preparar un cuadro (y recuérdese
que para él pintar era plasmar en el lienzo una es-
cena tridimensional), es trazar en el lienzo una li-
nea horizontal a la altura de los ojos, y luego daba
la receta para como trazar bajo ella una cuadricula
en perspectiva, que llamaba “pavimento” y era un
piso teorico o auxiliar.
ESCENA 11. Pavimento de Alberti.

La receta de Alberti para trazar el “pavimento”,
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corresponde a nuestra construccion anterior con
el horizonte horizontal, con el [0 : 1] situado en
el centro del horizonte (justo frente al ojo tedrico
del pintor-observador que representa al punto de
fuga de la profundidad), y con el vector basico que
determina la escala también horizontal (entonces
[1 : 0] no solo se sale de la pantalla sino que se
va, literalmente, al infinito). Para poder hacerlo, a
éste Gltimo punto de fuga hay que definirlo como
interseccion de dos rectas (el eje-x y el horizonte)



y, para tener libertad de movimiento con el tercer
punto de fuga, el diagonal [1 : 1], también lo con-
trolamos con una linea que sale del origen O.

El punto clave de la receta de Alberti es que con
base en el pavimento (esta cuadricula), ya se pue-
den deducir geométricamente las escalas que de-
ben usarse para los objetos o personajes coloca-
dos en las distintas profundidades de la escena.
Y con nuestra herramienta de geometria dinamica,
lo podemos hacer explicitamente.

Sea P un punto variable en el eje de la profun-
didad (linea de O al [0 : 1] o eje-y). Trazamos de
ahi una horizontal (linea al [1 : 0]) y se marcan los
puntos de la sucesion equidistante (cuya distancia
real es la misma que determina la escala).

El punto P define en la “realidad 3D" un plano
paralelo al lienzo, el plano de profundidad P,y que-
remos dibujar una cuadricula en él (ahora si: hay
mas de dos planos en consideracion).

Por los puntos de la sucesion equidistante se
trazan guias verticales (paralelas al eje-z de la es-
cenay al lado vertical del lienzo) como perpendicu-
lares al horizonte. (Usamos la herramienta euclidiana
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“Perpendicular”, cuyo uso es analogo al de “Paralela”) Y
nos queda el problema de pasar la escala del eje
horizontal en P al vertical (la altura) ahi.

Alberti lo haria de inmediato y sin pensarlo dos
veces: sacaria un compas de su morral de herra-
mientas y trazaria un circulo centrado en P...
...pues éste corta al eje vertical en un punto (con
la misma distancia al centro). De ahi se traza la ho-
rizontal (linea a [1 : 0]) para definir una loseta vy,
finalmente, su diagonal indica donde trazar las de-



mas horizontales.

Se obtiene asi una cuadricula que hemos enmar-
cado con segmentos para que se distinga. Al desli-
zar su punto de control P hacia el infinito, se obser-
va el cambio de escala debido a la profundidad y
que afecta a toda la composicion. Ajustarse a éstas
escalas es lo que dara “realismo” al cuadro, insistia
Alberti. Y tenia razon: asi vemos al mundo.

Por supuesto, esta preparacion del lienzo casi
nunca aparece en la version final del cuadro; es au-
xiliar para la composicion, es un andamio construc-
tivo. Aunque hay cuadros, como el que veremos en
la siguiente escena, donde se acerca mucho al re-
sultado final.

Queremos remarcar, pues sera muy importante
después, que el trazo del circulo (con la herramienta
distintiva de la geometria euclidiana), no es totalmen-
te correcto en términos de la perspectiva.

Seamos justos. Para Alberti, que trazaba el ho-
rizonte y todas las horizontales como paralelas a
ese borde del lienzo (el [1 : 0] siempre fijo en el
infinito), el uso del circulo si es correcto: las cua-
driculas de profundidad resultan euclidianas. Pero
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a nosotros, que podemos usar ese punto de fuga
como variable, nos aparecen cosas raras:
..al mover ese punto de fuga, la cuadricula parece
girar como reja. Pero el circulo se ve tieso, no gira
con ella, deberia convertirse en elipse; su diametro
horizontal deberia reducirse con respecto al verti-
cal, y las proporciones de la reja no se ven bien
(realistas). Resolveremos este problema en el Ca-
pitulo 3, primero de la Parte II. u
Hay pinturas famosas como La escuela de Ate-



nas de Rafael, pintada entre 1509 y 1511 en una pa-
red del Vaticano, en las que el cuadro mismo se
aproxima mucho a la receta de Alberti. El punto de
fuga principal esta justo entre Platon y Aristoteles
en el centro de la composicion.
ESCENA 12. La escuela de Atenas.

Al sobreponer al cuadro un andamio constructivo
a la Alberti, se puede apreciar experimentalmen-
te la técnica tan depurada en perspectiva a la que
llego Rafael.
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Es interesante observar que el baiil sobre el que
trabaja Heraclito tiene aristas que no estan en las
direcciones principales de la arquitectura y parece
estar ahi como un guino de Rafael a perspectivas
mas complicadas. .

1.42. Planosy horizontes

En la realidad no hay lineas. Hay aristas que su-
gieren segmentos y estos, a su vez, sugieren su
continuacion abstracta como lineas. Analogamen-
te, cada porcion de plano en una escena real (por
ejemplo, una pared, un piso, un escalon, un techo,
la cara de un badl o una puerta entreabierta) ge-
nera un plano -su continuacion omnidireccional,
abstracta e infinita— y como tal, define su linea ho-
rizonte en el lienzo. Es donde corta al lienzo, el
plano paralelo que pasa por el ojo del pintor; jus-
to ahi donde veriamos que se “acaba el plano” si
en realidad fuera infinito, ya que al girar la vista un
poquitito mas dejariamos de verlo pues el “rayo de
atencion” que sale de nuestro ojo ya no le pega.

De manera analoga, el punto de fuga de cual-



quier linea (y volvemos a insistir, no es que haya
lineas en la escena real pero si hay muchos seg-
mentos que, en abstracto, las generan) es donde
corta al lienzo la linea paralela (y abstracta) tra-
zada por el ojo; ahi donde estariamos enfocando
al infinito (hipotético) de la linea —justo ahi, hacia
donde debemos voltear cuando alguien nos senala
una estrella: el indice y el ojo de quien apunta de-
finen una linea que tiene a la estrella, y pretende
que enfoquemos nuestra atencion en la direccion
paralela, con nuestro propio ojo.

Asi, el horizonte que traza Alberti es la linea co-
rrecta (horizontal y a la altura de los 0jos). Pues es
la linea horizonte del plano que representa al sue-
lo, pero también lo es del techo y de cualquier otra
porcion de plano horizontal que aparezca en la es-
cena -una mesa o la tapa de un bal, por ejemplo.
Y el centro de esa linea horizonte (donde pusimos
el [0 : 1]) es el punto de fuga de todas las lineas
perpendiculares al lienzo (las de la direccion fran-
ca de la profundidad) suponiendo, como lo ordena
Alberti, que el lienzo es vertical y que el ojo del pin-
tor esta frente al centro del cuadro.
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En la pintura de Rafael, se puede apreciar que
el pintor esta arriba del piso (quiza subido sobre
un bail como el de Heraclito), pero queda un poco
mas abajo de Platon y Aristoteles pues el horizonte
pasa por sus corazones, NO pPor sus 0jos.

En el grabado atribuido a Alberti que reprodu-
cimos arriba, se muestra que tenian claro, al me-
nos él y su maestro Brunelleschi, como es que las
lineas paralelas (de las puertas y ventanas entre-
abiertas) deben dibujarse convergiendo a puntos
de la linea horizonte que comparten el piso y el



techo (del cuarto), y que al pasar por los ojos de
dos personajes indican que el pintor esta a su al-
tura. Pero ademas, también sabian como se deben
trazar los circulos y podian deducir proporciones
visuales de personajes no verticales.

Sin embargo, hay un error de perspectiva: el pi-
so que se ve tras dos de las puertas entreabiertas
deberia concluir a la altura de los ojos de los per-
sonajes, pues deberia coincidir con el horizonte. Y
que ese horizonte se vea a la altura de las rodillas
del personaje en la puerta del fondo, implica que
el piso del cuarto esta inclinado hacia el especta-
dor y eso nos da una sensacion de incomodidad
—sentimos que algo esta mal.

Lo que queremos remarcar para finalizar esta
seccion, pues sera fundamental para la siguiente,
es que en un cuadro donde se dibuja una escena
tridimensional:

e cualquier plano tiene una linea hori-
zonte en el lienzo; y los planos paralelos
comparten un mismo horizonte.
Asi como vimos en las secciones pasadas que los
puntos en la linea horizonte son puntos de fuga

50

de una direccion (las lineas tienen punto de fuga),
los planos tienen asociados lineas-horizonte for-
madas por los puntos de fuga de las lineas que es-
tan en, o son paralelas a, ellos.




1.5. Cubo en perspectiva

Queremos ahora usar lo que hemos aprendido,
para dibujar (o proyectar a un plano llamado lien-
z0) una caja sélida: algo de tres dimensiones arma-
do con pedazos de planos, con segmentos como
aristas y muy cercano a nuestra experiencia coti-
diana. En vez de caja, lo llamaremos cubo en ana-
logia con que llamabamos cuadrados o losetas a
los paralelogramos que aparecieron en las seccio-
nes anteriores; aunque estrictamente hablando, el
“cubo” sea un paralelepipedo.

En un cubo, las aristas (las lineas que éstas ge-
neran)y sus caras (los planos en que viven) tienen
relaciones de paralelismo muy nitidas y distintivas.
Sus seis planos se parten en tres parejas paralelas
(las caras opuestas). Y tiene 12 aristas que se agru-
pan en tres cuartetas de aristas paralelas y enton-
ces las lineas que generan determinan tres direc-
ciones, o ejes, a los que nos referiremos como “el
X", “ely”y “el 2", y éstos dan lugar a tres puntos de
fuga. A diferencia de Alberti, no nos interesa toda
una escena en “la realidad”, nos interesa dibujar
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un simple cubo; sus ejes no necesariamente estan
relacionados con el piso o la direccion implacable
que define la gravedad; son libres (tome un cubo
y obsérvelo, girelo en su mano: queremos una ins-
tantanea de eso). Sin embargo, nos ayudara mucho
en el lenguaje, usar los nombres convencionales
de las direcciones.

ESCENA 13. Cubo en perspectiva.

Empezamos la construccion con un triangulo de
puntos de fuga que seran los de las aristas del cu-



bo. Los hemos llamado [1 : 0 : 0], [0 : T : O]y
[0 : 0 : 1], haciendo uso de tres coordenadas ho-
mogéneas y siguiendo la filosofia de la Escena 10.
Hay que notar que el punto de fuga vertical o del
eje-z (el [0 : O : 1]) esta definido como intersec-
cion de lineas para poder moverlo a voluntad en
el plano; y que esas lineas que lo definen estan
controladas por los puntos diagonales que hemos
llamado [1:0: 1]y [0:1:1]. Asi, las tres lineas
del triangulo seran los horizontes de los tres pla-
nos coordenadosy quedaran definidas porque una
de sus coordenadas homogéneas siempre es 0.

La informacion geométrica que falta es el origen
O (que sera el vértice basico del cubo) y una escala
en una de las direcciones principales (en este ca-
so, la del eje-x, la cual quedara determinada por
otro vértice). Estos dos, son los primeros puntos
“reales” que dibujamos, pues los demas vienen de
“lo que se ve en el infinito” o, si se prefiere, sus
“proyecciones” que se definen en el lienzo como
puntos de fuga auxiliares.

Estos son los datos.

Para construir el cubo, con el punto de fuga dia-
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gonal [1:0: 1] se pasa la escala al eje-z como en
la Escena 10. Lo cual da la primera cara.

De la misma manera, bajamos la escala del eje-z
al eje-y. Tenemos entonces dos vectores definidos
tanto en la cara inferior como en la superior del
cubo. Igual que en la Escena 8§, ...

...y como en ella, se completan las losetas para te-
ner ya los ocho vértices del cubo.

Solo falta la arista vertical posterior.

Altrazarlay extender su linea, resulta que, como



por arte de magia, pasa justo por el punto de fuga
vertical. La geometria es coherente.

Pero no es magia, pues hemos construido el cu-
bo de manera que cada cara sea paralela a su
opuesta.

Es interesante jugar con esta figura...

...0 con esta mas simple. Pues es ilustrativo de co-
mo vemos el mundo, ya que se puede lograr, en
principio, casi cualquier vista de cualquier parale-
lepipedo. Lo dejamos al lector como tarea lidicay
formativa, por ejemplo:

= cambiar las proporciones de la caja con los
infinitos diagonales,

= ver la esquina de un edificio desde distintas
alturas y chaparro o rascacielos

= ver un ring de boxeo visto desde arriba (para
esto hay que hacer que el punto de fuga del
eje-z quede abajo),

= hacer que O rebase las lineas-horizonte y ver
qué sucede, invertir la escala, etc.
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Lo que queremos aclarar en el siguiente aparta-
do es por qué nunca se necesito el punto de fuga
diagonal del plano horizontal. Lo cual nos llevara
al terreno de dos gedometras famosos, cuyos teore-
mas se relacionan a través de la armonia y el Teo-
rema de Desargues —y esto estara sucediendo en
el “plano al infinito”.



1.5.1.  Configuraciones de Ceva y Menelao

A partir de la figura del cubo en perspectiva que
tenemos ahora, construiremos la siguiente escena.
ESCENA 14. Cubo de Ceva.

Lo primero que hay que notar es que hemos co-
loreado los veértices de la base del cubo con cua-
tro colores. Tres de ellos (rojo, verde y azul) corres-
ponden a los de las direcciones basicasy el cuarto
(negro) al origen. Los vértices opuestos a los de la
base heredan el color.

Si trazamos las diagonales por O en sus tres ca-
ras, llegamos por construccion a los dos puntos
diagonales de las caras verticales, que fueron pun-
tos de control, y obtenemos —jpor primera vez!—
el punto diagonal horizontal, [1:1:0].

Y si trazamos las diagonales paralelas en las ca-
ras opuestas veremos que pasan por donde deben.

Lo que queremos mostrar es que los tres puntos
de fuga diagonales cumplen una relacion, o con-
dicion geometrica, que fue enunciada por Giovan-
ni Ceva (1647-1734) como hipotesis para su célebre
teorema. La definicion es la siguiente:
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e Se dice que tres puntos en los lados de
un triangulo forman una configuracion
de Ceva si sus lineas al vertice opuesto
son concurrentes.

Asi que con cualesquiera dos de ellos, se pue-
de obtener el tercero. Esto explica por qué no fue
necesario definir el punto de fuga diagonal del ho-
rizonte horizontal: depende de los puntos de con-
trol. Y hay que recordar que a ésta configuracion
ya la habiamos visto. En la Escena 5, Paso 7, habia



aparecido como los vértices de dos triangulos ex-
teriores consecutivos en la construccion de una re-
ticula triangular; y se uso al Teorema de Desargues
paraver la concurrencia de las lineas entre vértices
correspondientes.

Que los puntos diagonales forman una configu-
racion de Ceva, se puede argumentar a partir de
que la perspectiva del cubo es coherente, y de que
las lineas descritas (de un punto de fuga diagonal
al vértice opuesto en el triangulo basico) son los
horizontes de tres planos que cortan al cubo en
dos mitades simétricas:

hay un plano rojo,

otro pintado de verde

y el tercero es azul.

Estos tres planos comparten a la “tri-diagonal”:
la linea (gris) que va del origen, (0, 0, 0), al vértice
opuesto en el cubo, (1,1, 1). Por tanto, el punto
de fuga de la tri-diagonal tiene que estar en los
horizontes de los tres planos: es el punto desea-
do (el de Ceva); y ademas, debe llevar el nombre
1:1:1]. .

El Teorema de Ceva original trata sobre las dis-
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tancias de una configuracion de Ceva a los veértices
del triangulo en el que vive: da una formula alge-
braica explicita que deben cumplir. Esta muy rela-
cionado, por el tipo de conclusion, con otro célebre
teorema: el de Menelao enunciado 16 siglos antes
y atribuido a Menelao de Alejandria (70 - 140). La
conclusion es del mismo estilo, pero la hipotesis
es una configuracion de Menelao:

e tres puntos en cada uno de los lados de
un triangulo, los cuales son colineales.



ESCENA 15. Cubo de Ceva y Menelao.

El plano (gris) que generan los extremos de los
tres vectores basicos en el cubo (y que salen de
O), determina una linea horizonte que, a su vez,
corta al triangulo de los tres horizontes basicos en
una configuracion de Menelao (para verla, hay que
acercar alguno de los puntos diagonales de control
a su vertice del triangulo, o de plano pasarlo del
otro lado).

Esta configuracion de Menelao ([1:—1:0],
(1:0:—1],[0:1:—1]) consta de los puntos de
fuga de las diagonales en las caras del cubo que
no pasan por O. Ademas, ...

..es la armonica de la configuracion de Ceva, en
el sentido de que en cada linea del triangulo de
horizontes ahora tenemos una cuarteta armonica.
Cada una de las caras del cubo que contienen al
origen, es una loseta que define a la cuarteta ar-
monica correspondiente. .

En el Capitulo 2 demostraremos que la armonia
relaciona a las configuraciones de Cevay de Mene-
lao sin usar la perspectiva del cubo; es mas, sin sa-
lirse para nada del plano. El ingrediente fundamen-
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tal sera el Teorema de Desargues, cuya eleganciay
audacia arranco, en buena medida, a esta geome-
tria como teoria matematica.

Por Gltimo, debemos senalar que una vez que
esta determinado el cubo en el lienzo, se puede
determinar cual debe ser la posicion de cualquier
punto del espacio. Pues usando el método de coor-
denadasy como ya sabemos determinar puntos en
los tres planos basicos con sus cuadriculas, pode-
mos llegar a él usando las tres direcciones princi-



pales con sucesiones armonicas adecuadas.

EJERCICIO 26. Encuentra los puntos de fuga de las otras
tres tri-diagonales del cubo. Hay una roja, una azul
y una verde, cuyos puntos de fuga deben llamarse
[—1:7:7], [T:=1:1], [T:1:—1] respectivamente.
Se pueden encontrar con trazos entre puros puntos de
fuga y luego corroborar que son los puntos de fuga de
las direcciones respectivas.

EJERCICIO 27. Colorea las cuatro regiones triangulares
que tienen como vértices a los puntos de fuga basicos,
y asocialas con esquemas de signos en las coordenadas
homogéneas de sus puntos de fuga.

EJERCICIO 28. En la escena anterior, localiza al punto P
con coordenadas (2,1, 1); suponiendo, por supuesto,
que O es el (0,0,0) y sus tres adyacentes en el cubo
son la base canénica (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1). ;Pue-
des determinar cual es el punto de fuga de la linea de
O a P? Argumenta tu construccion.

EJERCICIO 29. Haz una construccion que produzca la si-
guiente figura de una casita. Las lineas verticales estan
trazadas como perpendiculares al horizonte (el punto
de fuga [0 : 0 : 1] esta en el infinito, a la Alberti). Ade-
mas de los del horizonte, hay cinco puntos de control.
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Capitulo 2

Geometria Proyectiva

La idea revolucionaria de Girard Desargues para
liberar a la teoria geométrica que estaba agazapa-
da bajo los métodos del dibujo en perspectiva, fue
incorporar a priori los puntos que en el dibujo de
una escena surgen como puntos de fuga pero que
no existen en la escena misma, es decir, solo apa-
recen a posteriori (en el acto de dibujar).

Esto obliga a ampliar nuestra vision del mundo;
a incorporar, como parte de la realidad —al menos
de manera formal o discursiva— a entes abstrac-
tos que no podemos ver ni tocar, tan solo intuir. Y
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eso nunca ha sido facil para el ser humano, excep-
to cuando incorpora seres antropomorficos (como
los dioses griegos o Spiderman) o con formas ani-
males (como los unicornios o Mickey Mouse).

También violenta la idea tan arraigada de que
el espacio que estudia la geometria y el que habi-
tamos son el mismo objeto. Y no: lo que estudia
la geometria es un modelo tedrico que aproxima
al espacio fisico real; aceptar esto —que no son
lo mismo— permite pensar en otros modelos. Gi-
rard Desargues es el pionero que echa a andar por



estos senderos con la incorporacion de los puntos
ideales para crear un nuevo escenario en el cual se
puede hacer geometria... y la hace. Después de de-
finir con precision a ese nuevo espacio y ver sus
principios generales, demostraremos el Teorema
de Desargues que encarna la filosofia de esta nue-
va geometria.

El presente capitulo esta dividido en tres sec-
ciones. En la primera se formaliza la definicion del
Espacio Desarguesiano y se establecen sus princi-
pios de incidencia basicos; también se estudia co-
mo el concepto primordial de proyeccion se vuelve
matematicamente muy trabajable (se vuelve una
biyeccion mientras que en el Espacio Euclidiano ni
a funcion llegaba).

En la segunda seccion, se demuestran formal-
mente los teoremas o resultados que ya aparecie-
ron en el Capitulo 1y que, si acaso, habiamos ar-
gumentado experimentalmente; queda con ello de
manifiesto el poderio tedrico y la elegancia de la
Geometria Proyectiva.

En la tercera seccion, enfrentamos el hecho de
que el Plano Proyectivo es en si un objeto revolu-
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cionario. Para algunos, puso en duda su pertinen-
cia o su caracter intuitivo y fue motivo para huir
de esta geometria. Pero para otros, mas audaces,
abunda en su interés; pone en perspectiva la con-
cepcion moderna de las matematicas pues motiva
la pertinencia de la topologia y contribuye a la fle-
xibilizacion de la geometria.



21. Definicion, Principios de

Incidencia y proyecciones

Para ser precisos en esa definicion seminal que
atribuimos a Desargues, es conveniente introducir
notacion y especificar muy bien su contexto.

211. El Espacio Euclidiano

Sean [E? y E? (léanse “E-tres” y “E-dos”) el Es-
pacio y el Plano Euclidianos, respectivamente. El
superindice indica la dimension. Corresponde al
nimero de coordenadas con que se pueden deter-
minar sus puntos. Por lo cual, para estos espacios
también es muy usada la notacion R3 yIR?, en don-
de se presupone que R denota a la recta de los ni-
meros reales; pero esto Ultimo indica que se va a
dar preferencia al método de coordenadas. Y eso
no lo haremos, porque queremos seguir usando
el método sintético de la geometria clasica (pun-
tos, lineas y construcciones), que era el que usa-
ba Desargues -recuérdese que Descartes era coe-
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taneo suyo. Por lo tanto, preferimos usar la nota-
cion E3 y E2. En ellos, como conjuntos de puntos,
se tiene la nocion de lineas (o rectas) como ciertos
subconjuntos distinguidos (que asociamos a la he-
rramienta regla). Y se cumple que por cualesquiera
dos puntos pasa exactamente una de ellas. Esto es
crucial en las construcciones o dibujos y es, proba-
blemente, la idea mas trascendente que se plasmo
en Los Elementos de Euclides en el sentido de que
todo arranca a partir de ella.

En el espacio E3, hay otros subconjuntos distin-
guidos, llamados planos. Cada uno de ellos es equi-
valente al plano [EZ, o es una instancia de él. Ade-
mas, en E2 y en E3, se puede desarrollar una bue-
na nocion de distancia (la “metria” de la palabra
“geometria”), y tienen muy bien definida la nocion
de paralelismo. Dos lineas en un plano son parale-
las, si no se tocan; y en el espacio E3, si ademas
de no tocarse, son coplanares (es decir, estan con-
tenidas en un mismo plano).

El paralelismo es una relacion de equivalencia
entre las lineas de [E3. Es decir, las lineas de E3 se
agrupan en clases de paralelismo, a las que tam-



bién se les llama haces paralelos, que “llenan” el
espacio (cada punto de E3 esta en exactamente
una de las lineas de cualquiera de esas clases de
equivalencia).

Si no tuviéramos todo eso muy claro, la civiliza-
cion no habria llegado tan lejos. Es algo tan arrai-
gado en nuestra cultura y en nuestra manera de
pensar, que confundimos E3 con el espacio fisico
en el que vivimos, pues lo modela perfectamente
en nuestro entorno inmediato. De hecho, eso es lo
que hemos hecho aqui mismo en el capitulo ante-
rior cuando hablamos de perspectiva, de proyectar,
de pintar, del “plano del lienzo”, etcétera. Los meé-
todos de la perspectiva se deducen de eso que se
[lama geometria euclidiana.

21.2. El Espacio Desarguesianoy sus

Principios de Incidencia
Pero llego Desargues y amplio la geometria:

e [l Espacio Desarguesiano, que deno-
taremos por D3, es el conjunto E3 junto
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con nuevos puntos que llamaremos idea-
les: agregamos un punto ideal por cada
clase de paralelismo de lineas.

Estos, los de E3 mas los puntos ideales, son los
puntos de D3, y para hacer geometria en este nue-
vo espacio debemos definir las lineas.

e Las lineas del Espacio Desarguesiano
D3 son de dos tipos: (1) las lineas de E3
pero agregandoles el punto ideal corres-
pondiente a la clase de paralelismo a la
que pertenecen y (2) para cada plano de
[E3, se toma como linea al conjunto de
puntos ideales de las lineas contenidas
en ély la llamamos su horizonte o su li-
nea al infinito; a éstas dltimas también
se les llama lineas ideales.

Y, por dltimo, definimos los planos de D3:

e Hay dos tipos de planos: (1) los planos
de E3 a los que agregamos su horizonte
y (2) el llamado plano al infinito que es
el conjunto de todos los puntos ideales
del espacio.



Entonces, en concordancia con nuestra defini-
cion de la pagina 23, el Plano Desarguesiano, D?,
es cualquier plano de D3. Es como E? junto con
una linea al infinito que tiene un punto ideal por
cada clase de paralelismo de lineas en él.

Este es el escenario donde se desarrolla la geo-
metria proyectiva.

Las lineas en D3, también llamadas lineas pro-
yectivas, ya no se modelan en abstracto con los
nimeros reales como las lineas euclidianas, sino
que se modelan con el circulo, pues al nuevo pun-
to ideal que se les anadio, se llega continuamente
en las dos direcciones de la linea. No hay un punto
idealaunladodelalineay otroal otro lado, el pun-
to ideal de una linea es uno solo. En porciones pe-
quenas las lineas del Espacio Euclidiano y las del
Espacio Desarguesiano se ven iguales, son indistin-
guibles, pero globalmente son diferentes: cuando
un punto viaja en un solo sentido sobre una linea
proyectiva, regresa por el otro lado y al viajar dos
puntos en sentidos opuestos se cruzan antes de re-
gresar a su punto de partida; mientras que al hacer
esto en la linea euclidiana, nunca jamas se vuelve
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a tener noticia de ellos.

Hoy en dia podemos decir con contundencia
que las lineas euclidianas y las lineas proyectivas
son “topologicamente distintas”. Otra manera de
ver esto es observar que la linea euclidiana se se-
para en dos “rayos” al quitarle un punto; mientras
que a la linea proyectiva se necesita quitarle dos
puntos para separarla en dos partes. De aqui, que
para definir un segmento en el Plano Proyectivo se
necesito mas informacion.

Los Principios de Incidencia basicos que cumple
el Espacio Desarguesiano D3 son:

P1:(0 — 0). Por dos puntos pasa una linea tnica.
PI:(2 — 2). Dos planos se cortan en una linea.

PI:(2 —1). Un plano y una linea que no esta en
él, se cortan en un punto Gnico.

PI:(T — 1). Dos lineas se tocan si y sélo si estan
en un mismo plano (son coplanares).

PI:(1T — 0). Una linea y un punto que no esta en
ella, generan, o estan en un tnico plano.



Notese que aprovechando la dimension (0, Ty 2
para puntos, lineas y planos respectivamente) he-
mos puesto nombres a los principios de incidencia.
Ademas, debemos especificar que cuando usamos
el calificativo “dos” en los enunciados, suponemos
que se trata efectivamente de dos entes distintos.

Hay que remarcar lo “democratico” de estos
principios: se aplican por igual a todos los objetos
geomeétricos de la misma dimension. No hacen ex-
cepciones. Ni sobre su procedencia (viejos o nue-
vos), ni sobre relaciones intimas o especiales (ya
no hay paralelismo). Y en buena medida, en esta
generalidad democratica recae el encanto teorico
de la geometria proyectiva.

Aunque las demostraciones de los principios tie-
nen adn un tinte “segregacionista”. Pues hay que
revisar los casos de acuerdo al origen de los suje-
tos involucrados. Veamos como ejemplo el primer
principio de incidencia, P1:(0—0), que también po-
demos llamar Axioma de Euclides, por ser justo el
primero de su sistema axiomatico.

Dados dos puntos en D3, debemos exhibir una
linea que pase por ellos. De acuerdo al linaje u ori-
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gen de los puntos, hay de tres sopas: los dos son
veteranos euclidianos (o finitos), los dos son idea-
les nuevecitos (y viven en el infinito) o bien, son
uno de una clase y el otro de la otra.

Si los dos son euclidianos, la linea euclidiana
por ellos se completd a ser la linea proyectiva (en
D?3) que queremos. Su unicidad se sigue de la eu-
clidiana.

Segundo, hay que ver el caso en que tenemos
unoy uno. La linea euclidiana que pasa por el pun-
to finito en la clase de paralelismo que correspon-
de al punto ideal, es la linea deseada. Junto con la
unicidad esto corresponde al Axioma de las Para-
lelas de la geometria euclidiana.

Y si los dos puntos son ideales, hay que consi-
derar un punto euclidiano auxiliar: por él pasan li-
neas que van a pegarle a los dos puntos ideales
(usando el segundo caso), entonces el plano eucli-
diano que generan determina su horizonte que es
una linea en el infinito que pasa por los dos pun-
tos ideales. Esta no depende del punto auxiliar que
escogimos, pues si lo cambiamos, se obtiene un
plano (euclidiano) paralelo, y estos (ya dentro de



D3, completados con sus puntos ideales) compar-
ten su linea al infinito: sus puntos ideales son exac-
tamente los mismos. Dicho de otra manera, dos
planos euclidianos que comparten dos pares de li-
neas (euclidianas) paralelas, son paralelos y enton-
ces comparten horizonte: cada linea en uno tiene
paralelas en el otro.

El otro principio de incidencia que debemos dis-
cutir por su importancia es Pl:(1 — 1):

Consideremos dos lineas en D3. De nuevo hay
tres casos. El primero es cuando ambas son eu-
clidianas. Que se toquen o que sean concurrentes
quiere decir que tienen un punto en comun. Si és-
te es euclidiano, las dos lineas generan, o estan en,
un plano; y si es ideal quiere decir que son parale-
las y por tanto son coplanares . Y al revés, si son
coplanares, o se intersectan o son paralelas en cu-
yo caso comparten su punto ideal.

El segundo caso es cuando una linea es eucli-
dianay la otra ideal. Si se tocan es que comparten
un punto ideal y esto implica que la linea euclidia-
na esta en uno de los planos cuyo horizonte es la
ideal. Y ésta es la Ginica manera en que pueden ser
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coplanares: hay un plano euclidiano que contiene
alalinea euclidianatal que su horizonte es la linea
ideal y, por supuesto, comparten un punto ideal.

Finalmente, queda el caso de dos lineas ideales.
Al ser distintas, son horizonte de dos planos eucli-
dianos no paralelos y estos se intersectan en una
linea euclidiana cuyo punto ideal es comin a las
originales. Notese que en este dltimo caso las li-
neas ya eran coplanares pues habiamos definido a
todos los puntos ideales como un plano (el plano
al infinito), asi que s6lo hubo que demostrar que
se tocaban.

Vale la pena concluir esta seccion con el sello
distintivo de la geometria que arranco Desargues:

e en un plano proyectivo cualquier par
de lineas se intersecta.

EJERCICIO 30. Demuestra los otros tres principios basi-
cos de incidencia.

EJERCICIO 31. Cuales de los principios basicos de inciden-
cia se cumplen en el Espacio Euclidiano y cuales no: da
ejemplos de las violaciones.



21.3. Proyecciones

El nombre de “geometria proyectiva” viene, co-
mo ya hemos mencionado, de las proyecciones: es
uno de los conceptos centrales de la teoria. Con
el Espacio Desarguesiano ya establecido, es mo-
mento de darles su lugar y dotarlas de un signi-
ficado mas preciso. Con él, volvemos a ver rapida-
mente los distintos ejemplos fisicos de proyeccio-
nes pues nos conducira, en la siguiente seccion, a
fundamentar el hecho de que a los puntos ideales
se les debe llegar continuamente por ambos lados;
que podria parecer contrario a la intuicion.

En la matematica moderna se tiene el concep-
to de funcion, y las proyecciones son ejemplos (no
numéricos) de funciones. Usaremos este concepto
como algo ya familiar; aunque la notacion que usa-
remos no va a corresponder a la que se usa para
las funciones en el Calculo, pues nos interesa que
la composicion de funciones sea facil de léer.

Dados un punto O € D3 (se lee “O en D3"y
juega el papel de Ojo del Pintor) y un plano A (léa-
se “Lambda”, que representa el lienzo y que sera
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el rango o contradominio de la funcion), que no
contiene a O (escrito O ¢ A), denotaremos por

TTO,A

a la funcion proyeccion desde O (o con foco O) al
plano /\, que manda a un punto X en (o asocia a
X con) la interseccion del plano /\ con la linea que
pasa por O y por X.

Por el principio de incidencia PI:(0—0), para un
punto X # O, hay una linea que pasa por O y X;
y por PIl:(2 — 1), se tiene que esta linea cortaa A
en un punto bien definido (pues O ¢ A). Asi que
para cualquier X distinto de O, su proyeccion en el
lienzo /A es un punto de /A que denotaremos por

X To,A

para leerse “X proyectado desde O a A” o “la ima-
gen de X bajo la proyeccion de O a A” o, simple-
mente, “equis puntito pi-O-Lambda”.

Esta es la funcion abstracta que usan los pinto-
res para componer un cuadro en el sentido rena-
centista de Alberti. Dicho de otra manera, el prin-



cipio de proyeccion es que cualquier punto fuen-
te (en la escena, X), su punto imagen (en el lien-
zo, X - o, A) y el foco (el ojo del pintor, O), es-
tan alineados. Y al pintar bajo este principio se lo-
gra que cuando vemos el cuadro, nuestra mente
reconstruya la escena tridimensional original (si el
pintor hace el resto de su chamba decorosamen-
te). Pues, como hemos mencionado, nuestro ojo,
asi como el ojo de los animales superiores, ha sido
disenado por la evolucion para simular este prin-
cipio de proyeccion; y nuestro cerebro, asi como
el de los animales superiores, sabe interpretar las
imagenes que con este principio se producen.

En un ojo, la pupila (el hoyito que deja pasar la
luz) y el cristalino (una pequena lente) seleccionan
los rayos de luz que pasarian por un punto que es
el foco de la proyeccion. La retina juega el papel
del lienzo o rango. Los “puntos”, “pixeles” o célu-
las de la retina son sensibles a la intensidad vy al
color del rayo luminico que les pega; mandan esta
informacion al cerebro y éste compagina y proce-
sa las secuencias de imagenes de los dos ojos para
armar en nuestra mente la idea de ese mundo tri-
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dimensional que nos rodea.

La camara fotografica se basa en este mismo
principio de proyeccion -un sistema optico que
juega el papel del foco y, como lienzo, una pelicula
o detector bidimensional fotosensible- que produ-
ce el cuadro ideal al que aspiraban los pintores re-
nacentistas para plasmar escenas reales. No es de
extranar que el paradigma de lo que es pintar haya
tenido que cambiar tan drasticamente con la apa-
ricion de la camara fotografica; pues hoy dia, trae-
mos en el bolsillo proyecciones de escenas reales
que serian el sueno de los pintores renacentistas. Y
efectivamente, hoy reconocemos todos que las fo-
tografias reflejan bien como vemos el mundo; que
lo representan en dos dimensiones de manera tan
realista como es posible.

La diferencia entre una “proyeccion de pintor”
y una de “ojo o camara fotografica” esta en el or-
den de los tres elementos involucrados: el lienzo
(rango) del pintor esta colocado entre el objeto (la
fuente) y su ojo (el foco); mientras que la pelicu-
la sensible de la camara (o la retina) esta después
del foco en el sentido en el que viaja la luz en las



lineas: el foco queda entre la fuente y el lienzo.
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Hay, inclusive, otro aparato que usa el mismo
principio de proyeccion: el “proyector” de cine. En
él, el foco es de donde emanan los rayos de luz, és-
tos pasan por la transparencia o pelicula que hace
el papel de fuente y llegan a la pantalla que hace
las veces de lienzo. El orden de los tres factores, se-
gln la direccion que determina la luz, es diferente
que en los ejemplos anteriores.

Pero obsérvese que en nuestra definicion abs-
tracta de proyeccion, no interviene para nada la
direccion en las lineas, o el orden de los objetos;
simplemente se cortan lineas con planos. En sus
expresiones fisicas (pintor o camara), la direccion
en la que viaja la luz si cuenta, pero en su abstrac-
cion matematica ya no.

67

Las construcciones de buenas perspectivas (de
proyecciones) que hemos hecho en el Capitulo 1,
solo dependen de que:

e Una linea fuente (que no toca al foco)
se proyecta en una linea en el lienzo."

Esto se sigue de los principios PI:(1—0) (la linea en
cuestion y el foco generan un plano...)y Pl:(2 — 2)
(...que corta al lienzo en una linea). Y, por lo tan-
to, al conocer donde estan las imagenes en el lien-
zo de dos puntos en una linea, ya podemos trazar
en él toda la linea que sera su imagen. Esto fue lo
que usamos unay otra vez: “las proyecciones man-
dan lineas en lineas y dos puntos determinan una
linea”.

EJERCICIO 32. Argumenta por qué las lineas que pasan
por el foco se proyectan en un punto, que es el punto
de fuga de su clase de paralelismo.

"Nos referiremos a este hecho en el futuro diciendo que
“Las proyecciones mandan lineas en lineas".



21.31. El otro lado del horizonte

Una funcion, como objeto matematico, consta
de tres elementos: dos conjuntos (el dominio o
fuente y el contradominio o rango) y una regla de
correspondencia que dicta como asociar a cada
elemento del dominio uno en el contradominio. No
dimos con precision el dominio de las proyeccio-
nes (aunque implicitamente estan definidas en to-
do D3 excepto su foco), pues nos interesa llamar
también “proyeccion” a sus restricciones a planos.

e Las proyecciones entre planos son co-
rrespondencias biyectivas, o uno-a-uno.

Es mas, si Ay A (“Delta”) son dos planos en D3,y
O es un punto que no esta en ninguno de ellos. En-
tonces, las proyecciones desde O como funciones
entre ellos,

7'[0)/\1A—>/\ y WO’AIA%A

son funciones inversas. Esto se debe a que si
tomamos puntos X € Ay Y € A, entonces se
corresponden bajo la proyeccion de A a A
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(Y =X-7o,) siysolosiX, Yy O son colinea-
les (estan alineados) y esto es equivalente a que
X =Y - 7o a.Alescoger un punto O fuera de am-
bos planos, los puntos en ellos se aparean por la
condicion de ser colineales con O.Y este aparea-
miento corresponde a las proyecciones desde O
entre ellos.

Veamos con cuidado el ejemplo de una escena
imaginaria como experimento a la Einstein.
ESCENA 16. Los dos lados del horizonte.



Sea A un plano vertical a nuestra izquierda y para-
lelo a la direccion de nuestra vista (la profundidad),
y sea /A el plano de un lienzo a poco menos de un
metro enfrente de nosotros (perpendicular a A). El
lienzo es un rectangulo, que a su vez es la ventana
que tenemos aqui en la pantalla. Solamente se ve
tras esa ventana una porcion del mundo exterior,
ideal y tridimensional.

Lo que tenemos dibujado en el lienzo, es la fa-
chada de un edificio largo y chaparro en el plano
A proyectado a /A desde el punto O, que esta en
el centro de nuestra cabeza (el clasico ojo del pin-
tor), es decir, bajo la proyeccion 7t o1 A — AL EL
edificio tiene una fachada muy simple de tres por
tres rectangulos semejantes al total.

Hemos llamado Y al centro de la fachada dibu-
jada en A con buena perspectiva. Asi que Y esta
en A\, pero le corresponde un punto X € A (pre-
cisamente X =Y - 7o ), que se confunde con Y
(se aparean bajo las proyecciones desde O), pero
X es el centro euclidiano del rectangulo-fachada
en A.

En el siguiente capitulo veremos con detalle la
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construccion para lograr que, al mover Y en la pan-
talla, se vea como que el rectangulo centrado en X
se traslada paralelo a si mismo dentro de A. Mueva
un poco el punto Y para corroborar esto.

Ahora: lleve Y del otro lado del horizonte de A
que es la recta vertical en el centro de la ventana-
lienzo.

Nuestro aparato perceptivo, de acuerdo a suam-
plia y connotada experiencia, nos quiere conven-
cer de que el edificio se alejo tanto como para es-



conderse detras del punto Y, y que regreso, tan
campante, por el otro lado de la calle para esta-
cionarse justo en la acera de enfrente. Pero no es
asi: “inos llegd por chicuelinas!™:

En el lado derecho del horizonte, se proyectan
rectangulos-fachada en A cuyo centro X esta atras
de nosotros. La linea de Y (en el lado derecho) a
O cortaa A en un punto X que esta atras de noso-
tros. ;Qué tan atras? Tanto como Y esté cerca del
horizonte. Y cuando Y esta justo en el horizonte, X
es un punto ideal de A, pues la lineade O a Y es
paralela a una linea en A.

Aqui es donde entran en juego los puntos idea-
les de Desargues para lograr que las proyecciones
entre planos sean biyecciones. Los puntos ideales
del dominio o fuente se proyectan en los puntos
de fuga en el rango o lienzo; es a lo que nos refe-
rilamos con a prioriy a posteriori en la descripcion
previa.

Hay que observar también que cuando Y esta
cerca del borde de la ventana (y lejos del horizon-
te), aparece parte del edificio por el lado contrario
de la pantalla, como dicta la teoria. Corresponde
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a que cuando X (en A) esta cerca de nosotros, el
edificio llega lo suficientemente atras y adelante
como para que ambos extremos aparezcan proyec-
tados en la ventana.

Del lado izquierdo del horizonte, las proyeccio-
nes del edificio son “tipo pintor”; del lado dere-
cho son “tipo camara”. Los colores auxilian para ver
esas diferencias.

En este dltimo paso, aparecen algunos trazos
mas y los otros controles de la figura, por si le ape-



tece trabajarla, y entender como se hizo. u
Lo que queremos remarcar es que la definicion
de puntos ideales de Desargues, compagina a la
perfeccion con las proyecciones. Cuando proyecta-
mos un plano a otro, el horizonte es laimagen de la
linea al infinito. Es una linea como cualquier otra,
y a sus puntos se les llega continuamente desde
ambos lados, que, para un punto ideal son las “di-
recciones opuestas” de una linea que pasa por él.
Alverlos o dibujarlos, los puntos ideales se com-
portan como cualquier otro, y las lineas que for-
man, las ideales, son equivalentes a las de siempre
(“son” como los horizontes que hemos escogido
arbitrariamente). En pequefas porciones, el Plano
Desarguesiano es idéntico al Plano Euclidiano. Por
ello se dice que los Planos euclidiano y desargue-
siano son localmente iguales; pero globalmente no
lo son.
EJERCICIO 33. Numera ciclicamente los vértices de la
“elipse poligonal” del Ejercicio 23. Luego hazla parecer
una “hipérbola poligonal” y observa la direccion de los
vértices en ambos lados del horizonte.

Al



2.2. Teoremas fundamentales

Ya podemos demostrar los teoremas con los que
tropezamos en el Capitulo 1, y que enunciamos o
describimos ahi. La idea profunda que sustenta las
primeras pruebas es aprovechar que estamos in-
mersos en una tercera dimension. Hasta ahora to-
dos nuestros dibujos han sido planos aunque en
el contexto, por estar hablando de perspectiva, ha-
bia una tercera dimension implicita. Ahora la hare-
mos explicita en las construcciones y usaremos los
principios de incidencia como herramienta basica
en los razonamientos.

2.21. Teorema de Desargues y dualidad

Con la terminologia que establecimos cuando lo
enunciamos en la pagina 29, el Teorema de Desar-
gues (Teorema 1) se puede reescribir como:

Teorema 1 (Desargues). Dos triangulos coloreados
estan en perspectiva si y solo si estan en perspec-
tiva axial.
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ESCENA 17. De perspectiva a perspectiva axial.
Supongamos que dos triangulos coloreados estan
en perspectiva.

El caso facil es cuando cada triangulo esta en
diferente plano; es decir, el caso de tres dimensio-
nes en la que el foco de la perspectiva entre ellos
es un punto, V, afuera de ambos planos que no dis-
tingue a un triangulo del otro, aunque los vea en
su plenitud de triangulos.

Esta es la primera vez que desplegamos una figura



3D. Notese que lo que era boton de “Play” es ahora el
icono de “Pausa” (abajo a la derecha de la ventana); si
se le aprieta, la figura deja de girar y el boton regresa a
“Play” que hara girar la figura de izquierda a derecha.
El principio en que se basa ProGeo3D para trabajar
con figuras tridimensionales es que si éstas se mueven
coherentemente, es decir, como si fuera la proyeccion de
una figura en el espacio que gira de manera rigida, en-
tonces nuestro cerebro le confiere tridimensionalidad,
es el “efecto cine”. La herramienta “Seleccionador” (el
cursor) tiene ahora una nueva funcién basica: al presio-

nar en un lugar vacio (sin objetos) y arrastrar: la figura
completa gira como si viviera en una esfera de cristal
detras de la pantalla y el arrastre (en cualquier direc-
cion) la hiciera rotar. Juegue por favor con éstas funcio-
nes (“Play” y “Arrastre-3D") en los siguientes pasos para
visualizar su coherencia tridimensional; y observe que
con un ojo cerrado, la ilusion de 3D es mas facil.
Regresando a nuestra prueba. Observemos que,
por hipotesis, las lineas que unen los veértices del
lado azul de los triangulos concurren en el foco V.
Por tanto, son coplanares por el principio de inci-
dencia, PI:(1—1), pag. 62, (indicado por un triangulo
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azulito que se dibuja igual que antes, y ahora incorpora
un nuevo plano a los objetos). Esto implica, de nuevo
por PI:(1 — 1) usado en el otro sentido, que...
los lados azules se cortan en un punto X, pues son
lineas definidas por puntos en un mismo plano.
Analogamente, los lados verdes...
se cortan en un punto Y;y los rojos...
en un punto Z.
Y finalmente, los tres puntos X, Y, Z son colinea-
les, pues...



estan en los planos de los dos triangulos (se les
definio como interseccion de lados correspondien-
tes) y estos dos planos se intersectan en una linea,
por PI:(2 — 2), que es el eje de perspectiva axial
que buscabamos.

En éste dltimo paso, aparecio una caja, La Caja, que
contiene a toda la figura que de nuevo se puso a rotar
porque asi lo indicaba el Paso 7, pero se puede detener.

La Caja se despliega o no con el tercer boton de abajo
a la izquierda en la ventana. Ademas de ayudar a visua-
lizar en 3D, tiene otra funcién especifica: solamente se
dibuja lo que esta dentro de ella; es el analogo del papel
que juega la ventana rectangular en 2D. Cuando esta ac-
tiva la Caja, los planos se dibujan mas alla del triangulo
que los definio; y es necesaria para distinguirlos.

Elprimer boton de abajo a la izquierda es el que cam-
bia de modo 2D a 3D. El segundo (que aparece solo en
3D) dibuja el plano que se usa para 2D, que conviene
pensar como el plano-xy, y al pasar a modo-2D todo
se proyecta ortogonal en él; si se mueve un punto es-
tando en modo-2D, su coordenada-z se mantiene fija y
si se crea, toma el valor Q. El Gltimo boton de ese gru-
po extiende las lineas hacia atras hasta su punto de fu-
ga; conviene mantenerlo apagado por eficiencia, pero
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es bueno para detectar el paralelismo.

El “Seleccionador” sigue teniendo la misma funcion
de seleccionar un objeto cuando se hace click sobre él
para poder cambiar sus cualidades. Y si es un punto de
control, se puede mover como antes: lo hace paralelo
a la pantalla. Asi que, como se puede cambiar el pun-
to de vista, se puede mover en cualquier plano por ély
llevarlo a donde se deseé dentro de la Caja. El control a
su izquierda, que traslada toda la figura, lo hace ahora
paralelo a la pantalla; y el “Zoom” funciona igual. -



Regresando a nuestro teorema, hemos demos-
trado una direccion (del siy solo si) en el caso 3D.
La otra direccion en este mismo caso es muy pare-
cida, pero la vamos a detallar para hablar de como
se hace una construccion en 3D y para extraer des-
pués el meollo de las dos demostraciones.

ESCENA 18. De perspectiva axial a perspectiva.
Se puede empezar en 2D, con el eje axial, tres puntos
en ély un triangulo externo coloreado.

Al cambiar a modo-3D, hemos trasladado el plano-
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xy hacia abajo (junto con la figura) para hacer espacio.
Luego, con la herramienta “Punto-Recta” trazamos la li-
nea al punto azul con un solo gesto (después se ajusta-
ron los colores), pues se mantiene la filosofia gestual. Si
el click es en un espacio vacio se genera un nuevo punto
de control (asi se creo el punto rojo) y se le coloca con
la profundidad de media Caja. Se arrastro para generar
la linea con un solo gesto y se levanto el arrastre en el
punto azul; como es sobre un objeto ya definido, Pro-
Geo3D decide que es ese punto al que queremos selec-
cionar (independientemente de la profundidad) y traza
la linea correspondiente. Finalmente, el punto verde se
obtiene por un click simple sobre la linea azul y queda
restringido a vivir en ella.

El resto del segundo triangulo se hace con las herra-
mientas de incidencia que funcionan como antes.

Las lineas por los puntos correspondientes de
los triangulos concurren en un punto: el foco que
los ve en perspectiva. Y no solo de manera experi-
mental. Podemos probarlo:

Por construccion (o la hipotesis de perspectiva
axial) los lados correspondientes de los triangu-
los son coplanares (por PI:(1T — 1) y dibujamos el



plano azul). Por lo tanto, tenemos tres planos que,
respectivamente, contienen a los lados de los dos
triangulos. Esos tres planos se cortan en un pun-
to, usando PI:(2 — 2) y PI:(2 — 1), que es el foco
de perspectiva de los triangulos. Ademas, las inter-
secciones dos a dos de los planos son las lineas
(segmentadas) por los vértices correspondientes,
pues ambos puntos estan en ambos planos.
Nétese que hicimos cambios de decoracion con los
colores. En las escenas 3D es conveniente dibujar con
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segmentos mas que con lineas, pues éstas tltimas me-
ten ruido: recargan la imagen con informacion irrele-
vante para nuestro cerebro por lo que con ellas le cuesta
mas trabajo armar la tridimensionalidad. Estamos acos-
tumbrados a ver segmentos en objetos sélidos (a los
cuales no es muy comun que les salgan pelos sueltos
y rectos) y nuestra memoria visual contribuye sifnifica-
tivamente para hacernos creer, cuando hay movimiento,
que realmente hay un modelo 3D ahi detras de la pan-
talla; es de notar que en ocaciones se confunde el senti-
do del giro al empezar el movimiento (parece que lo de
atras esta adelante) pero no dura mucho este efecto.

También conviene dibujar pocos planos, pues Pro-
Geo3D no se preocupa por renderear: simplemente po-
ne los objetos que caen dentro de la caja en el orden de
creacion en la construccion, no el geomeétrico de atras
para adelante; y esto lo hace para cada instante o “dia-
positiva” cuando hay movimiento. N

Lo que queremos resaltar, antes de continuar
con la demostracion, es que en ambas pruebas las
hipotesis conducen a que hay cinco planos distin-
tos en el espacio: dos en los que viven los triangu-
losy aparecen los tres lados de una piramide trian-



gular en los que estan los lados correspondientes
de los triangulos. El apice de la piramide es el foco
y la linea de interseccion de los planos de los trian-
gulos es el eje de perspectiva axial; pero ademas,
todas las intersecciones de estos cinco planos se
usan en algin momento de las demostraciones o
vienen como parte de la hipotesis. A esta configu-
racion se le llama la Configuracion de Desargues.
Vale la pena especificar que por configuracion es-
tamos entendiendo un conjunto de puntos, lineas
y planos con una relacion de incidencia (quién es-
ta contenido en quién) bien establecida. Esta rela-
cion deincidencia es lo que se llama un orden par-
cial, pues no todos los elementos estan relaciona-
dos (si lo estuvieran, seria un orden total); y en el
caso de la Configuracion de Desargues, correspon-
de a una parte del orden parcial de subconjuntos
de un conjunto con cinco elementos con el orden
parcial invertido:

Hay cinco planos, diez lineas que son la intersec-
cion de dos planos y diez puntos que correspon-
den a las ternas de planos. En cada plano hay cua-
tro lineas (la interseccion con los otros planos) y
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seis puntos (;por qué?); cada linea incide con tres
puntos y cada punto con tres lineas. Asi que en la
Configuracion de Desargues hay diez instancias de
su teorema, es decir, cada punto o vértice (que co-
rresponde a un subconjunto de tres planos) ve en
perspectiva a dos triangulos cuyo eje de perspecti-
va axial es la linea en la que se cortan los otros dos
planos (el complemento como subconjuntos de los
cinco planos); ver el siguiente ejercicio.

EJERCICIO 34. Diez instancias del teorema. En el Gltimo
paso de la (ltima escena, la 18, elimina las dos dltimas
instrucciones (los triangulos azules); luego colorea con
un mismo color alfoco, al ejey, con ese color pero tenue
para poder ocultarlos, a los dos triangulos que aque-
llos ponen en perspectiva y perspectiva axial respecti-
vamente; el color representa una instancia del Teorema
de Desargues. Solo hay que cambiar color a seis lineas
y seis puntos; pero falta definir 18 triangulos. Veras que
las posibles “disposiciones geométricas” de dos trian-
gulos en perspectiva son muchasy que nuestras demos-
traciones empezaron con las mas simples.



2.21.1. Prueba en el plano, cine-3D y dualidad

Nos queda por demostrar el caso dificil del Teo-
rema de Desargues, que es el que realmente apa-
recio en el Capitulo 1, cuando los dos triangulos
estan en un mismo plano. Las pruebas anteriores
ya no funcionan, se colapsan pues los cinco planos
son ahora uno so6lo. Sin embargo, la idea de levan-
tar a la tercera dimension, resolver ahiy regresar
al plano funciona bien.

Una posible prueba viene de aceptar que una
configuracion plana podria ser la proyeccion de
una tridimensional, y construir tal configuracion,
levantarla digamos, a partir de puntos auxiliares
externos, ver Ejercicio 35. Pero preferimos dar otra
demostracion que tiene que ver con el proceso de
como arma nuestro cerebro la tridimensionalidad
a partir de dos imagenes planas.

ESCENA 19. Desargues-2D y el cine-3D.

Consideremos dos triangulos coloreados en un
plano TT que estén en perspectiva desde (es de-
cir, con foco) F; queremos demostrar que estan en
perspectiva axial.
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Sean D e I dos puntos fuera de IT y colinea-
les con F. Los nombres se inspiran en los ojos
Derecho e Izquierdo de un espectador ante la pan-
talla IT que tiene dos triangulos coloreados de tal
manera que cada ojo ve a uno de los triangulos pe-
ro no al otro.

Para lograr que F se pueda alejar de la Caja (pues
en el cine-3D es el punto ideal en la direccion horizon-

2La técnica del siglo XIX para lograr esto fue con filtros de
colores, la actual es con polarizacion de la luz.



tal de la pantalla), se le definié como la interseccion de
las lineas punteadas entre los vértices en los lados azu-
les. Pero entonces se tiene el problema constructivo de
que los cuatro puntos libres no deben serlo tanto (por
PI:(1—1), tienen que ser coplanares para que F exista);
y se resuelve este problema como sigue.

Con el primer triangulo, se define un plano (y si es el
plano-xy, éste se incorpora a la base de datos de obje-
tos de la construccion). Si, en modo-3D, se crea un punto
dentro de ese triangulo, el punto “libre” se restringe a
vivir en ese plano; asi como hay puntos en lineas debe
haber puntos en planos, y ésta es la manera de definir-
los. Asi que creando a los dos puntos de la otra linea
azul dentro del primer triangulo y luego moviéndolos
afuera, se logra lo que necesitabamos.

Puesto que los puntos verdes en T son coplana-
res con D e I (las lineas por ellos concurren en F,
PI:(1 —1)), entonces sus lineas a D e I (al ojo que
si los ve) se cortan en un punto verde (de nuevo,
PI:(1 — 1)). El cerebro del espectador deduce que
ese punto en el espacio es el que produce los esti-
mulos verdes (es el Gnico que podria causarlos).

Analogamente se obtienen puntos rojo y azul, y
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portanto untriangulo coloreado en el espacio, que
el ojo D ve en perspectiva con su triangulo visible
en I, e I lo confunde con el otro.

Puesto que los triangulos en la pantalla no son
uno mismo, el triangulo en el espacio genera un
plano distinto de TT, y entonces, por Pl:(2 — 2), te-
nemos una linea de interseccion de ambos planos.
(Con la herramienta “Interseccion” se arrastra el interior
deuntriangulo al otro para trazarla; y conviene situarse
previamente en un punto de vista en el que éstos trian-



gulos sean claramente discernibles y sin estorbos).

Por el caso 3D, en esa linea concurren los lados
correspondientes de las parejas de triangulos colo-
reados en perspectiva desde D e I. Como las inter-
secciones del triangulo en el espacio con esa linea
estan bien definidas, por esos puntos pasan los la-
dos correspondientes de los triangulos en el plano,
es decir, estan en perspectiva axial. .

La implicacion de esta demostracion para el
cine-3D, es que conviene sentarse al centro de la
sala (y, nimodo, no apoyar la cabeza en el hombro
de la pareja) pues siempre hay que mantener la li-
nea por los ojos paralela a la pantalla y horizontal
(ver Ejercicio 36). Pues si la linea de los ojos no
pasa por el foco de perspectiva de las imagenes —
que por convencion industrial (y comodidad) es un
punto ideal— la informacion geométrica que se le
da al cerebro no es coherente; él ha construido un
acervo visual con base en datos reales y lo que se
le esta proporcionando no cae en ese patron; un
punto exterior real siempre produce informacion
coherente (dos lineas coplanares). El cine-3D fun-
ciona porque se puede simular esa misma informa-
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cion. Pero si no ayudamos a que sea coherente, el
cerebro trabaja de mas: vienen los mareos, el ver
borroso y el cansancio mental.

Esto explica también por qué con un solo ojo se
ve mas facil la tridimensionalidad de las figuras en
ProGeo3D. Como es una Unica imagen en la panta-
lla, cada ojo deduce con el giro a una figura-3D su-
tilmente diferente; cuando ambos ojos estan man-
dando informacion, el cerebro tiene que desechar
a unay quedarse con la del “ojo dominante”.



Regresando a nuestra chamba tedrica, nos falta
demostrar que perspectiva axial en el plano impli-
ca perspectiva.

ESCENA 20. Perspectiva axial a perspectiva (2D).
Consideremos dos triangulos en el plano en pers-
pectiva axial. Podriamos levantar y argumentar en
3D (ver Ejercicio 37-(b)), pero no es necesario pues
sabemos que en la Configuracion de Desargues hay
una gran riqueza. Vamos a probarlo usando que
perspectiva implica perspectiva axial en el plano.
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Pongamos nombres a los puntos. Para ver que
lostriangulos ABCy A’B’C’ estan en perspectiva,
hay que probar la concurrencia de tres lineas. Pero
si definimos al candidato de esa concurrencia, V,

como la interseccion de dos de las lineas (la roja 'y
la azul segmentadas); esa concurrencia es equiva-
lente a la colinearidad de los puntos C, Vy C'. Y
esta colinearidad se sigue de otra de las instancias
del teorema en la configuracion (ver Ejercicio 34):
El punto Z pone en perspectiva a los triangulos
YAA’y XBB’ (coloreados por el orden de escritu-
ra). Asi que las intersecciones de los lados corres-
pondientes, que son los puntos C, V'y C'...
estan alineados en su eje de perspectiva axial que
es lo que queriamos probar. u
Esto completa la demostracion del Teorema de
Desargues. Parece larga porque intercalamos mu-
cha informacion sobre el funcionamiento en tres
dimensiones de ProGeo3D; pero el esquema fue
simple. En 3D se demostraron las dos direcciones
logicas del teorema; de ellas se dedujo el caso 2D
en una direccion, y de ésta se dedujo la direccion



contraria sin salir del plano (ver Ejercicio 38).

Antes de seguir adelante conviene aprovechar
este teorema, que nos provée de ejemplos claros,
para hacer explicito el concepto de dualidad.

Puesto que en un plano todas las lineas se cor-
tan, cumplen lo mismo que los puntos: cualquier
par de objetos de un tipo (lineas o puntos) deter-
mina o define con precision a uno del otro. Resul-
ta entonces que cualquier construccion o configu-
racion tiene una dual y cualquier enunciado en la
teoria también tiene un dual: en cada paso o frase,
se intercambian lineas por puntos, a la vez que se
intercambian la operacion de interseccion (o corte)
con la de generacion (o trazo), asi como la relacion
de ‘estar en’ por la de ‘contener a’.

Como ejemplos que ya hemos visto, se pueden
citar: (1) ser colineales (puntos que estan en una
linea) es la propiedad dual de ser concurrentes (li-
neas que pasan por un punto); (2) entendiendo a
un triangulo como ‘tres puntos no colineales junto
con las tres lineas que generan’, es una configura-
cion autodual (su dual resulta ser la misma: ‘tres
lineas no concurrentes junto con sus tres puntos
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de interseccion’); (3) el uso que hemos dado al tér-
mino ‘incidencia’ también es una relacion autodual
(pues segln el contexto es ‘estar en’ o ‘contener
a’). Y finalmente, (4) los conceptos que aparecen
en el Teorema de Desargues: ‘perspectiva’ y ‘pers-
pectiva axial’ (que también se denomina ‘perspec-
tiva dual’) son duales en el plano; y el teorema lo
que dice es que son equivalentes y por lo tanto,
el teorema en 2D es autodual. Sin embargo, debe-
mos enfatizar que esto de la dualidad sélo funcio-
na, por lo pronto, en el plano; en el espacio es mas
complicado y el Teorema de Desargues ahi ya no
es autodual, no aplica ain el término.

La Geometria Proyectiva fue el primer escenario
teorico en el que se manifesto el fenomeno de la
dualidad, que luego se encontro en muchas otras
areas; no es trivial, pero nos sera muy (til. Indica
que hay algo abstracto y profundo a la mano: otro
plano proyectivo donde las lineas funcionan como
puntos y los puntos definen ‘lineas’ ahi —el con-
junto de lineas que pasan por un punto, su haz—.
Sin embargo, preferimos mantenernos en el Plano
y el Espacio Desarguesianos y abordar formalmen-



te esto hasta la Parte Il en el que subimos de nivel
de abstraccion. Por lo pronto, hay que estar cons-
cientes de que en el plano cada enunciado, teore-
ma, configuracion abstracta o construccion, tiene
un dual; preguntarse por él o investigarlo siempre
sera valido y resulta interesante.

EJERCICIO 35. Dados dos triangulos coloreados en el
plano-xy en perspectiva desde F, y un punto V fuera
del plano, construye otro par de triangulos en perspec-
tiva desde V con los originales y en perspectiva entre
si desde F. Comprueba que el eje de perspectiva axial
de los levantados esta en perspectiva desde V con el
eje de perspectiva axial de los originales.

EJERCICIO 36. Reconstruye la Escena 19, pero con el fo-
co F fijo como el punto ideal de la linea punteada en-
tre dos vértices correspondientes de los triangulos; es
decir, como se usa en el cine-3D (tendras que usar la
herramienta “Paralela” que funciona como antes para
trazar lineas por F). Entonces, sera mas facil y estable
jugar con la posicion de los triangulos en la pantalla pa-
ra experimentar como lograr cualquier triangulo afuera
(e.g., atras o adelante de la pantalla, o inclusive, detras
de los ojos como si la pantalla estuviera en el cerebro
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y contuviera a las dos retinas; es decir, dispuesto muy
cercano a como vemos al mundo).

EJERCICIO 37. Construye tres triangulos en distintos pla-
nos, tales que dos a dos estén en perspectiva axial y los
tres pares con un mismo eje. Por el Teorema de Desar-
gues 3D, estan en perspectiva dos a dos; compruébalo
experimentalmente. Observa también que en la figura
los tres focos son colineales. (a) ;Puedes dar una argu-
mentacion formal para ésta coincidencia? (b) Utiliza el
caso particular en que dos de los triangulos se hacen
coplanares para dar una demostracion de que perspec-
tiva axial implica perspectiva en 2D.

EJERCICIO 38. Demuestra en 2D que si dos triangulos co-
loreados estan en perspectiva entonces estan en pers-
pectiva axial, asumiendo cierto que perspectiva axial
implica perspectiva. Es decir, junto con la Escena 20,
concluye la demostracion de que en el plano: perspecti-
vay perspectiva axial de triangulos coloreados son con-
ceptos equivalentes.



2.2.2. Operacionesy Armonia

Hasta ahora, hemos denotado con letras ma-
yUsculas latinas (A, B, ..., X,Y,Z) a los puntos;
con minGsculas latinas ( Shye o 4))
a las lineas, y con maylsculas griegas
(.oyAy ..o A L. TLL..) @ los  planos.
Lo cual nos deja a las minisculas griegas
(s ByYyeeeym,p,...) para las funciones (hasta
ahora 7o A, pero ya vendran otras) y para las
eventualidades (pronto veremos una). En la medi-
da de lo posible, trataremos de apegarnos a esta
costumbre, pues en cualquier momento ayuda a
ubicarnos respecto al tipo de objetos a los que se
refieren los ingredientes de una formula.

Ya no seguiremos evitando notacion para las
operaciones. En los textos tradicionales se usa la
concatenacion simple, AB, para la linea por los
puntos Ay B. Aqui no: preferimos una notacion
mas explicita que haga facil de ver la dualidad de
las operaciones generacion e interseccion.

Usaremos notacion equivalente para ellas con
los simbolos \V'y /\, llamados cufa 'y pico respec-
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tivamente, pues tipograficamente estan relaciona-
dos con Uy N que se usan para las operaciones
de conjuntos union e interseccion, pero seran su-
tilmente distintos.

Asi, en el Plano Desarguesiano D?, dados dos
puntos distintos A, B y dos lineas distintas a, b:

e A\ Beslalinea que generan A y B.
e a/\beselpuntodeintersecciondeayb.

Se pueden leer “la linea A cuna B” y “el punto a
pico (o interseccion) b”.

Para que sean operaciones bien definidas, hay
que extender al caso en que los ingredientes son
iguales, cuando A = Bo a = b, y es claro que
debemos definir AV A =Aya/Aa= a.Pero
entonces, el resultado de estas operaciones en es-
te caso especial es del otro tipo de objetos que en
el caso genérico (con ingredientes distintos).

Por esta razon —y también porque, aunque que-
ramos trabajar en el plano, sabemos que conviene
poder salir al espacio tridimensional—, debemos



darle un nombre genérico a los puntos, lineasy pla-
nos; englobarlos en un sélo concepto.

Diremos que un subconjunto & de D3 es lineal-
mente cerrado (o simplemente cerrado, o un subes-
pacio®), si para cualquier par de puntos en «, la li-
nea que generan esta totalmente contenida en «.
Es decir, o« C D3 es linealmente cerrado si cumple
(AVB) C «,

ABea = (24)

donde AV B es la linea por Ay B o el punto A
si A = B. Los ejemplos de conjuntos linealmente
cerrados que conocemos son los puntos, las lineas
y los planos. Y ahora debemos anadir al conjunto
vacio, que se denota (), y al total D3. (Notese que
estamos usando a las griegas minidsculas como un
comodin notacional para poder referirnos a pun-
tos, lineas y planos al mismo tiempo).

Lema 1. La interseccion de conjuntos linealmente
cerrados es linealmente cerrada.

3Eninglés, se utiliza el vocablo “flat” para estos conjuntos;
pero en espanol ya le dimos significado a la palabra “plano”.
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Demostracion. Sean o, 3 C D3 linealmente ce-
rrados,y sean A, B € (o« N 3). Puesto que, por la
definicion de cerrado, (AVB) C oy (AVB) C f3,
se tiene entonces que

(AVB) C (xnp)

por la definicion de interseccion de conjuntos. Asi
que « N [3 también es linealmente cerrado y ya
acabamos. [l

Con esto, ya podemos definir las operaciones
geomeétricas.

Sean «, 3 C D? linealmente cerrados. Su pico
o0 interseccion es

ax/AP=anfp, (2.2)

que también es un subconjunto cerrado de D3. Y
su cuna o generado, es el conjunto o« \V [3 que es
el linealmente cerrado minimo entre todos los que
contienen a oxy a 3. Es decir, se tiene que si y es
linealmente cerrado entonces

xCy vy BCy = (aVB)Cy. (23)



Que la cuia esté bien definida se debe a que
podemos tomar la interseccion de todos los cerra-
dos que contienen a « y [3 para obtener el cerra-
do minimo. Y para ver que si es cerrado se necesi-
ta demostrar el lema anterior para intersecciones
arbitrarias. No lo hicimos asi para no confundir la
idea basica de la demostracion complicando la no-
tacion; y también, porque nos podemos referir a
los principios basicos de incidencia (pag. 62) en los
que queda bien definido cual es la cuna, o el gene-
rado, en los diversos casos segin la dimension de
los cerrados involucrados y su estatus de inciden-
cia. Aunque ahora hay que establecer que el total
D3 tiene dimension 3, y que el vacio tiene dimen-
sion —1 (ver Ejercicio 39).

Por Gltimo, veamos como ejemplo del poder de
esta nueva notacion, como se hace mas concisa y
precisa la definicion de la funcion proyeccion. Aho-

ra podemos escribir
X'WO,A:(X\/O)/\/\. (2.4)

Donde queremos subrallar que el uso de los pa-
réntesis es muy importante en las expresiones con
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cunasy picos;indican el orden en que hay que ope-
rar.

EJERCICIO 39. Usando los Principios Basicos de Inciden-
cia (pag. 62) demuestra que si oc y [3 son conjuntos li-
nealmente cerrados de D3, entonces se cumple que

dim(a) + dim(B) = dim(ac A B) + dim(axV B),

donde dim es la dimension. Esta ecuacion es llamada
la Igualdad Modular.

EJERCICIO 40. Demuestra los Principios de Incidencia
(pag. 62) suponiendo que la Igualdad Modular es cierta.
Asi que todos esos enunciados, y otros mas que inclu-
yen al vacio y al total, son equivalentes en conjunto a
la validez de la Igualdad Modular.

2.2.21. Teorema Armonico

La definicion clasica de cuartetas armonicas,
que se puede remontar a los griegos, fue usando
distancias; hay una cierta formula que deben sa-
tisfacer las distancias entre una pareja y otra que
conduce a la llamada razoén cruzada. No fue sino
hasta el siglo XIX, que Von Staudt demuestra que



es independiente de la nocion de distancia dando
la definicion geométrica con un cuadrangulo exte-
rior como lo hicimos aqui. Ahora queremos probar
que esa construccion geométrica, que vimos en la
Escena 8, no depende de los puntos auxiliares que
se tienen que escoger.

Teorema 2 (Armoénico). El cuarto arménico esta
bien definido.

ESCENA 21. Unicidad del cuarto armonico (en 3D).
Conviene recordar y puntualizar la construccion
del cuarto armonico.
Los datos son tres puntos colineales

Xel=AVB,

con A # By uno de ellos distinguido, que es X.
Paso 1. Se consideran dos puntos auxiliares fue-

ra de {: primeroa O y luegoa P enlalinea OV X.
Paso 2. Se definen

Q=(AVO)A(BVP)
y R=(AVP)A(BVO).
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Paso 3. Por Gltimo, se obtiene:
Y=(AVB)A(QVR)=LA(QVR),

que es el armonico de X respecto a A, B.

Lo que debemos demostrar es que si se hace la
construccion con otro par de puntos auxiliares O’
y P/, se obtiene el mismo resultado Y.

Consideremos primero el caso en el que O’ y P’



estan en un plano distinto de O y P. Sean

M=AVBVO=(VO
mM=AVBVO =(V0O,

estos dos planos (el azul y el rojo, en la figura).
Como O, P, O’, P’ son coplanares pues

X=(0OVP)A(O VP,

tenemos un punto bien definido, un voyeur desig-
nado,
V=(OVO)A(PVP),

que vera a las dos construcciones en perspectiva;
V no distinguira a una de la otra. De hecho, si con-
sideramos la proyeccion de TT en TT desde V,

USSR T — ﬂ/;

como es una biyeccion que manda lineas en li-
neas, y manda a los datos iniciales en los datos
iniciales de las construcciones (a £ = TT A TT
la deja en su lugar, y ademas O’ = O -y y
P'=P. 7'[\/)]1/),...
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también manda al resultado de cada paso de la
construccion en TT al correspondiente en TT'. Por
lo tanto, ambas construcciones producen a Y, que
esta en ambos planos, como resultado final. u

Por Gltimo, debemos considerar al caso en que
el punto auxiliar O’ esta en el mismo plano que
O; pero este se resuelve facilmente considerando
un tercer punto O” fuera del plano. Pues, por lo
anterior, da el mismo resultado que ambos. O

El cuarto armonico es una funcion en una linea;



para definirla se uso un plano y para demostrar
que la definicion es buena nos salimos al espacio.
EJERCICIO 41. Se puede demostrar el Teorema Armoni-
co sin salirse nunca del plano, usando al Teorema de
Desargues. Hazlo. (Pista: hay que definir V como en la
demostracion anteriory luego usar a Desargues tres ve-
ces, dos en un sentido y otra en el otro.)

2.2.2.2. Propiedades basicas de la armonia

De la demostracion del Teorema Armonico, con-
viene puntualizar el meollo y generalizarlo.

Una biyeccion entre planos es llamada una co-
lineacion si manda lineas en lineas. Las proyeccio-
nes son colineaciones (pag. 67). Dicho de manera
simbolica, una colineacion es una biyeccion entre
planos, A : TT — TT’, que cumple

(AVB)-A=(A-A)V(B-A)
(@AD)-A=(a-A)A(b-A),

para cualesquiera puntos A, B € TTy lineas a,b
de TI. Y se tiene que
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e Una colineacion manda el resultado
de una construccion de incidencia pla-
na en el resultado de la misma construc-
cion pero empezando con la imagen de
los datos iniciales.

Pues una construccion de incidencia (o proyectiva)
plana, consiste de una configuracion inicial que se
amplia por una secuencia de pasos elementales, o
instrucciones, que son incorporar la interseccion
de dos lineas o la linea generada por dos puntos.
Las intersecciones de lineas van en la correspon-
diente interseccion de las lineas imagen por el sim-
ple hecho de ser una biyeccion; y por mandar li-
neas en lineas, una colineacion manda a la linea
por dos puntos en la linea que generan sus image-
nes. Asi que paso por paso, y en particular al final
de la construccion, la colineacion manda al resul-
tado en el correspondiente resultado.

La importancia de la armonia para la geometria
proyectiva viene del siguiente teorema, que ya he-
mos experimentado ampliamente con su uso como
herramienta constructiva.



Teorema 3 (Invariancia Proyectiva de la Armonia).
Las proyecciones mandan cuartetas armonicas en
cuartetas armonicas.

Demostracion. Lo que debemos demostrar es que
si tenemos una proyeccion 7t : { — {’ entre dos
lineasy A, X, B, Y es una cuarteta armonica en ¢,
entonces su imagen, A - T, X - 7, B - 7, Y - 7, es
una cuarteta armonica en £'.

Que 7T sea una proyeccion significa que hay un
punto V, el foco, fuera de { y ¢/, tal que

Z-m=(ZVV)AY

para todo Z € {; y en particular se tiene que V, {
y £ estan en un mismo plano IT =V \V (.
ESCENA 22. Invariancia proyectiva de la armonia.
Denotemos Z' a Z - 7t € {' paratodo Z € {. Con-
sideremos lasternas A, X,B € Ly A’ X', B’ € {'.
Debemos probar que sus cuartos armonicos estan
alineados con V, suponiendo que ellos lo estan.
Consideremos una construccion del cuarto ar-
monico de X respectoa A y B, en un plano A dis-
tinto de TT (que no contiene a V).
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Sea A\’ cualquier plano por ¢’ que no contiene a
V. La proyeccion desde V de A a A/,

Ty, A A — Al,

que extiende a 7t : { — £/, manda la construccion
en A a una correspondiente en A’. Y, en particu-
lar, a su resultado, el cuarto armoénico Y € £ en el
correspondiente cuarto armonico Y’ € {'. .

Lo cual concluye la demostracion. ]



El otro resultado sobre armonia que observa-
mos muy al principio es que es simétrica como
relacion entre parejas de puntos (pag. 17). En ese
momento, lo dedujimos de la cuadricula diagonal
de una cuadricula. Ahora, podemos dar una demos-
tracion mas formal que, ademas, explica las coin-
cidencias que aparecen en el trazo de cuadriculas
en perspectiva, e indica el poderio del Teorema Ar-
monico.

Teorema 4 (Simetria de la Armonia). Si A, B, X,Y
son puntos colineales distintos entre si y tales
que X, Y son arménicos respecto a A, B, entonces
A, B son arménicos respecto a X, Y.

ESCENA 23. Demostracion.
Consideremos un cuadrangulo exterior a la linea
que da la armonia de X, Y respecto a A, B.
Sea Z la interseccion de las diagonales, es decir,

Z=(OVP)A(QVR).

Las lineas Z\ Ay Z\/ B cortan a los lados del
cuadrangulo exterior en cuatro puntos nuevos.
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Como consecuencia del Teorema Armonico (2),
las cuatro nuevas lineas entre estos puntos van a
dar, por parejas, en Xy Y. Para verlo, tomemos por
ejemplo a la linea inferior: pasa por Y, pues para
encontraralarmonico de X respectoa A, B se pue-
den tomar como auxiliares en la construccion a los
puntos Oy Z envezde Oy P. Asi, se usan los cua-
tro papalotitos en que se subdivide el grande.

Las trazos nuevos demuestran que A, B es pa-
reja armonica respecto a X, Y. 0



A la configuracion del Paso 4, la llamaremos la
configuracion 13-13 pues tiene 13 puntosy 13 lineas
y una enorme simetria. Sera muy importante y so-
corrida en lo que viene.

Debemos subrayar que la demostracion que aca-
bamos de dar de cuatro coincidencias (cuatro li-
neas en las que incidian ternas de puntos previa-
mente definidos) usando el Teorema Armanico, se
generaliza para probar que en las cuadriculas al
trazar una diagonal en cualquier loseta, ésta va pa-
sando por todos los vértices que le corresponden
(pues, en particular, va a su punto de fuga). Es decir,
las coincidencias que sefalabamos en § 1.2.2, son
consecuencia del Teorema Armonico.

EJERCICIO 42. En la configuracion del Paso 1 de la Esce-
na 23 (del Teorema de Simetria de la Armonia) comprue-

ba experimentalmente y luego demuestra que los pun-
tos A, (QV X) A (PVY)yZson colineales.

EJERCICIO 43. Demuestra la coincidencia-1 (ver pag. 28
dentro de la Escena 5) usando el Teorema Armonico.
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2.2.2.3. Armonia de lineas

Como habiamos dicho, siempre resulta intere-
sante dualizar. Veremos ahora que hay armonia en
lineas y que ambos conceptos se acoplan o casan
de maravilla. Para empezar, veamos la construc-
cion dual de la del cuarto armdnico (Escena 21).

ESCENA 24. Linea cuarto armonica.

La configuracion inicial —que eran tres puntos co-
lineales en la Escena 21— consiste ahora de tres



lineas concurrentes. A su punto de concurrencia lo
llamamos L (dual de la linea £ = A \V B); a las
tres lineas que pasan por él, las definimos con tres
puntos libres y las llamamos a, b y x, (seran las
duales de A, B y X en la construccion).

Se necesitan dos lineas auxiliares 0 y p: como
los puntos auxiliares de la construccion original es-
taban alineados con el punto X, ahora deben ser
lineas concurrentes con X. (Conviene empezar esco-
giendo al punto de concurrencia en x para luego definir
a las lineas auxiliares o y p con otros puntos libres. N6-
tese que en ProGeo3D es imposible dualizar a la cons-
truccion instruccion por instruccion, pues no tenemos
la opcion constructiva de “lineas libres” (hay que simu-
larlas). Esto es asi porque los puntos son los naturales
para nuestro uso cotidiano del ratén y el “click”.)

En el Paso 2 de la construccion original, se traza-
ban cuatro lineas para definir dos puntos nuevos;
ahora son cuatro puntos...
para definir dos nuevas lineas:

(aNo)V (bAp)

q:
r=(aAp)V(bAo);

y
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cuya interseccion es un punto que genera, junto
con L = a/Ab,alalinea arménica de x respecto
aa,b:

y=(aAb)V(qAT) =LV (qAT).

Explore la construccion. Compruebe experimen-
talmente su invariancia de las lineas auxiliares; pe-
ro observe como varia Y con respecto a x.

Por supuesto, la herramienta “Armonia” de ProGeo3D,
sirve también para el caso de lineas. Si con ella activa,



se selecciona una linea y luego se hace un arrastre en-
tre otro par, cuando las tres lineas son concurrentes se
obtiene la linea arménica correspondiente.

Por Gltimo, notemos que la cuarteta de lineas,
a, x, b,y corta a la linea q (y también a la linea 1)
en una cuarteta armonica de puntos. Para verlo, se
puedentomara a/\byo/\p como los puntos au-
xiliares para una construccion del cuarto armonico.
Entonces, por el Teorema de Invariancia Proyectiva
de la Armonia (3) con L como foco, se tiene que

e cualquier linea que no pase por su
punto de concurrencia, L = a/\b, corta
a la cuarteta de lineas a,x, b,y en una
cuarteta armonica de puntos.

Asi, que esta Gltima, puede ser usada como la
definicion formal de haz armoénico: una cuarteta
de lineas concurrentes y partida en dos pares, tal
que al cortarlas con una linea que no pasa por su
centro (el punto en que concurren) se obtiene una
cuarteta armonica de puntos. .

Para emparejar la nomenclatura entre puntos
y lineas, y ya que a las cuartetas armonicas de

94

lineas las llamamos “haces armonicos”, podemos
llamar hileras arménicas a las cuartetas armonicas
de puntos y su soporte (el dual del centro) es la li-
nea en la que viven.

EJERCICIO 44. Sean a, b dos lineas perpendiculares y sea
X su bisectriz (una linea concurrente con ellas y a 45°);
hay que usar las herramientas euclidianas de ProGeo3D
para construirlas. Siguiendo la construccion de la Esce-
na 24, demuestra que la linea armonica de x respecto a
a, b es la otra bisectriz (también a 45°), tomando como



lineas auxiliares a lineas paralelasa ay b.

EJERCICIO 45. Considera un paralelogramo en EZ2. De-
muestra que los dos lados que pasan por una de sus
esquinas son armonicos de la diagonal ahiy la paralela
a la otra diagonal por esa esquina.

EJERCICIO 46. Demuestra que cualquier haz armonico es
como la cuarteta de lineas del ejercicio anterior.

EJERCICIO 47. Construye tres lineas concurrentesy con la
herramienta armonia define a la cuarta armonica de al-
guna respecto a las otras dos. Considera una linea cual-
quiera, h, fuera del centro de concurrencia. Sin usar el
Teorema de Invariancia Proyectiva de la Armonia, de-
muestra que la cuarteta de puntos de interseccion de
h con las lineas del haz armonico son una hilera armo-
nica. (Pista, en la Escena 24 cualquier linea fuera del
centro puede convertirse en q.)
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2.2.3. Armonia de Ceva y Menelao

Ya tenemos las herramientas para demostrar en
el plano lo que vimos en las escenas del cubo en
perspectiva respecto a configuraciones de un trian-
gulo con tres puntos “nuevos” en sus lados. Pri-
mero, definamos que la configuracion armonica de
una configuracion tal es la que tiene en cada lado
al cuarto arménico del nuevo respecto a los dos
veértices del triangulo.

Teorema 5 (Armonia entre Ceva y Menelao). Una
configuracion de tres puntos en los lados de un
triangulo es de Ceva si y solo si su configuracion
armonica es de Menelao.

Demostracion. La prueba consiste en dos escenas.
ESCENA 25. De Ceva a Menelao.

Consideremos una configuracion de Ceva (defi-
nida en pag. 54) en un triangulo coloreado; note-
se que se controla elegantemente con el punto de
concurrencia, llamado su punto de Ceva.

Como ya hay un cuadrangulo exterior, el armo-
nico del punto nuevo en el lado azul es la inter-
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seccion con ese lado, de la linea por los otros dos
puntos nuevos (segmentada y azul).

Analogamente, se obtienen los otros dos puntos
de la configuracion armonica.

El punto de Ceva pone en perspectiva al trian-
gulo original con el de los puntos nuevos (y lados
segmentados), y el Teorema de Desargues implica
que estan en perspectiva axial. El eje es la linea
que hace de Menelao (ver definicion en pag. 55) a
la configuracion armonica. .



ESCENA 26. De Menelao a Ceva.

Consideremos ahora una configuracion de Mene-
lao (dos de los tres puntos nuevos, mas chicos y
del color, controlan la linea de Menelao, negra).

Observemos primero que, aunque parezca, ho
es exactamente la configuracion dual de una de Ce-
va. Esta consistiria de tres lineas nuevas en los vér-
tices de un triangulo que cortan a los lados opues-
tos en puntos colineales:
trazando lineas (segmentadas) de los nuevos pun-
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tos al vértice opuesto, es justo lo que obtenemos.
Y éstas lineas...

definen un triangulo en perspectiva axial con el ori-
ginal (con eje la linea de Menelao).

Por el Teorema de Desargues, los dos triangu-
los estan en perspectiva (y el foco sera el punto
de Ceva que buscamos). Las lineas de perspectiva
(punteadas y del color) son las arménicas de las
segmentadas respecto a sus correspondientes dos
lados del triangulo original.

Para verlo, por ejemplo en el vértice rojo, tomen-
se como lineas auxiliares para encontrar la linea
cuarto armonica, al lado opuesto del triangulo (el
rojo) y a la linea de Menelao (la negra).

Finalmente, las intersecciones de los tres haces
armonicos con el correspondiente lado opuesto
dan hileras armonicas, y las nuevas intersecciones
son una configuracion de Ceva. 4

EJERCICIO 48. Revisa el Ejercicio 8 en el que se pide di-
bujar un panal en perspectiva. Lo dificil era arrancar y
definir el horizonte. Ahora es muy facil y natural; de la
configuracion de Ceva se define con tres instrucciones.



2.3. Latopologia del Plano

Proyectivo

Veremos varias descripciones globales del
Plano Desarguesiano, que bajo la optica “topolo-
gica” es mejor conocido como el Plano Proyectivo.
Revelan por qué fue un ejemplo tan importante en
el desarrollo de la Topologia: esa nueva geometria
flexible o de la continuidad que se consolido
hacia finales del siglo XIX. Quiza expliquen algo
de la dificultad historica a aceptar esta geometria
(la proyectiva) como valida o suceptible de ser
ensenada; por qué se le ha tratado como una
especie de patito feo que los matematicos han
dejado en custodia de arquitectos y pintores.

2.31. El cuadrangulo extendido

Con las nociones geomeétricas que hemos desa-
rrollado, vale la pena regresar a revisar con cuida-
do nuestra primera escena. De ello saldra una pri-
mera descripcion topologica del Plano Proyectivo.
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ESCENA 27. Las tres losetas.

Consideremos cuatro puntos A, B, C, D enD?, en
posicion general (es decir, ninguna terna es coli-
neal); lo llamaremos un cuadrangulo y a los pun-
tos, sus esquinas o vertices. Esta es la base de nues-
tra primerisima escena que arrancaba con una “lo-
seta”, pero ahora la recargamos en un paso ante-
rior de su construccion, pues ya tenemos el lengua-
je para remediar las arbitrariedades e imprecisio-
nes que cometimos en aquella ocasion.



Por esos cuatro puntos se pueden trazar seis li-
neas (que sean exactamente seis, equivale a que
los vértices estén en posicion general). Y estas seis
lineas se parten naturalmente en tres pares que
hemos coloreado de rojo, azul (como en la Esce-
na 1)y verde (que nos habiamos ahorrado en aque-
lla primera escena). Lo que distingue a las pare-
jas de un color es que sus puntos de interseccion
no son esquinas del cuadrangulo; son puntos nue-
vos pues los vértices que generan a las dos lineas
son parejas complementarias de la cuarteta inicial
(aqui, también usamos el hecho de que en D?, por
Pl:(1 — 1), cualquier par de rectas se intersectan).

Por tanto, obtenemos tres nuevos puntos
P, Q, R. Los llamaremos, junto con las tres lineas
por ellos, el triangulo diagonal o derivado. Este se
colorea de manera natural: sus vértices heredan el
color de las lineas que les dieron vida y ese color
se transfiere al lado opuesto del triangulo.

A esta configuracion de 7 puntos y 9 lineas, la
llamaremos la configuracion del cuadrangulo ex-
tendido.

Lo que habiamos llamado loseta en la Escena 1,
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porque corresponde a nuestra intuicion geometri-
ca del mundo cotidiano, y que mas bien debiamos
llamar ahora region cudrangular, surge de escoger
un vértice (en este caso Q) del triangulo diagonal.
Entonces, tenemos un horizonte definido como su
lado opuesto en el triangulo derivado (el verde), y
con esta linea seleccionada como horizonte proce-
demos a definir dos triangulos que, al colorearlos,
graficamente definen la loseta.

Lo que queremos remarcar ahora es que pode-



mos definir otras dos losetas sobre ese mismo cua-
drangulo.

Obsérvese que las seis lineas tienen ahora tres
puntos: dos vértices del cuadrangulo y un vértice
del triangulo diagonal. Esto permite diferenciar los
dos segmentos en esas lineas con extremos en los
vértices originales: uno jugara el papel de frontera
(o lado o arista) de las losetas (por ejemplo, “A—B
sin P” para la loseta verde), y el otro tipo de seg-
mento es el que si tiene un punto diagonal (por
ejemplo, “B —D con Q") que seran los segmentos
diagonales de las losetas.

La loseta con centro P se obtiene seleccionando
al horizonte rojo (Q V' R opuesto a P) y luego...

A con un arrastre C — D como diagonal; ...
...y el otro triangulo es el BCD.

Analogamente, se dibujan los dos triangulos de
la loseta azul centrada en R con horizonte PV Q.

Ahora, le toca al lector mover los puntos de con-
trol. Cuando uno de ellos se mete dentro del trian-
gulo (euclidiano) de los otros tres hay un momen-
to de confusion. Se pierde la condicion de posicion
general (tres puntos se alinean) y la construccion
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pierde sentido. Pero pasado ese instante critico,
todo vuelve a cobrar sentido, regresan a estar en
posicion general y las tres losetas juegan ahora el
mismo papel: se parten en dos (en la pantalla, no
enD?),y el triangulo derivado se nos revela visual-
mente como configuracion de Ceva.

Si se saca el vértice atrapado en el triangulo (eu-
clidianamente, reiteramos) por otro de sus lados,
la loseta que se ve completa es de otro color. Jue-
gue para ver cada una de las losetas (verde, azul 'y



roja) toda dentro de la pantalla.

Observe que lo que cambia en ellas es como se
acomodan los vértices en su frontera. .

¢De cuantas maneras se puede confeccionar un
collar con cuatro cuentas distintas? No es dificil
convencerse de que son tres. Son lo que se llaman
ciclos o arreglos ciclicos de cuatro elementos. Y co-
rresponden a las tres losetas.

Esto nos permite cortar (como con tijeras) el
Plano Proyectivo a lo largo de los segmentos fron-
tera, y reconstruirlo a partir de sus tres losetas:

. 2 4 A >
P—4
D D

D @

A

Cualquier par de losetas comparten dos de sus
aristas opuestas. Al identificarlas (o pegar a lo lar-
go de ellas), se obtiene una banda de Moebius.

La frontera de esta banda de Moebius es circu-
lar (de una sola pieza), y en ella aparecen los cua-
tro veértices en el orden ciclico de la tercera loseta.
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Entonces, para reconstruir el Plano proyectivo:

e se pegan una banda de Moebius y un
disco por sus fronteras, que son ambas
como un circulo.




Aqui, usamos el término disco en su sentido to-
pologico; es lo mismo que un cuadrado, pues se les
piensa hechos de un material flexible e ideal, en el
que las esquinas no importan, se pueden moldear
siempre y cuando no haya rasgaduras o disconti-
nuidades. Asi, el Plano Desarguesiano (o Proyecti-
v0) es una superficie muy precoz en términos histo-
ricos, pues la definicion (y el nombre) de la banda
de Moebius se atribuye al matematico aleman Au-
gust Ferdinand Mobius (1790 - 1868), quien nacio
dos siglos después de Desargues.

El Plano Proyectivo, como superficie no es orien-
table pues contiene bandas de Moebius. Y no se
puede dibujar dentro del espacio de dimension 3
(IR3) sin auto-intersecciones; pero esto se logro de-
mostrar formalmente hasta el siglo XX. Fue enton-
ces uno de los ejemplos paradigmaticos que sirvie-
ron para desarrollar la topologia.

2.31.1.  La configuracion 13-13

ESCENA 28. Cuatro regiones triangulares.
Esta escena empieza a partir de la anterior sin co-
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lorear las tres losetas. Se afaden seis nuevos pun-
tos: dos de cada color en las intersecciones de un
lado del triangulo diagonal con las otras lineas de
su color. Notese que, ademas, hemos decorado con
colores distintos a los vértices del cuadrangulo.

Los seis puntos nuevos caen en cuatro lineas 'y
en cada una aparecen los tres colores basicos. La
razon de estas coincidencias es el Teorema Armoni-
coyya lovimos en el Teorema 4 (de Simetria); pues
esta configuracion es justo la de entonces (que lla-



mamos 13-13), pero ahora llegamos a ella a partir
de un cuadrangulo y no de una terna en una linea.

Hemos coloreado el triangulo diagonal PQR
con horizonte en las cuatro lineas nuevas usando
su color. Se obtienen las cuatro regiones triangula-
res en que los lados del triangulo diagonal cortan
el plano. Cada una tiene como centro a un punto
del cuadrangulo original. Es decir, hay una corres-
pondencia natural entre los cuatro puntos origina-
les, las cuatro lineas Gltimas y las regiones triangu-
lares (que se indica con los colores). .

Si recortamos las cuatro regiones triangularesy
las volvemos a pegar por sus aristas comunes alre-
dedor de un vertice, lo que nos queda es
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e un disco en el que hay que identificar
(o pegar) todas las parejas de puntos an-
tipodas en la frontera,

para obtener de nuevo al Plano Proyectivo; y ésta
es otra de sus descripciones topologicas clasicas.

EJERCICIO 49. En la escena, lleva las tres lineas del trian-
gulo diagonal a la linea ideal al infinito; en cada una, la
figura que aparece es la de los “cuatro cuadrantes” del
Plano Cartesiano.

EJERcICIO 50. Desarrolla la construccion dual de la Es-



cena 27 (sin iluminar regiones) que continua en la Es-
cena 28. Esta nueva escena empieza con cuatro lineas
a, b, c,d en posicion general (i.e., sin ninguna terna
concurrente). En el paso final se obtienen cuatro pun-
tos en los que concurren tres lineas; ponles los nombres
A, B, C, D de tal manera que sea evidente que la con-
figuracion 13-13 es autodual; y mas aln, con una asig-
nacion precisa entre los puntosyy las lineas que se man-
tiene instruccion a instruccion y preservando la dualiza-
cion de las formulas que los definen. Observa que hay
nueve hileras armonicas y nueve haces armonicos.

EJERCICIO 51. Relaciona la Escena28 con la Escena 15.
Si asignas a P, Q, R los nombres [1:0:0], [0:1:0],
[0:0:1] respectivamente. ;Como deben nombrarse
los otros 10 puntos que hay en la configuracion? ;Esta
determinada esta asignacion, o hay que tomar alguna
otra decision?
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2.3.2. La esfera identificando antipodas

Hay otra manera natural de “visualizar” global-
mente al Plano Proyectivo que tiene una enorme
trascendencia geométrica.

ESCENA 29. Esfera modulo antipodas.

Al considerar un plano A dentro del espacio de
tres dimensiones, se puede escoger un punto O
fuera de éL (O ¢ A)y una esfera con centro en O.
Entonces, cualquier linea £ por O corta a la esfera
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en dos puntos antipodas (lo mas alejados posible
uno del otro en la esfera) y corta al plano A en un
punto X = A /A £ (por P1:2 —1).

En modo-3D, la herramienta euclidiana “Esfera” apa-
rece en donde estaba “Circulo”, y se usa igual: se puede
crear un punto en el primer click y con un arrastre se ge-
nera una esfera que aumenta su radio. Su borde se dibu-
ja segmentado: ahi hay que seleccionarla como objeto
y controla su tamafo. La linea { se creo como siempre,
con un arrastre entre O y un punto libre que la controla
en 3D; sus intersecciones con la esfera se obtienen con
“Interseccion” y un arrastre entre ellos (dos veces, pues
la segunda define al punto que falta).

Como por cualquier punto del plano A se puede
trazar la linea a O, esto da una correspondencia
entre el plano y las parejas de puntos antipodas
en la esfera. Dicho de otra manera, la proyeccion
desde O de la esfera en el plano A es una funcion
“dos-a-uno” (se le llama un cubrimiento doble): pa-
ra cada punto en el rango A, su imagen inversa
consta de una pareja de puntos antipodas.

Entopologia se usa la palabra “médulo” para ob-
tener un “espacio topologico” a partir de otro, ha-



ciendo la identificacion de puntos que se senala
después de decir “madulo”. Asi que lo que hemos
visto se parafrasea:

e El Plano Proyectivo es (topoldgica-
mente igual a) la Esfera modulo antipo-
das (cada pareja de antipodas trabaja
como un solo punto, u objeto).

Recordando que estamos en el Espacio Desar-
guesiano, D3, los puntos ideales de A (que forman
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su linea al infinito) corresponden a la interseccion
de la esfera con el plano paralelo a A que pasa por
el centro de la esfera O (el plano se traza con la herra-
mienta “Paralela” arrastrando a un punto en el interior
del triangulo que definio a A hasta O; y la interseccion
con la herramienta “Interseccién” y un arrastre). Y es-
to es un circulo maximo que parte a la esfera en
dos hemisferios. Un hemisferio es topologicamen-
te equivalente al disco. Como en el interior de él ya
solo tenemos un representante de las parejas an-
tipodas, se obtiene de nueva cuenta que el Plano
Proyectivo es (topologicamente equivalente a) un
disco en el que se identifican los pares de puntos
antipodas de su circulo-frontera

La linea ideal no es especial. Para cualquier li-
nea en A (en la Escena 19 vimos como trazarlas), su
plano por O corta a la esfera en un circulo maximo
que se mapea 2-1 sobre ella. De tal manera que li-
neas en A corresponden a circulos maximos en la
esfera. Otra manera de verlo y que abarca mas...
es controlando a los planos por O, con su linea
ortogonal en O (se usa la herramienta “Ortogonal”
arrastrando la linea a O) y luego cortando con A. .



Antes de seguir adelante, vale la pena hacer dos
observaciones.

La primera es que los circulos maximos (llama-
dos asi porque no hay otros mas grandes que ellos
en la esfera) son el equivalente a las lineas rectas
en el plano en el sentido de que son las geodeési-
cas en la esfera, es decir, dan las trayectorias mas
cortas entre los puntos. Como estas geodésicas co-
rresponden a las lineas proyectivas; el cubrimiento
doble de la esfera sobre el plano proyectivo indica
que este Gltimo puede heredar la geometria rigida
de la esfera. De hecho lo hace y lo veremos en la
Parte II.

La otra observacion que queremos hacer, y que
en el dGltimo paso se mostro graficamente, es que
la ortogonalidad entre lineas y planos por O, baja
a un apareamiento que se llamara polaridad entre
puntosy lineas del Plano Desarguesiano. Como ve-
remos, esta polaridad tiene mucho (o todo) que ver
con esa geometrizacion rigida que indicabamos en
el parrafo anterior; y “materializa” la dualidad.

Ahora, vamos a relacionar a las tres escenas an-
teriores.
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ESCENA 30. El cubo de un cuadrangulo.

En modo-2D, hemos trazado un cuadrado (a ojo,
pues en la realidad milimétrica es un rectangulo)
usando las herramientas euclidianas de trazo de li-
neas paralelas y de perpendiculares, para que dos
de los vértices de su triangulo derivado sean pun-
tos ideales. Llamemos A al plano-xy.

Al pasar a modo-3D se define un punto O fuera
de Ay una esfera centrada en él.

Al levantar el cuadrangulo a la esfera, se obtie-



nen ocho puntos en ella, apareados antipodalmen-
te.

Las dos lineas rojas se levantan a circulos ma-
ximos que se cortan en los puntos antipodas que
corresponden al punto ideal de su direccion y que
esta en A como Plano Desarguesiano. Esto se ob-
tuvo trazando los correspondientes planos por O
e intersectandolos (entre ellos y con la esfera).

Notese que estos planos no se definieron usando tres
puntos (resaltaria el triangulo), sino arrastrando una li-
nea (roja) a un punto fuera de ella (O).

De igual manera, el par de lineas azules en A se
levantan a dos circulos en la esfera y sus planos se
cortan en la linea por O que pasa por el otro punto
ideal del triangulo derivado del cuadrado en A.

Las diagonales del cuadrado también se levan-
tan a circulos maximos y se cortan en un tercer eje
que pasa por O.

Al levantar el cuadrangulo y sus seis lineas a la
esfera, se obtiene una figura bien conocida. Es la
proyeccion de un cubo a la esfera desde un centro
comdan, junto con los segmentos diagonales de sus
seis caras. Cada par de caras antipodas (y paralelas
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en el cubo) se identifican para dar una de las tres
losetas en el Plano Proyectivo.

Si, por Gltimo, se dibujan los planos que dos a
dos definen los tres ejes por O, estos cortan a A
en los lados del triangulo diagonal del cuadrado
original. Uno de ellos, por construccion, es la linea
al infinito de A. De nuevo es una figura bien cono-
cida: son los clasicos planos coordenados de R3.
Sus ocho octantes parten a la esfera en triangulos
esfericos que corresponden a los ocho triangulos



de un octaedro con el mismo centro: su identifica-
cion por parejas antipodas dan las cuatro regiones
triangulares de la Escena 28, que ahora se ven co-
mo cuatro cuadrantes en A (ver Ejercicio 49).

Falta observar dos cosas.

Los planos coordenados se definieron arrastrando
un eje al otro, y con la herramienta “Plano” activa, por
supuesto; asi que esta herramienta amplia considera-
blemente su gama de opciones de proveer datos para
definir planos.

Y por iltimo, el plano-xy o A se definié muy al final
de la construccién con tres puntos (y luego se oculto su
color gris) para que entrara a la base de datos y asi po-
der definir lineas en él (dos lados del triangulo diago-
nal) como interseccion con otros planos; pues el plano-
Xy, aunque se dibuje como referencia no es en si objeto
de la construccion. Asi que los cuatro puntos del cua-
drangulo no estan bien definidos como coplanares. Es-
to implica que la construccion es inestable (explore que
quiere decir esto); aunque no del todo pues el plano-xy
tiene iman: atrae puntos hacia él cuando estan cerca. «
EJERCICIO 52. Haz la construccion anterior sobre un cua-
drangulo plano general y bien definido.
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2.3.3. Coordenadas homogeéneasy algo
de historia

Hacia mediados del siglo XIX, se logro un avance
profundo en la geometria proyectiva, que fue la in-
troduccion de las coordenadas homogeéneas y que
se debe, entre otros autores, a nuestro viejo cono-
cido August Ferdinand Mobius. Con ideas del estilo
de nuestra Gltima escena (la 30), se puede formali-
zary extender lo que hicimos en las Escenas 10y 15
para dar nombres con coordenadas a los puntos de
fuga. La idea central es que los puntos del Plano
Desarguesiano, D? (y aqui conviene pensar que es
justo el plano en el infinito de D3), estan en corres-
pondencia uno-a-uno con las lineas por un punto
en el Espacio Euclidiano, E3 o R3. Y usando esto,
se les pueden asociar coordenadas de manera na-
tural como lo hicimos en la Escena 15. Vale la pena
observar que en esa escena, se llego a la configu-
racion del cuadrangulo extendido (Escena 27) pero
a partir de su triangulo derivado y dos puntos “dia-
gonales”. Asi que hemos estado muy cerca de como
coordinatizar. Pero preferimos no meternos en los
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detalles para quedarnos con su significado histo-
rico: darles a la Geometria Proyectiva y al Espacio
Desarguesiano, el estatus de area de las matemati-
cas relevante y de objeto matematico establecido,
respectivamente.

Este avance seminal, tuvo el efecto inmediato
de incorporar la geometria proyectiva al gran cau-
dal de lo que a la larga se llamaron algebra lineal y
geometria algebraica y que arrancaron ambas, co-
mo areas, con la geometria analitica de Descartes.
Pero también, con el paso del tiempo, tuvo el efec-
to de desplazar a la geometria proyectiva como tal
(ésta, que presentamos aquiy que viene de la pers-
pectiva renacentista) hacia la periferia de lo que se
ensenay transmite en matematicas de generacion
en generacion.

Recientemente, recobro importancia didactica
por sus aplicaciones a la industria del entreteni-
miento; pues la “geometria proyectiva coordinati-
zada” es la base matematica para la animacion por
computadora, asi como también fue la base para
la programacion de ProGeo3D. Pero en este libro,
no queremos meternos en esos detalles técnicos



que conducen a un cambio de método y llevan a lo
algebraico. Mas bien, queremos seguir trabajando
con el método constructivo y sintético o geometri-
co que hemos usado.

Asi que, a continuacion, veremos que este méto-
do constructivo y dinamico también puede servir
para describir y visualizar lo que historicamente si-
guio a la coordinatizacion de la geometria proyec-
tiva: la observacion de que dentro de ella se pue-
den encontrar modelos de las otras geometrias (la
euclidiana y las no euclidianas).
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Parte Il

Movimientos, curvas armonicas y polaridad
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El movimiento en si ha intrigado a grandes pen-
sadores desde la antigliedad; baste mencionar la
fabula griega de Aquiles y la Tortuga. Expresarlo
de manera precisa condujo a Sir Isaac Newton (In-
glés, 1642-1727) a avances fundamentales en la Fi-
sica y las Matematicas; pues en particular lo llevo
a adentrarse en el meollo de la continuidad y lo
condujo a controlar lo infinitesimal. Pero lo que él
estudio es, en cierta manera, un caso simple (no
dijimos sencillo): el movimiento de una particula
o cuerpo dentro de un ambiente fijo; mientras que
aqui nos interesa hablar de movimientos de todo
ese ambiente (se usa la misma palabra para dos
cosas relacionadas, pero diferentes, ni modo).

Para hacerlo con precision es necesario agregar
otro ingrediente que es el concepto de grupo. Es-
te engloba a las estructuras abstractas que emer-
gen de la simetria; agrupan las distintas simetrias
de algln objeto y tienen una operacion algebrai-
ca caracteristica que, a su vez, es generalizacion
de la suma o la multiplicacion en los nimeros.
Sus primeras apariciones técnicas sobresalientes
se dieron a principios del siglo XIX asociadas a los
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nombres de los eternamente jovenes Niels Henrik
Abel (Noruego, 1802-1829) y Evariste Galois (Fran-
cés, 1811-1832) que usaron el grupo de simetrias
abstractas de las raices de los polinomios de grado
5 para estudiar su solubilidad. Pero la expresion ar-
tistica de la simetria (y por ende de sus correspon-
dientes grupos) es antiquisima. Baste invocar a los
imponentes mosaicos de la Alhambra en donde se
exponen todos los posibles patrones de simetria
planosy discretos (en contraste con continuos), lla-
mados “grupos cristalograficos” por los quimicos
que estudiaron el crecimiento de los cristales en
la naturaleza a finales del siglo XIX.

En la segunda mitad de ese siglo, Marius Sophus
Lie (Noruego, 1842-1899) combina las dos ideas an-
teriores; vislumbra la pertinencia fundamental de
lo que conocemos ahora como grupos de Lie 'y se
aboca a su estudio. Son grupos en el sentido de
que son simetrias de un espacio, pero a la vez son
continuos y enarbolan un riquisimo mundo infini-
tesimal.

Un ejemplo caracteristico son los movimientos
rigidos del Espacio Euclidiano tridimensional, E3.



Es muy probable que el lector este sentado frente
a una mesa y que ahi se halle un libro, una taza o
un lapiz en reposo: tomarlo, girarlo un poco y colo-
carlo en otro lado, involucra a estos movimientos
si pensamos que en su condicion de objeto soli-
do, trae dentro de si una base (tres vectorsitos mu-
tuamente ortogonales) respecto a la cual se puede
expresar en coordenadas todo el espacio y enton-
ces, al moverse el objeto, acarrea consigo al espa-
cio (en abstracto); esto es un movimiento rigido. Y
es tal nuestra familiaridad con el efecto de estos
movimientos que podemos deambular (movernos)
en nuestro ambiente con soltura; o bien, que la se-
cuencia de proyecciones planas de una figura vir-
tual que gira rigidamente, nos conduce a ver-intuir
(y reconstruir) su tridimensionalidad.

Esto Gltimo implica que también estamos vi-
vencialmente acostumbrados a las deformaciones
proyectivas planas. Si estamos frente a una puerta
y vemos (aunque sea con un solo ojo) que se abre,
sabemos perfectamente si se abre hacia nosotros
o hacia el otro cuarto y con qué eje, simplemen-
te por como se deforma la imagen del rectangulo
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(cierre los ojos e imagine las cuatro opciones). Es-
tas deformaciones de imagenes planas debidas a
cambios continuos de posicion de objetos rigidos
en el espacio, o equivalentemente de nuestro pun-
to de vista, son parte fundamental del acervo vi-
sual en el que se sustenta como vemos al mundo.
Y estos movimientos proyectivos planos forman un
grupo de Lie que es el que nos interesa estudiar en
esta segunda parte del libro.

Christian Felix Klein (Aleman, 1849-1925) obser-
va que ese grupo de Lie, es lo suficientemente ri-
co para contener subgrupos que modelan las tres
geometrias rigidas planas (las “no euclidianas” se
estaban aceptando como validas en esa época). Y
lo ostenta como el ejemplo principal de su céle-
bre Programa de Erlangen que presenta en 1872.
En él, se atreve a afirmar que “una geometria no
es mas que el estudio de un espacio bajo la accién
de un grupo de Lie"; y con eso resume la prolifera-
cion de geometrias de muy distintos tipos que se
estaba produciendo; las explica a todas como dis-
tintas instancias de un mismo esquema general.

Este es uno de los temas sobre los que quere-



mos discurrir en esta Parte Il. Pero no seguiremos
la linea de desarrollo historico que, en buena me-
dida, se dio dentro de la vertiente analitica de la
geometria: la que usa coordenadasy concibe a los
grupos de Lie como representados por los grupos
de matrices. Nos mantendremos en el método de
la llamada geométria sinteética: la que hemos segui-
do aqui basandonos en construcciones de geome-
tria dinamica, pues este enfoque ya nos ha enfren-
tado de manera vivencial, experimental y visual a
los propios movimientos proyectivos.

Desde este punto de vista constructivo, el con-
cepto central que es necesario controlar, construir
y cultivar, es el de las curvas que son lo que ve-
mos cuando vemos un circulo, es decir, como se
deben dibujar los circulos con buena perspectiva.
Aunque cominmente se les describa por propieda-
des métricas respecto a focos, estamos hablando
de las viejas y prestigiadas curvas que los griegos
[lamaron conicas por ser secciones planas de un
cono. Luego reaparecieron en la geometria anali-
tica como las curvas definidas por polinomios de
grado dos y en el mundo real como las orbitas de
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los planetas; y, ya en el siglo XIX, se descubrieron
definiciones de ellas intrinsecas de la geometria
proyectiva. La definicion que usamos aqui es, has-
ta donde sabemos, nueva. Esta tan relacionada con
laarmonia, que usamos el nombre de curvas armo-
nicas o de armonia para ellas, pues son:

e el lugar geométrico de los puntos que

ven como armonicos a cuatro puntos fi-

jos en posicion general y ordenados ci-

clicamente.
Es decir, estan asociadas a las losetas; las envuel-
ven como lo hace su circulo circunscrito a un cua-
drado, y es donde éste debiera dibujarse si el cua-
drado se proyecta a una loseta en un lienso.

El Capitulo 3, que es el que viene, ademas de pre-
sentar a las curvas armonicas y demostrar que son
las conicas, se encausa a introducir la nocion de
grupo y concluye con un vistazo rapido de su teo-
ria general que, en vez de ser exhaustivo o amplio,
pretende presentar solo lo que se usara después.

En el Capitulo 4 presentamos las tres geometrias
planas rigidas en el espiritu del Programa de Erlan-
gen, es decir, a la Klein. La euclidiana se sigue de



lo que se hizo en el Capitulo 3. Motiva el enunciado na, pero esto se nos simplifica pues, empezando
del Teorema de Polaridad sobre curvas armonicas el siglo XX, al principio de su aclamado libro Geo-

(o conicas), que debe atribuirse a Jean Victor Pon- metria e Imaginacion, [6], David Hilbert y Stephan
celet y Christian von Staudt. Este teorema se con- Cohn Vossen construyen las superficies doblemen-
vierte en la herramienta constructiva basica para te regladas a partir de tres lineas en posicion gene-
obtener el Plano Hiperbolico a la Klein; en ese pa- ral, usando simple incidencia. Este enfoque nos en-
pel lo usamos para familiarizarnos con él y apre- frenta con un hecho intuitivamente claro pero mas
ciar su poder. Por Gltimo, se ve la geometria esféri- alla de los métodos sintéticos: para seguir adelan-
ca, o bien, como concebir al plano proyectivo como te se debe asumir como valido y lo llamamos el
espacio base de una geometria rigida. Axioma del Equipal pues dice que las superficies re-

En el Capitulo 5 se prueba el Teorema de Polari- gladas definidas segun la construccion de Hilbert-
dad con lo que se sella formalmente esta segunda CohnVossen son doblemente regladas (como los
parte. La idea basica esta inspirada en la demostra- equipales). Hacia el final del capitulo, y usando la
cion del Teorema del Hexagono de Pascal debida a misma configuracion que originalmente us6 Dan-
Germinal Pierre Dandelin (Francés, 1794-1847). Asi delin, se prueba que este axioma es equivalente al
como el Teorema de Desargues se vuelve casi in- Teorema de Pappus: el primer teorema de la geo-
mediato al levantarlo a la tercera dimension, Dan- metria proyectiva pues es el primer enunciado que
delin recurre a las superficies doblemente regla- incluye solo términos de incidencia y se debe a
das en el espacio para demostrar, con argumentos Pappus (o Papo) de Alejandria (290-350). Su rela-
de incidencia, el célebre Teorema de Pascal en el cion con otros enunciados equivalentes que tradi-
plano. En el articulo original de Dandelin, [5], bue- cionalmente se usan como axioma, se abordara en
na parte del trabajo se va en construir una superfi- la tercera parte del libro.

cie reglada con una conica dada como seccion pla-
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Capitulo 3

Movimientos, curvas de armonia y grupos

Empezamos revisando algunas escenas de la
Parte | desde el punto de vista de los movimien-
tos. Primero, con una escena que reconstruye la
primerisima de las cuadriculas (Escenas 1y 2). Pero
ahora, para discutir las proyectividades del plano,
que son los movimientos propios de la geometria
proyectiva y que, aunque se estén viendo explici-
tamente de manera experimental, se pueden abor-
dar formalmente desde diversos puntos de vista.
Describimos dos de estas posibilidades, pero da-
mos razones para buscar una tercera via mas cer-
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cana al método sintético-constructivo.

En la Seccion 2, alin con espiritu experimental,
al fijar el horizonte (como en la Escena 5) se ob-
tienen los movimientos de la geometria afin. Es-
tos también se pueden ver como la “suma” de las
traslaciones (que ya usamos en la Escena 16) y las
transformaciones lineales que son las propias del
algebra lineal. Asi, se presenta esta clasica suma
de grupos de una manera constructiva y visual.

Los problemas que hay que resolver para cons-
truir en el mismo espiritu de las escenas anteriores



a los movimientos rigidos (los de la geometria eu-
clidiana clasica que abstraen a los de nuestro en-
torno inmediato y que se producen al mover cual-
quier objeto rigido), nos conducen a los otros dos
conceptos basicos que se presentan en este capi-
tulo ademas de los grupos: las curvas armonicas y
las reflexiones armonicas.

La definicion de las curvas armonicas invoca na-
turalmente a su concepto dual que llamamos ha-
ces de armonia. Ver que también se les puede lla-
mar haztangente de una curva es la primera aplica-
cion que presentamos de las muchas que habra de
las reflexiones armonicas. Estas nos llevan a ejem-
plos de grupos chicos y luego a definir en general
a los de Lie que seran el sustento del siguiente ca-
pitulo.
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Movimientos proyectivos y
transformaciones

31

Reconsideremos nuestra primera escena de una
cuadricula construida a partir de una loseta contro-
lada por sus cuatro vértices.

ESCENA 31. Cuadriculas y movimientos.
Aunque sea dificil lograrlo a mano, intentamos
que los cuatro veértices de la configuracion inicial,
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Ao, Bo, Co, Dy, sean los vértices de un cuadrado
euclidiano perfecto y paralelo a los ejes de la pan-
talla. Ademas, les hemos puesto el subindice ( pa-
ra dejar establecido que generan una cuadricula
especial y fija, que llamaremos la cuadricula basi-
ca, la cuadricula base o la cuadricula inicial.

Si ahora que ya se puede, movemos cualquiera
de los puntos de control en su propia linea verti-
cal (y, por favor, hagalo para fijar ideas), nuestro
aparato perceptivo nos querra hacer creer que una
region cuadriculada de 7 por 7 gira como una reja.
Regresar el punto a su lugar y continuar el movi-
miento un poco mas all3, la hace seguir su giro ha-
cia el otro lado.

En general, podemos interpretar cualquier mo-
vimiento de los puntos-control como el movimien-
to de un tablero imaginario en el espacio 3D, que,
en principio, podemos llevar a cualquier posicion
(convirtiéndolo en plafon, ventanal, piso, etc.). Es-
to es lo que nuestro sistema perceptivo-visual dic-
ta e intenta imponer; pues el movimiento y la for-
ma coherente del dibujo del tablero nos obliga
a ver tridimensionalidad. Tanto por nuestra expe-



riencia vivencial como por nuestra amplia trayecto-
ria cinematografica (las horas y horas que hemos
visto cine y animaciones), nuestro cerebro crea un
tablero volando en el espacio: y ademas, para fa-
cilitar esta interpretacion, hicimos la chamba cos-
mética de solo mostrar los segmentos relevantes.

Pero también podemos dibujar todo el anda-
mio constructivo que nos condujo al tablero, pa-
ra adoptar otra interpretacion (mas realista) de lo
que esta pasando, que es la que queremos preci-
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sar en esta seccion, y adoptar temporalmente para
las siguientes secciones.

No es necesario irse a 3D con un plano movién-
dose ahiy una proyeccion de él en la pantalla, sino
que todo sucede dentro del mismo Plano Desar-
guesiano, D?. Podemos pensar que la cuadricula
actualmente dibujada en la pantalla define una
funcion de D? en si mismo: la que manda a la cua-
dricula base (la de los puntos sub-cero) en la ac-
tual (definida por los puntos que podriamos llamar
Aq,B1,Cq1, D1 yen principio son distintos de los
sub-cero; ademas, cada uno llego por su propio iti-
nerario temporal, por su propio camino, a su nueva
posicion).

Como las caudriculas se pueden extender y sub-
dividir tanto como se quiera, a cada punto X de
D?, se le puede describir cartesianamente (respec-
to a la cuadricula basica) con la precision que se
necesite. Por tanto, se puede definir su punto co-
rrespondiente en la cuadricula actual (de vértices
sub-uno) siguiendo en ella las mismas instruccio-
nes cartesianas (qué tantos cuadritos, y de qué ta-
mano, para alla y qué tantos para aculla).



Pero ain hay mas. Llegamos a la cuadricula ac-
tual (la sub-uno) como secuencia de movimientos.
Es decir, si al principio fue el tiempo cero (t = 0)
y ahora es el tiempo uno (t = 1), para cada tiem-
po t en medio (0 < t < 1) hubo una cuadricu-
la definida por vértices A, By, C¢, Dy. Asi que si
llamamos X, al punto X, (y que podemos pensar
como un punto del timbiriche original, definido co-
mo interseccion de ciertas lineas e integrado a la
configuracion), se genera todo un camino continuo
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X, para0 <t < 1, que empieza en Xy y concluye
en el X7 actual. Y esto sucede si para cada tiempo
t, la cuarteta de vértices sub-t estuvo en posicion
general. .

Conviene ir dando nombres precisos a los obje-
tos que nos interesan. Empezamos por establecer
algo muy general.

e Llamaremos transformacion a una
funcién biyectiva (uno-a-uno y sobre) de
un conjunto en si mismo.

En nuestro caso de interés, que es el Plano
Desarguesiano, resulta natural definir (como ya lo
hemos hecho y usado en § 2.2.2.1):

e Una colineacion de D? es una trans-
formacion de D? que manda lineas en
lineas.

Y por otro lado, a las transformaciones de D?
que acabamos de describir (alin sin gran precision),
las llamaremos proyectividades (las transformacio-
nes de D? definidas intuitivamente por una cuadri-
cula inicial y otra final). Notese que no le estamos



dando a esta definicion la misma importancia ti-
pografica que a las dos definiciones anteriores. Es-
to se debe a que estamos concientes de que alin
no es muy precisa, €s una primera aproximacion.
Aunque si esperamos que sea intuitivamente clara;
que esté claro que tal concepto debe existir, aun-
que falte mucho trabajo para definirlo bien.

Queda por demostrar que las proyectividades
son colineaciones que estan determinadas por su
efecto en cuatro puntos en posicion general. Llama-
remos a esto el Principio de 4 en 4, pues una parte
se demostrara en su momento como un teoremay
la otra (la unicidad) esta muy cercana a ser axioma.

Y ademas de las proyectividades, hemos tam-
bién descrito a un movimiento como un “camino
continuo de transformaciones”. En nuestro caso,
de proyectividades, y que empieza con la transfor-
macion identidad (la que deja en su propio lugar
a cada punto y se asocia con la misma cuadricula
inicial y final).

A un movimiento lo podemos pensar como una
deformacion continua del plano o una pelicula (en
la que cada cuadro es la imagen de una proyectivi-
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dad), y que nos permite frases descriptivas como
“la linea al infinito se mueve de su lugar en el infini-
to y aparece como el horizonte por tal esquina de
la pantalla”, o “tal punto se fue hacia alla, paso por
el infinito y regreso por aca (la direccion opuesta)”.

El meollo de esta seccion fue, en resumen, que
hay un conjunto de transformaciones del Plano
Desarguesiano que son las proyectividades, y que
si interpretamos “movimientos proyectivos” como
el resultado de caminos ahi, nuestra basta expe-
riencia biologico-evolutiva y cinematografica los
interpreta muchas veces como tridimensionalidad,
pues la misma pelicula se puede interpretar como
un plano cuadriculado moviéndose en el espacio,
y siendo proyectado a un plano fijo.

Una observacion muy importante es que

e el conjunto de proyectividades tiene
dimension 8.

Pues cada uno de los cuatro puntos con que se con-
trolan, puede moverse en un pequeno disco —que
da dos grados de libertad— sin que se pierda nun-
ca la condicion de posicion general. Esta particu-



laridad que tiene el conjunto de las proyectivida-
des de tener bien establecida una nocion de con-
tinuidad y, mas aln, de modelarse localmente con
coordenadas reales, es la que explota Sophus Lie
en sus famosos grupos; es la que los hace grupos
de Lie.

Sin embargo, debemos destacar que nuestro

movimiento en ese espacio de ocho dimensiones
es aln muy torpe, pues sélo nos podemos despla-
sar en planos “perpendiculares”. Cada punto con-
trola dos de las ocho direcciones independientes,
y se van turnando en “a cual le toca”, o “quién las
trae, mientras los demas son estatuas de marfil”,
pues en esta escena nunca se pueden mover los
controles en “coreografias” coordinadas. Aunque
pronto veremos que hay otras maneras menos tor-
pes de controlar estos movimientos.
EJERCICIO 53. Si permitiéramos que los puntos de con-
trol de una cuadricula salieran de la pantalla para de-
finir movimientos. Describe un movimiento que cambie
el orden ciclico de la loseta que se ve como cuadrangu-
lo convexo en la pantalla.

123

3.11. Nota historica

El nombre “proyectividad”, asi como el mismo de
geometria “proyectiva”, viene de que en el desarro-
llo de esta geometria, desde Desargues hasta me-
diados del siglo XIX, lo que se privilegio fue el con-
cepto basico de proyeccion. Y con razon, pues es-
tas funciones, como hemos visto, estan en el meo-
llo de la perspectiva. Sin embargo, una proyeccion
es por definicion una funcion entre dos planos dis-
tintos; el dominio y el rango son diferentes. Asi que
para obtener una transformacion (en la que el do-
minio y el rango son iguales), hay que componer a
varias proyecciones. Pero resulta que la composi-
cion de proyecciones ya no es necesariamente una
proyeccion. Se complica la definicion y como tratar
estas funciones.

Este camino teorico de definir las proyectivida-
des como la composicion de varias proyecciones,
fue el que explotaron con enorme éxito los mate-
maticos de finales del siglo XVIIl y principios del
XIX. Lo que es admirable, es que lo hicieron mu-
cho antes de que el concepto general de funcion,



que atribuimos a Georg Cantor (1845-1918) se esta-
bleciera; pero mas ain, es también sorprendente
que la estructura matematica que se produce con
este enfoque es la de grupoide, algo mas general
que un grupo, y que se establecio hasta mediados
del siglo XX dentro de la teoria de categorias. Esta
via para estudiar las proyectividades fue precurso-
ra de grandes ideas matematicas; pero esto mismo
la llevo a establecer notacion muy especifica que
hoy vemos como abigarrada, anacronicay dificil de
seguir;aunque algo de ella queda como lo esel uso
de las flechas para la notacion de funciones.

Pospondremos el estudio formal de estas pro-
yectividades (composicion de proyecciones) has-
ta la Parte Il del libro, pues conviene tener mas
experiencias para disfrutarla. Sin embargo, hay
que remarcar que la interpretacion cinematografi-
ca de nuestros movimientos (un plano moviéndo-
se y siendo proyectado a la pantalla) cae en su te-
rreno pues involucra la funcion que mueve al plano
de la pantalla en el espacio, compuesta con la pro-
yeccion que lo manda a la pantalla.

Y ya que estamos en notas historicas, vale la pe-
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na mencionar que eso que estamos dejando sin de-
mostrar (el Principio de 4 en 4, pag. 122) y que es la
base de nuestra nocion operativa y experimental
de proyectividad, también involucra nociones pro-
fundas. Esta relacionado con la aritmetizacion o
coordinatizacion del Plano Desarguesiano que dis-
cutimos al final del Capitulo 2.

Al final de este capitulo damos una tercera via
para estudiar las proyectividades basada en las re-
flexiones armonicas. La demostracion de que las
tres posibles nociones de proyectividad coinciden
y que también coinciden con las colineaciones,
quedara como uno de los temas profundos a tra-
tar en la Parte Il del libro.



3.2. Movimientos afines y rigidos

Las proyectividades que dejan en su lugar a una
linea previamente seleccionada h, el horizonte, ya
aparecieron al explorar las Escenas 5y 10. Como
espacio o grupo de Lie, estas transformaciones tie-
nen dimension 6, pues como vimos entonces, cuan-
do se fija al horizonte, las cuadriculas dependen
de tres puntos libres. A estas transformaciones se
les llama transformaciones afines, y se les puede
considerar como movimientos en el complemen-
to de h. Asi que cuando la linea seleccionada es
la de los puntos ideales (o la linea al infinito) del
Plano Desarguesiano Dz, las transformaciones afi-
nes son las que representan a los movimientos afi-
nes del Plano Euclidiano, E?, que estan determina-
das por su valor en un triangulo (ver la escena de
Reticulas Triangulares, 4).

Por tanto, podemos considerar a la escena que
sigue como una representacion constructiva de los
movimientos afines vistos en perspectiva.

También hemos usado una manera mas fluida
de presentar a los movimientos afines en perspec-
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tiva en la Escena 16 (El otro lado del horizonte); el
meollo de esa construccion es lo que queremos ex-
plicar ahora.

ESCENA 32. Traslaciones y

transformaciones lineales.

Como datos iniciales, tenemos una linea horizon-
te h (gris) que consideraremos fija. Fuera de ella,
hay dos segmentos (o vectores) de control que no
tocana hy que coinciden en el punto Oy. Ademas,
hay un punto O fuera de h al cual queremos tras-



ladar los vectores en Oy.

Alfijar hy pensarla como horizonte, se tiene una
nocion de “paralelismo”: dos lineas (no h) son “pa-
ralelas” (o paralelas segtin h) si su interseccion es
un punto de h. Entonces, podemos copiar la cons-
truccion de trasladar vectores con paralelepipedos
(losetas con horizonte h).

Para trasladar al vector rojo: se traza la paralela
por O de la linea que éste determina;...
luego la paralela de la linea por Oy y O que pasa
por su punta. Y el segmento opuesto en el parale-
lepipedo da el vector que queremos.

Analogamente, se traslada el vector azula O, y
ya tenemos la base trasladada de Oy a O.

Y a partir de ella, se puede construir...
una cuadricula con horizonte h'y centrada en O.

Podemos ahora deambular por el grupo de Lie
de los movimientos afines con otros parametros
que dan una sensacion de menor torpeza. Al mo-
ver O, estamos viendo las traslaciones, que dejan
fijos al horizonte y a todos sus puntos —cada linea
se mueve a una paralela (ver el Ejercicio 54). Y al
mover los vectores en Oy (dejando a O en un lugar
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fijo), vemos las llamadas transformaciones linea-
les con O como origen. Estas si mueven los puntos
en el horizonte aunque, como linea, el horizonte se
quede en su lugar (aprovecha el Ejercicio 54 para
verlo experimentalmente). -

Esto da una descripcion clasica de las transfor-
maciones afines como la suma de dos subgrupos.
El primero, las traslaciones, tiene dimension 2 y co-
mo espacio topologico es igual al Plano Euclidiano
(pues a cada posicion de O corresponde la trasla-



cion que manda Og a O). Y el segundo también
es llamado el grupo general lineal de orden 2,y se
puede representar con matrices de 2 por 2 (cuyos
cuatro coeficientes corresponden a las dos coorde-
nadas de cada uno de los dos vectores variables de
la base).

EJERCICIO 54. En la escena anterior: traza un linea de pen-
diente 2 : 3 (0 5 : 1) con dos puntos en el timbiriche y
mueve O, para comprobar experimentalmente que su
punto de fuga no se mueve.

3.21. Rotaciones en perspectiva

Las transformaciones afines incluyen a las rigi-
das, que son la abstraccion bidimensional de los
movimientos que vemos todo el tiempo. Como ha-
biamos senalado, al mover un libro sobre una me-
sa, los puntos del libro mantienen sus distancias
relativas (es un objeto rigido y de aqui el nombre)
pero cambian todos juntos y ordenados su posi-
cion absoluta. Ese simple movimiento define una
transformacion de todo el plano de la mesa en si
mismo, pues la bidimensionalidad de la tapa del
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libro sobre la mesa da la base para localizar por
coordenadas a cualquier otro punto (tanto en la
posicion inicial como en la final).

ESCENA 33. Movimientos rigidos.

En esta escena se controlan los movimientos rigi-
dos de un plano vistos en perspectiva. Y motiva a
las siguientes secciones en las que se fundamenta
su construccion.

Hay un control (rojo) que esta restringido a vivir
en un circulo para establecer graficamente que tie-



ne un solo grado de libertad (vive en dimension 1
y se puede animar). Al moverlo, el tablero gira. Y lo
que vemos es la proyeccion de un tablero rotando
rigidamente en un plano visto en perspectiva (de
ladito). Hemos logrado la “coreografia” de que los
dos vectores basicos giren al unisono.

El otro control (negro) da las traslaciones del ta-
blero como en la escena anterior.

Esta escena, esta basada en una loseta fija que
determina la geometria, y que se mantuvo escon-
dida en el Paso 1 para la presentacion. Esos cuatro
puntos en posicion general y con un orden ciclico,
determinan un horizonte y un centro. Pero ademas,
como veremos en la siguiente seccion, también de-
terminan una curva de armonia. Esta es la curva
que debe representar al circulo circunscrito a un
cuadrado perfecto, cuando su proyeccion es la lo-
seta que tenemos dibujada en la pantalla (pronto
lo demostraremos). Por el momento, juegue con
la posicion de sus vertices para comprobar expe-
rimentalmente que su aparato perceptivo intuye
circulos vistos en perspectiva; y a la vez, que se
estan dibujando elipses, e inclusive, que éstas se
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pueden deformar tanto que se lleguen a convertir
en hipérbolas.

Con la proyeccion del circulo (la curva arménica)
ya dibujada en el lienzo, el control rojo define una
direccion en el horizonte, h, y la h-paralela por el
centro de la loseta corta a la curva armonica en un
punto que (con el centro) da un vector del tamafo
que queremos —y que gira con el control.

Para hallar su vector perpendicular, se utiliza la
extension de la herramienta armonia a 2 dimensio-



nes, que llamaremos reflexion arménica. Esto se
debe a que la loseta también determina la nocion
de girar en su centro un angulo recto que equivale
a encontrar la perpendicular.

Una vez que se tiene una base ortonormal en el
centro de la loseta, se traslada al punto negro que
controla las traslaciones y con esa base...

...se construye al tablero flotante como en la esce-
na anterior. .

Para fundamentar esta escena, nos quedan dos
grandes tareas pendientes.

La primera, construir las curvas de armonia —
que ya definimos en la introduccion al capitulo—
y demostrar que son proyecciones de circulos. Es-
to demostrara a la vez, que son las clasicas curvas
conicas.

La segunda, definir las reflexiones armonicas y
usarlas para definir la rotacion por un angulo recto.
Y de esto obtendremos mucho mas, pues veremos
que es un caso particular de la rotacion general,
y que la nocion de reflexion armoénica nos permite
dar mayor precision a nuestra nocion, alin vaga, de
proyectividad. Aprovechando esto, también defini-
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remos la nocion general de grupo de transforma-
cionesy revisaremos lo hecho hasta este momento
a la luz de la nueva precision teorica.

EJERCICIO 55. Lleva el centro del tablero al centro de la
loseta de control y haz que gire el tablero, para compro-
bar visualmente que corresponden los circulos.



3.3. Curvasy haces de armonia

Consideremos una cuarteta de puntos en posi-
cion general con un arreglo ciclico determinado; es
lo que en §-2.3.1 llamamos una loseta, y también
la informacion con que se “definio la geometria”
en la escena anterior. En la introduccion a la Par-
te Il, pag. 115, dijimos que su curva de armonia es
el lugar geometrico de los puntos que los ven co-
mo armonicos. Vamos a construir esa curvay, en el
camino, a precisar que es “ver”.

ESCENA 34. Curva de armonia.

Dar el ciclo equivale a partir los puntos en dos
parejas diagonales: A, B que pintamos de rojo,
y C, D de azul. El orden o arreglo ciclico, es en-
tonces A, C, B, D (las parejas distinguidas son no
consecutivas y no importan la direccion o el prin-
cipio).

Consideremos un punto variable X en la linea
diagonal roja AV By sulineaa C.

Sea Y el armonico de X respecto a A, B; sea

Z=(CVX)A(DVY),
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ysea C la curva que traza Z al moverse X a lo largo
de su carril AV B.

La curvasedibuja con la herramienta “Curva-Familia”
arrastrando Z a X; se puede ver una animacion del tra-

4

zo al seleccionar X y pulsar “Play”.

e C eslacurvadearmonia generada por
la cuarteta (ciclica) A, C, B, D.

Cuando Z es genérico, es decir, no es un punto
de la cuarteta generadora A, C, B, D, es claro que



Z ve a la cuarteta como si fuera armonica pues su
proyeccion desde Z al lienzo A \V B es, por cons-
truccion, una hilera armonica; o equivalentemente,
porque sus lineas a la cuarteta forman un haz ar-
monico —y preservando el orden ciclico.

Cuando Z es uno de los puntos generadores,
una de sus lineas a ellos deja de tener sentido (la
linea a si mismo). Sin embargo, moviendo a X, ob-
serve en la figura que el haz armonico centrado en
Z no parece notarlo. Esto es asi, pues los cuatro
puntos generadores aparecen como instancias va-
lidas de la construccion y ademas tienen una linea
distinguida, que llamaremos su tangente:

e [a linea armonica de la linea a su pa-
reja respecto a las lineas al otro par.

Entonces también los puntos generadores cum-
plen la condicion si definimos que

e un punto ve a una cuarteta de puntos
como armonica si es el centro de un haz
armonico que incide en ellos.

Coloquialmente hablando, los puntos generado-
res “escogen” su tangente para verse a si mismos;
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mientras que cualquier otro punto tiene sus cuatro
lineas de vision ya definidas.

La curva C esta parametrizada por los puntos de
la linea roja A V B. Estos puntos estan en corres-
pondencia biyectiva con las lineas por C. En cada
una de estas lineas, ademas de C, solamente Z ve
a la cuarteta como armonica, excepto en la tangen-
te cuando Z = Cyya no hay mas. Como las lineas
por C barren todo D?, se tiene entonces que la
curva C es efectivamente el lugar geométrico de



los puntos que ven a la cuarteta como armonica
preservando su orden ciclico.

SeaO = (AV B)A(CV D) el centro de la
loseta, y sea P (respectivamente, Q) el cuarto ar-
monico de O respectoa A, B (resp. C, D). Se tiene
entonces que la cuartetaarmonica A, P, B, O esla
que corresponde (por la parametrizacion X +— Z)
a la cuarteta A, C, B, D generadora de C.

En Py en Q concurren las tangentes de los pa-
res azul y rojo respectivamente. Esta coincidencia
se sigue de la definicion de tangente, que comple-
ta un haz armonico en cada punto de la cuarteta y
este haz corta a cualquier linea (en particular a la
diagonal del otro par) en una hilera armonica.

Por Gltimo, debemos subrayar que estamos muy
cerca de la configuracion 13-13 que se construyo en
las Escenas 27y 28 (jfalta un color!); pero ahora en
la version dual de la construccion (ver Ejercicio 50).

Dar un arreglo ciclico en la cuarteta de puntos,
equivale a escoger cuatro de las seis lineas en-
tre ellos (las lineas grises segmentadas que son el
complemento de las diagonales): éstas junto con
los cuatro puntos forman una configuracion que es
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un ciclo combinatorio o 4-ciclo (4 puntos, 4 lineas
y cada elemento incide en dos del otro tipo).

Las cuatro lineas del ciclo se cortan en seis pun-
tos que se colorean naturalmente con tres colores
(la cuarteta generadora con sus viejos colores y
dos que recién incorporamos con el color que fal-
taba, el verde). Las lineas por puntos del mismo
color dan un triangulo coloreado (el diagonal);...

y las seis lineas entre puntos del mismo color con-
curren por ternas de los tres colores en los cuatro



puntos del 4-ciclo de las tangentes y que generan,
de manera dual, la misma configuracion 13-13. .

Veamos ahora la nocion dual de las curvas de
armonia. Sera de particular interés la que surge de
las cuatro lineas tangentes de una loseta.

Definicion. Cuatro lineas en posicion general (i.e.,
sin tres concurrentes) y ordenadas ciclicamente
generan su haz de armonia: la familia de lineas
que contienen una hilera arménica incidente en las
cuatro lineas y con el mismo orden ciclico.

Hay dos tipos de lineas en un haz de armonia.
Las geneéricas que cortan a las cuatro generadoras
en una hilera armonica. Y ellas cuatro, las gene-
radoras, que escogen un punto que las represente
para satisfacer el criterio: el cuarto armonico de su
interseccion con las otras tres. A este punto espe-
cial se le llama su punto de contacto.

ESCENA 35. Haz de armonia.

Sean a, ¢, b, d cuatro lineas en posicion general
con el orden ciclico de escritura; esto equivale a de-
finirlas por los cuatro puntos de interseccion con-
secutivos (y a colorearlas de dos colores alternan-
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tes). La dualizacion de la escena anterior es:

Sea x una linea variable que pasa por el punto
a/\b (se puede definira x con un punto de control
en la linea c, pues ésta no pasa por a /A b). Sea y
la linea armonica de x respecto a a, by sea

z=(c/Ax)V(dAvy)

que genera (al variar x) al haz arménico deseado.
Para dibujarlo, otra vez con la herramienta “Curva-
Familia” activa, se arrastra la linea z al punto c /\ x: asi



se dibujan (algunas de) las lineas en la familia. .

EJERCICIO 56. Demuestra que la familia de lineas cons-
truida (z al variar x en las lineas por a /\ b) es efectiva-
mente el haz de armonia de a, c, b, d.

EJERCICIO 57. Continua la escena anterior, llamando
A, C, B, D alos cuatro puntos de contacto de las lineas
a,c, b, d, respectivamente; y construye su curva de ar-
monia sin introducir nuevos puntos de control. ;Puedes
exhibir de manera experimental que cada linea del haz
contiene a un Gnico punto de la curva? (hay que tener
cuidado con a quién denotas X € A \V B). A esto lo
llamaremos el Teorema de Dualidad Curvas-Haces.

EJERCICIO 58. Al principio de la escena anterior se de-
finieron los cuatro puntos de contacto usando la he-
rramienta “Armonia”. Constriyelos sin usarla; es decir,
con las dos herramientas de incidencia. Trata de hacer-
lo con tan pocas instrucciones como puedas. (Pista: si-
gue la construccion de la configuracion 13-13).

EJERCICIO 59. Dada una cuarteta de puntos en posicion
general, se pueden ordenar ciclicamente de tres mane-
ras distintas. Haz una construccion en la que se dibujen
las tres curvas de armonia correspondientes.
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3.3.1. Curvas de armonia y conicas

Por su importancia, al enunciado siguiente lo lla-
maremos Teorema, aunque su demostracion sea
de esas que casi se podrian saltar pues “no tienen
dobleces”, “van derechito”.

Teorema 6. Las proyecciones entre planos mandan
curvas de armonia en curvas de armonia.

Demostracion. Sea 7tp 5 : IT — A la proyeccion
de un plano TT en un plano A. Y sean A, C, B, D
cuatro puntos en posicion general en T1. Si llama-
mos A’, C’, B/, D’ a sus imagenes en A: estan en
posicion general pues 7tp 4 induce una biyeccion
entre las lineas de los planos.

Sea Z un punto genérico en la curva de armonia
que generan A, C, B, D en TT; es decir, las lineas
LN A LN C, LN B,ZV D son armonicas. Su
imagen bajo la proyeccion también es una cuarteta
armonica de lineas, pues las proyecciones preser-
van armonia, y pasan por A’, C’, B’, D'. Por tanto,
laimagende Zen A, Z' = Z - mtp 5, estaen la



curva de armonia de A’, C’, B’, D" en A. Esto de-
muestra el teorema. U

Ahora veremos el ejemplo mas comin, que vie-
ne de la geometria pre-euclidiana.

Teorema 7. El circulo es curva de armonia.

ESCENA 36. Demostracion.

Dado un circulo, considérese a una cuarteta de
puntos en él que sean los extremos de dos diame-
tros perpendiculares,y ademas con el orden ciclico
que heredan del circulo. ( Para su trazo es necesario
usar herramientas euclidianas de ProGeo3D.)

Por un teorema clasico de geometria euclidiana,
para un punto Z en el circulo: los angulos de las
lineas de Z a las parejas de puntos diametralmen-
te opuestas, son rectos. Ademas, también se pue-
de concluir que este par de angulos rectos esta a
45°. Estas son cuartetas armonicas de lineas por
el Ejercicio 44. Por lo tanto, el circulo es la curva
de armonia de la cuarteta escogida. O

En conclusion, los dos teoremas anteriores im-
plican que si una loseta en el plano es la proyec-
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cion de un cuadrado, entonces la curva de armo-
nia que generan sus vértices es la proyeccion del
circulo circunscrito al cuadrado. Ademas, el centro
de ese circulo se proyecta en el centro de la loseta.

Esto ya justifica los Pasos 2 y 3 de la Escena 33
(Movimientos Rigidos) en los que se encuentra a
un vector unitario en la direccion variable de con-
trol, usando a la curva de armonia y al centro de
la loseta que rige a la geometria. (Se puede usar la
herramienta “Interseccion” con curvas de armonia.)



Nos falta encontrar al ortogonal de ese vector.
Pero antes de hacerlo en la siguiente seccion, de-
bemos hacer la observacion que ya tenemos al al-
cance de la mano de que

e [as curvas conicas son de armonia.

La definicion que usaron los griegos de las curvas
conicas (que es la que llamamos “clasica” y da su
nombre a estas curvas) es como la interseccion de
un plano con un cono circular. Este Gltimo es la
union de las lineas de un circulo a su apice, que
es un punto en la linea perpendicular al plano del
circulo y que sale de su centro. Entonces, su sec-
cion con un plano A (la curva conica), correspon-
de a la proyeccion del circulo al plano A desde el
apice del cono (como foco de proyeccion). Asi que
la afirmacion no es mas que un caso especial del
Teorema 6 (y, por supuesto, del 7).
ESCENA 37. Las curvas conicas son de armonia.
Cuando, en modo 3D, se usa la herramienta “Curva-
Familia” con una linea (en este caso la que va del punto
Z al apice del cono, arrastrada a Z como parametro en
el circulo) aparece un nuevo botéon “reglados” en la lista
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inferior de la ventana. Con él, se despliegan las superfi-
cies de tres formas.

Hay dos diferencias sutiles entre las curvas co-
nicas y las de armonia que es importante resaltar.

La primera es que las conicas no estan “atadas”
a ciertos puntos en ellas; en ese sentido son libres,
su definicion es global. Por su parte, las curvas de
armonia dependen de cuatro puntos que las gene-
reny adn no tenemos claro como desprenderse de
esa atadura, siguen siendo la “curva de armonia



de ..”. La idea para liberarse (y entonces las lla-
maremos “curvas armonicas”), sera con una nueva
definicion global muy parecida a la clasica de las
conicas, pero cambiando conos por superficies re-
gladas que se pueden definir en términos de pura
incidencia (sin usar circulos). Esto lo haremos en
el Capitulo 5.

La otra gran diferencia es “donde viven”. A las
curvas conicas se les piensa desde su concepcion
como subconjuntos del Plano Euclidiano, E2. Sin
embargo, a las curvas de armonia las definimos en
el Plano Desarguesiano, D?. Asi que una afirma-
cion mas precisa de lo que ya demostramos seria:
“las curvas conicas y la parte euclidiana de las cur-
vas de armonia, coinciden”.

Esto explica porque las curvas conicas se parten
en tres tipos, mientras que en las curvas de armo-
nia no hay tal division.

Como es bien sabido, los tres tipos de conicas
son elipses, hipérbolas 'y parabolas. Corresponden
a como se puede relacionar una curva de armonia
con la linea al infinito: no la toca (elipse), la cor-
ta en dos puntos (hipérbola) o la toca en un Gnico
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punto (la tiene como linea tangente: parabola).
Y en términos visuales, también podemos defi-
nir a las conicas, o tramos de ellas, como

e las curvas con las que se deben dibu-
jar a los circulos,

(con buena perspectiva, se sobreentiende). En la
figura se puede mover al apice del cono (o foco) y
al plano de interseccion (o proyeccion) para jugar
con las distintas posibilidades. .



Los tres tipos de conica dependen del punto de
vista con que se vea a un circulo. A grandes rasgos
serian: circulo chico visto desde afuera (las elipses,
que vemos por doquier), circulo grande y visto des-
de adentro (las hipérbolas con sus dos ramas, una
vista hacia adelante y otra hacia atras con proyecc-
ciones tipo pintor y tipo camara) y las parabolas
(el esquivo momento de cambio entre los dos ca-
sos anteriores).

EJERCICIO 60. Construye una parabola en ProGeo3D, si-
guiendo a la construccion de la Escena 34 . Con su no-
tacion, hay que mandar al punto D, junto con su linea
tangente, al infinito. Asi, la construccion queda deter-
minada por tres puntos no colineales A, C, B. Hay que
usar las herramientas euclidianas “Punto Medio” para
encontrar armonicos de puntos ideales, y “Paralela” pa-
ra trazar lineas por esos puntos.

EJERCICIO 61. Construye una hiperbédla en ProGeo3D. Co-
mo en el ejercicio anterior, pero ahora hay que mandar
a los punto Cy D al infinito: para definirlos alla se ne-
cesitan tres puntos Q’, C’; D’, de tal manera que C
y D sean los puntos ideales de las lineas Q' \V C'y
Q' VV D/, respectivamente. Ademas, va a depender de
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los otros dos puntos A, B. De nuevo tienes que usar
la herramienta “Paralela” para trazar lineas por puntos
ideales. Construye ademas las tangentes a los puntos
C y D: estas son las asintotas de la hipérbola. Para és-
to necesitas “Punto Medio” para encontrar al armonico
del puntoideal O = (A V B) A (CV D).



3.4. Reflexiones armonicas

Hemos concluido la primera tarea para funda-
mentar la construccion de Movimientos Rigidos
(Escena 33), que era encontrar la proyeccion de un
vector en el circulo con una orientacion dada, para
lo cual se usa la curva armonica de una loseta. Pa-
ra rotar ese vector a uno perpendicular (la segunda
tarea pendiente) necesitamos entendery controlar
las simetrias de esa loseta; la nocion basica para
lograrlo es la de reflexion armonica.

3.41. Definicion

Se puede pensaralaarmonia en una linea como
una funcion o, mejor dicho, como una familia de
funciones. Al fijar dos puntos en una linea: el cuar-
to armonico respecto a ellos determina una mane-
ra de asociar puntos de la linea. Y esta forma de ver
a la armonia se generaliza naturalmente a planos
y al espacio con un fuerte y poderoso significado
geomeétrico.

Sean Ay B dos puntos en una linea{ = A \V B.
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La reflexion armonica de { respecto a A, B es la
funcion
PA,B : {— E,

que a un punto X € £ lo manda a su cuarto armo-
nico, Y, respecto a A, B, segln la Escena 21 (y la
herramienta “Armonia”). Esto se denota:

Y:X-pA,B.

La letra griega p, que se lee “ro”, es equivalente a
nuestra “erre” y la asociamos a la palabra “refle-
xion”. La funcion pa g deja en su lugar a los dos
puntos A y B; a veces diremos que son sus espe-
jos pues la reflexion armonica en ellos intercambia
los dos segmentos en que parten su linea.

Una reflexion armonica no solo es una funcion,
sino que es una transformacion (pg. 121). Pues que
sea biyectiva es equivalente a que tenga una fun-
cion inversa, y en este caso es ella misma, ya que
la simetria de la armonia implica que:

Y:X-pA’B < X:Y-pA)B.



Asi que al aplicarla dos veces, cada punto regresa
a su lugar. Y por lo tanto, se tiene que

2 .
PaA.B = PAB " PaB = idy,

donde denotamos a la composicion de funciones
con un puntito “-" y por id; a la funcion identidad
de la linea {. Este tipo de transformaciones es tan
importante que tiene nombre:

e una involucion es una transformacion
que es su propia inversa.

Estas involuciones de la linea se generalizan al
planoy al espacio.
ESCENA 38. Reflexion armonica en el plano.

Sean C un punto, e una linea que no lo con-
tiene y IT el plano que generan ambos (es decir,
IT = CV e).Definimos a la reflexion armonica con
centro Cy espejo e, como la funcion

pc’eiﬂ—>ﬂ

que en cada linea por el centro C es la reflexion
armonica respecto a C y su interseccion con el es-
pejo e; es decir, definida por:
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X-pc,e =X pPc,(xvVC)A e

para cualquier X € TT (hemos dibujado el segmen-
toentre Xy Y = X : pc ). Se podria decir que
Pc,e €s un “abanico”, alrededor de C, de reflexio-
nes armonicas con espejos en Cy e.

La herramienta “Armonia” se extiende naturalmente
a reflexiones armonicas en el plano: primero se selec-
ciona un punto (en este caso X) y luego se arrastra el
centro al espejo (el punto C hacia la linea e), o vicever-
sa (e hacia C), para obtener Y = X - pc e.



La reflexion armonica pc . es una involucion
que se comporta como una reflexion cerca de su
espejo e: intercambia sus dos lados dejando a ca-
da punto de e en su lugar (haga que X caracolee
cerca de e). Pero cerca del centro C, mas bien se
parece a una “inversion central” o “media vuelta”.

e Las reflexiones armonicas son colinea-
ciones.

Para probarlo, consideremos una linea {. ...
Afirmamos que su imagen bajo pc . es la linea
cuarto armonica de £ respectoaey (e A {) V C,
que hemos denotado '. ...

Efectivamente, si X € {, lalinea CV X corta al haz
armonico con centro en e /A\£ en la hilera armonica
X, (CVX)Ne, X =X-pce-

Tenemos entonces que la involucion pc . se
comporta en una linea £ como la proyeccion desde
Cdelensuimagen{ ={-pc.cuando C ¢ Ly

cuando C € { es una reflexion armoénicaen { = {'.

Las reflexiones armonicas también se pueden
definir en el Espacio Desarguesiano D3, Dados un
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punto C, que sera su centro y un plano IT que sera
su espejo, se denota pc 7y se define como antes:
en cada linea por el centro, C, es la reflexion armo-
nicarespectoa Cy lainterseccion con el espejo, es
decir,

X-pe,m =X pc,(xvVC)AT -

Asi que las reflexiones armonicas se restringen a
reflexiones armonicas de planos o lineas que pa-
san por su centroy el espejo es la interseccion con
el espejo.



Claramente se cumple que cualquier reflexion
armonica es una involucion, es decir, ella es su pro-
pia transformacion inversa.

Sera importante tener en mente a los dos ejem-
plos euclidianos clasicos que se estan generalizan-
do, y de los que surgen los nombres que usamos.
Primero, cuando el centro es el punto ideal de la di-
reccion ortogonal al espejo (linea o plano, depen-
diendo de la dimension), se tiene la reflexion eu-
clidiana que intercambia ambos lados del espejo
manteniendo distancias entre puntos. En este ca-
so, que es la abstraccion matematica de las refle-
xiones en el mundo fisico, el espejo es la mediatriz
de cualquier punto y su imagen.

Segundo, cuando el espejo es el plano o la linea
al infinito, lo que se obtiene es la inversion central
en el centro C que es el punto medio de cada pun-
to y su imagen. Y en el caso del plano, también se
le llama media vuelta, o rotacion de 180° alrede-
dor de C.

Asi que las reflexiones armonicas son la amalga-
ma proyectiva de estas dos transformaciones eu-
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clidianas clasicas en una sola.

EJERCICIO 62. En el Paso 2 de la Escena 38, el segmento
de XaY brincaabruptamente de un lado al otro cuando
X va del espejo al centro. ;Puedes trazar el lugar geo-
métrico en el que se produce este salto? (Para trazarlo
necesitas herramientas euclidianas.)



3.4.2. Lema del Triangulo de Klein

Las reflexiones armonicas seran uno de nues-
tros caballitos de batalla. Para familiarizarse con
su esencia de ser funciones, veremos el siguiente
Lema y una consecuencia importante de él.

Lema 2 (Triangulo de Klein). Sean A, B, C los vérti-
ces de untriangulo, y sean a, b, ¢ sus lados opues-
tos respectivos . Entonces:

PA,a " PB,b = PC,c-
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El nombre que le hemos dado a este lema viene
de que da un ejemplo importante de lo que pronto
llamaremos grupo. Implica que el conjunto

{idp2, PA,ay PB,by PC,c

donde hemos anadido a la funcion identidad de
D?, es un grupo de transformaciones (que, en abs-
tracto, es conocido como el Grupo de Klein) pues
los inversos de sus cuatro elementos son ellos mis-
mos y basta aplicar el lema (cambiando de nom-
bres a los vértices del triangulo) para obtener que
la composicion de cualquier par sigue estando ahi.
ESCENA 39. Demostracion.
Para demostrar la igualdad entre dos funciones se
tiene que probar que le hacen lo mismo a todos los
elementos del dominio.

Sea X un punto cualquiera de D? (queremos de-
mostrar que X - (pPa,q - PB,b) = X - Pc,c)- Sean

Xa=X:pa,a ¥ Xc=X-pc,cs
y denotemos

Ax=(AVX)Aa y Cx=(CVX)Ac.



La proyeccion desde B de la linea AV X en la
linea CVVX, mandaalaterna A, X, Ax en laterna
Cx, X, C. Por lo tanto, ...

sus cuarto armonicos X y Xc estan alineados
con B (se esta usando aqui la invariancia de la ar-
monia bajo proyecciones (Teo. 3)).

La proyeccion desde A de la linea C VV X en
la linea B V XA manda a la cuarteta arménica
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Xc, Cx, X, C en la cuarteta
Xc, B, Xa, (BV XaA) Ab;

que, por lo tanto, también es armonica. Y esto im-
plica que

Xc=Xa- PB,b = (X- PA,a) *PB,b -

Que equivale, por la definicion de X¢, a que

X-(pa,a-PB,b) = (X pa,a) PBb =X Pc,c

que es lo que queriamos demostrar.

Sin embargo, falta un detalle. Cuando X esta en
alguno de los lados del triangulo, una de las dos
proyecciones que se usaron en la demostracion no
esta bien definida. Pero en ese caso (restringidos a
un lado del triangulo), una de las reflexiones armo-
nicas involucradas se vuelve la identidad (en esa
linea) y las otras dos coinciden (son la reflexion ar-
monica en los vértices). De aqui se deduce que en
los tres lados sigue siendo valida la ecuacion ante-
rior. Por lo tanto, se cumple para todo X € D?y
se concluye la prueba. [



Estamos muy cerca de una configuracion que ya
habiamos visto, la del cuadrangulo extendido:
sise anaden a la escena el punto Xg = X - pgp Yy
tres lineas por él, se tiene que ABC es el triangulo
derivado del cuadrangulo X, X, Xg, Xc, cuando
X no esta en las lineas del triangulo. Pero ahora se
obtuvo esta configuracion partiendo del triangulo
diagonal y usando su grupo de Klein: el cuadrangu-
lo es entonces lo que se llamara la orbita de X (sus
imagenes bajo los cuatro elementos del grupo). .
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EJERCICIO 63. Decora la escena anterior: a) Colorea a las
cuatro regiones triangulares en que el triangulo ABC
parte al plano proyectivo, de tal manera que en la que
esta X, que es libre, siempre sea gris (se le llama region
fundamental y corresponde a la identidad), mientras
que las otras tres se pinten del color correspondiente
a la transformacion del grupo de Klein que manda a la
region fundamental en ella. b) Pinta los segmentos en-
tre los vertices del cuadrangulo que son frontera de sus
losetas, usando el color de la reflexion armonica que
manda a un extremo en el otro. (Al jugar con la imagen,
veras como actla el grupo de Klein en el conjunto de
colores cuando cambia X de region triangular.)




3.4.21. Dualidad curvas-haces

Como consecuencia inmediata del Lema del
Triangulo de Klein (2), podemos demostrar que las
curvas armonicas y los haces armonicos se corres-
ponden como deben.

Teorema 8. Las curvas de armonia y los haces de
armonia se aparean por sus generadores. Ademas,
los puntos de la curva y las lineas del haz corres-
pondiente se aparean en parejas incidentes.

Demostracion. Una curva de armonia esta defini-
da por cuatro puntos en posicion general con un
orden ciclico. Esta informacion produce sus cuatro
lineas tangentes que, a su vez, generan un haz de
armonia y determinan cuatro puntos de contacto
que son con los que se empezo. A este apareamien-
to curvas-haces de armonia por medio de sus ge-
neradores esa lo que se refiere la primera frase del
teorema. La segunda se refiere a un apareamiento
por incidencia entre los puntos de una curvay las
lineas de su haz tangente: el haz de armonia de sus
cuatro lineas tangentes.
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ESCENA 40. Dualidad de curvas y haces.

Consideremos la curva de armonia, C, generada
por los puntos A, C, B, D; sean a, c, b, d sus res-
pectivas lineas tangentes y sea #€ su haz de armo-
nia (que hemos llamado el haz tangente a C).

Siguiendo a la Escena 34, la curva C se parame-

triza por X: un punto libreen lalinea q = AV B.Si
Y es su cuarto armonico respecto a A, B, (es decir,
Y =X-pa,g)entonces Z = (CVX)A(DVY)
esta en C; y asi se obtiene toda la curva.



Para la construccion dual, sea Q = a/\b. Como
pareja de lineas por Q armonicas respecto a a, b
tomamosx = QV Yyy = Q VX, para obtener
z=(c/Ax)V(dAy) € #.

Veremos que Z € z, para concluir la prueba.

Consideremos el triangulo QXY. Por el Lema
del Triangulo de Klein

PYv,y = PQ,q " Px,x -

Al aplicar esta igualdad a D y d, se tiene que

D pyy = (D pq,q) - Px,x =C-pxx
d-pyy = (d- PQ,q) “PX,x = C " PX,x

ya que alaplicar pg,q a D (resp. a d) se obtiene C
(resp. c); pues D, O, C, Q es una hilera armonica.
Como un punto y su imagen bajo una reflexion
armonica son colineales con el centro, se tiene que
C-px,x = D - pyy estaen las lineas CV Xy
D V'Y, y esto implica que es Z. Dualmente, una
linea y su imagen bajo una reflexion armonica son
concurrentes con el espejo, por lo cual:

c-pxx =d-pvy =(cAX)V (dAY) =z.
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Puesto que C € c (o bien, D € d), la imagen
de esta pareja bajo px x (resp., py,y) también es
incidente, es decir Z € z.

Esto prueba que Z € z para X distinto de A y B,
que es cuando estan bien definidas las reflexiones
armonicas que se usaron. Pero para A y B ya sabia-
mos que A € ay B € b, por lo que se concluye
el teorema. .

(]



3.4.3. Las simetrias de una loseta

Ya tenemos las herramientas para concluir con
la Escena 33 de movimientos rigidos para la cual
necesitabamos rotar un vector un angulo recto.

ESCENA 41. Simetrias de una loseta.

Consideremos una cuarteta ciclica de puntos
A, C,B, D en posicion general con sus parejas
diagonales pintadas de rojoy azul;y sea C su curva
de armonia.
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Recarguemos el final de la Escena 34 en la que
se construyo a C. Incluye a la configuracion 13-13
que surge del cuadrilatero de lados de la loseta
(las cuatro lineas grises segmentadas) y que com-
pletan el 4-ciclo de los puntos generadores; o bien
y de manera dual, surge del cuadrangulo de los vér-
tices (grises) del 4-ciclo de las tangentes. La cons-
truccion (partiendo de las 4 lineas como en el Ejer-
cicio50) da 6 puntos (los generadoresy dos verdes)
de tres colores; estos generan 3 lineas y sus 3 vér-
tices (el triangulo diagonal OPQ), que generan 6
lineas coloreadas (las tangentes y dos verdes) que
concurren (por ternas de los 3 colores) en 4 puntos.

Consideremos ahora al triangulo OPQ (que es
el diagonal). Si llamamos o, p y g a los correspon-
dientes lados opuestos (0 es el horizonte de la lo-
seta, mientras que p y g son las diagonales azul
y roja respectivamente), el grupo de Klein de este
triangulo es:

Qg{OPQ - {id]D)Z» P0,0yPP,pyPQ,q }

Observemos primero que



e GKopq actiaen C,

es decir, sus cuatro transformaciones mandan a la
curva C en si misma.

Esto se sigue de que manda a la cuarteta cicli-
ca de generadores en si misma y de que son coli-
neaciones por lo que mandan a un punto que los
ve armonicos en otro que también los ve armoni-
cos. En la cuarteta ciclica de puntos generadores,
la reflexion “azul’, pp, p, actia dejando fijos a los
azules C y D e intercambia, o traspone, a los ro-
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jos, que podemos escribir (A <+ B); mientras que
la roja pg,q fija a los rojos y traspone a los azu-
les (actta como (C <> D)). La composicion de las
dos, que es po,o, traspone a ambos pares y geo-
métricamente es media vuelta en el centro O. En
la curva armonica, cualquier tramo de ella entre
dos generadores consecutivos se “replica” cuatro
veces para obtenerla toda. Estas son las simetrias
de la cuarteta ciclica que preservan la coloracion;
pero ain hay mas, las que intercambian colores.
El grupo de Klein del triangulo verde

gg{OMN = {idpg, P0O,0y PM,n, pN,n}>

donde My N son los primeros puntos verdes (que
definieron al horizonte o = MV N)ymyn
son sus respectivos lados opuestos en el triangulo
OMN, también actia en la cuarteta preservando
su orden ciclico y, por lo tanto, en la curva C. Las
dos nuevas reflexiones actian en la cuarteta gene-
radora como:

PM,m -

pN,n .



que intercambian colores rojo y azul. Esto se sigue
de que la proyeccion desde O de la hilera armo-
nica en el horizonte P, M, Q, N en los lados del
4-ciclo (gris-segmentado) da hileras armonicas.

El grupo de simetrias de la cuarteta ciclica; es:

{:Ld]DJZ,pO,oa (pP,p ’ pM,m)) (pM,m : pP,p)>

pP,p) pQ,q> PM,m, pN,n})

y corresponde a las simetrias euclidianas de un
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cuadrado antes de proyectarse a la loseta corres-
pondiente (cuatro rotacionesy cuatro reflexiones).

Si coloreamos alternadamente los ocho triangu-
litos en que los espejos de las cuatro reflexiones
armonicas del segundo renglon parten a la loseta,
y escogemos a alguno de ellos, cada transforma-
cion corresponde a uno de los triangulos (la iden-
tidad, idp:, representa al elegido).

En el primer renglon, estan las cuatro rotaciones
(que preservan el color de los triangulitos). Las que
nos interesan son las dos Gltimas (en el cuadrado
son de un angulo recto en ambas direcciones) para
la escena de movimientos rigidos.

Llamemos T (“tau”) a una de estas rotaciones:

T=Pprp PM,m; (31)

entonces, el subgrupo de las cuatro rotaciones
también se puede escribir

(1) ={idpe, T, 7%, T }.

Pues, de hecho, T actiia en la cuarteta generadora
de C segln su arreglo ciclico predeterminado:

7: (A—D—=B—C—A).



De nuevo, el segmento de la curva C entre dos pun-
tos generadores consecutivos va a los otros tres
segmentos bajo las tres transformaciones no tri-
viales del grupo. Pero ahora preservando la orien-
tacion de C; por ejemplo, el segmento de-B-a-C
va a dar bajo T al de-C-a-A y ambos dan la misma
orientacion global a la curva.

Este grupo (T) es diferente a los grupos de
Klein aunque ambos tengan cuatro elementos. Es-

to se puede ver de que tanto T como T> = T~ no
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son involuciones, tienen orden 4 (hay que compo-
nerla cuatro veces consigo misma para obtener la
identidad). EL grupo (T ) se llama el grupo ciclico
de orden 4y el completo de simetrias de la lose-
ta con ocho elementos se llama grupo diédrico de
grado 4; son miembros de familias generales que
definiremos en la seccion que sigue. .

Una observacion importante sobre T (la rota-
cion de 90° en O) es que al aplicarla dos veces
se obtiene la media vuelta en O. Es decir,

2

T°"=T-T=p0,0-

Y esta funcion restringida a la linea horizonte es la
identidad ahi (deja a todos los puntos en su lugar).
Asi que T restringida al horizonte es una invo-
lucion que, pensando a sus puntos como puntos
de fuga de lineas, equivale a dar la linea ortogonal.
Pero también es la composicion de las reflexiones
armonicas en los pares de una cuarteta armonica.
Esto se puede usar para obtener el vector ortogo-
nal en la Escena 33 y sera la informacion central
para describir la geometria euclidiana a la Klein.
EJERCICIO 64. Con la notacion de la escena anterior, de-



muestra que

T=PN,n " PrP,p =PP,p PM,m = PM,m " PQ,q -

Primero ve que le hacen lo mismo a los vértices de la lo-
setay por lo tanto (usando el Principio de 4 ens) deben
ser la misma transformacion de D?.

EJERCICIO 65. Demuestra que la transformacion inversa
deTes
—1
T =PNn- PQyq-
Se puede hacer como transformacion de Dz, usando la
asociatividad de la composicion de funciones.

3.5. Grupos de transformaciones

Ya hemos visto varios ejemplos de grupos. Aho-
ra los vamos a definir formalmente y en general,
pero no centrados en su version mas abstracta
pues aqui los asociamos siempre con una accion
geométrica concreta; es decir, los veremos primero
como conjuntos de transformaciones, que es como
los hemos vistoy los vamos a usar, y luego veremos
muy por ensimita su version abstracta.

Definicion. Un grupo de transformaciones es un
conjunto, ¢, de transformaciones de un conjunto
X (llamado su conjunto base), que cumple:

i) idy €@
(la identidad de X esta en ()

i)feG=f'leQ@
(G es cerrado bajo inversas)

i) f,ge ¢ = f-ge@
(G es cerrado bajo composicion)

Hay que remarcar que se puede parafrasear la
definicion de transformacion (pag. 121) como una
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funcion f : X' — X que tiene una funcion inversa
f=1: X — X, es decir, que cumple que:

fof =11 f=idy;

donde idy es la funcion identidad del conjunto
X (que manda a cada elemento de X en si mis-
mo). De tal manera que la condicion (i) se puede
cambiar por que el conjunto ¢ es distinto de va-
cio; pues si tiene un elemento, los siguientes dos
incisos implican que tiene a la identidad.

Para cualquier conjunto X, el conjunto de todas
sus transformaciones forma un grupo

Te(X).

Cuando X es infinito, por ejemplo los niimeros
reales, este grupo es demasiado grande y enton-
ces, como pronto veremos, a Sus grupos impor-
tantes se les define exigiéndole a sus miembros
que cumplan cierta propiedad. Pero para X fini-
to, 7 ¢(X) también es finito y es conocido como
el grupo simetrico, o de permutaciones, de X. En
el ejemplo de cuatro letras,

X ={A,B,C,D},
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su grupo de transformaciones tiene 24 elementos
—es el grupo simétrico de grado 4 con todas las per-
mutaciones de 4 elementos. Pero si ademas les da-
mos un orden ciclico, por ejemplo A, C, B, D es-
crito asi, las transformaciones que preservan ese
arreglo ciclico ya solo son 8; forman el subgrupo
de T¢(JX) que describimos y usamos en la esce-
na anterior y pronto veremos en general.
Veamos ahora la nocion abstracta de grupo.

Definicion. Un grupo es un conjunto, G, junto con
un producto que es una operacion binaria (es decir,
para cada par de elementos xy 3 de G se tiene
bien definido su producto « - 3 € G) que cumple:

i) El producto es asociativo:
- (B-y)=(ax-B)y Vo,B,y€G.

ii) Tiene un elemento identidad, es decir:
existe un elemento ¥ € G tal que
o= a=a VaeG.

iif) Tiene inversos, es decir:
para cada & € G existe «~ ' € G tal que:
- = =K.



Es facil ver que cualquier grupo de transforma-
ciones es un grupo abstracto cuya operacion es la
composicion de funciones, pues ésta es asociati-
va. Y pronto veremos la idea de como argumentar
que, al reves, cualquier grupo abstracto se puede
pensar como grupo de transformaciones.

No es dificil deducir de los axiomas de grupo
que el elemento identidad y los inversos son Uni-
cos, pero lo dejamos como ejercicio (ver Ejercicios)
pues nuestro interés no es la teoria de grupos en
abstracto, sino su uso en la geometria.

Una funcion entre grupos que preserva al pro-
ducto (y por lo tanto, a la estructura de grupo) se
llama homomorfismo y cuando ademas es biyecti-
va se llama isomorfismo. Es un abuso de lenguaje
muy comin, y casi necesario, decir que dos grupos
son iguales, o inclusive el mismo grupo, cuando
son isomorfos (i.e., cuando hay un isomorfismo en-
tre ellos). Ya incurrimos en este abuso de lenguaje
cuando dijimos que el grupo que surge de las re-
flexiones armonicas de un triangulo es el grupo de
Klein; pues aunque surjan de distintos triangulos
(y como conjuntos son distintos), todos comparten
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su estructura basica de grupo. Y lo dijimos porque
se conoce como grupo de Klein al que tiene cuatro
elementos; los tres no triviales (es decir, que no
son el elemento identidad) son su propio inverso
(son involuciones) y el producto de cualquier par
de ellos da al tercero.

A un homomorfismo entre un grupo G y el grupo
de transformaciones de un conjunto X se le llama
unaaccion de G en J. En este caso, para cualquier
X € X'y e Gsetiene bien definido X- o« € X,
pues si denotamos & € J¢(X') a la imagen de &
bajo dicho homomorfismo, y definimos

X-a=X-&,
se cumple que para &, 3 € G, se tiene que
(X-o) - p=X-(a-B).

Para lo cual hay que usar que el homomorfismo de
G en T ¢(X) preserva la operacion de los grupos.

En la seccion anterior vimos como un mismo gru-
po (con conjunto base D?) actuaba en distintos
conjuntos (una cuarteta de puntos, sus colores, la



curva armonica, e inclusive los ocho triangulitos o
sus sombreados).

Por altimo, conviene precisar dos nociones ge-
nerales y naturales que seran muy (tiles. Supo-
niendo que tenemos dada una accion del grupo G
en un conjunto X, se define la orbita bajo G de un
elemento X € X, denotada X- G, como el conjun-
to de todas las imagenes de X bajo la accion de G,
es decir:

X-G={X-alxe G} C X.
Y el estabilizador de X es
GX)={xeG|X-a=X}CG,

que es un subgrupo de G (es decir, un subconjunto
que a su vez es grupo con la misma operacion).

EJERCICIO 66. Demuestra que el estabilizador G(X) (en
el contexto en que lo acabamos de definir) es un grupo.

EJERCICIO 67. Si G es el grupo de Klein del triangulo
A, B, C de la Escena 39:

(a) Demuestra que G tiene tres subgrupos no trivia-
les (los triviales son el total y el que sélo contiene
a la identidad).
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;Puedes distinguir en D2, puntos con érbitas de
distintas cardinalidades?

;Puedes distinguir puntos con estabilizadores dis-
tintos?

(d)

;Puedes relacionar las dos respuestas anteriores?

EJERCICIO 68. Usando los axiomas de grupo, demuestra
que el elemento unidad 1 de un grupo G es (nico. Es
decir, que si ademas existe 1’ € G tal que

a-1'=1-a=a Vaea,

entonces 1 = 1.

EJERCICIO 69. Demuestra que “hay cancelacion izquier-
da” en un grupo G. Es decir, que si &, 3,y € G son
tales que o - 3 o -y entonces 3 = y. Enuncia y
demuestra la ley de cancelacion derecha.

EJERCICIO 70. Demuestra que en un grupo G el inverso
de un elemento es Gnico.

EJERCICIO 71. Se dice que en un grupo G dos elementos
oy B conmutan si se tiene que & - 3 = 3 - «;y que
el gruppo es conmutativo o abeliano si todos sus ele-
mentos conmutan. Demuestra que en un grupo general



G, los elementos que conmutan con un elemento dado
forman un subgrupo; es decir, que sin € G, entonces

Gh={xeGla-n=n o}

es un subgrupo de G.

3.5.1. Lalinearealy el circulo

Veremos ahora los ejemplos de grupos que van
a aparecer con insistencia en el capitulo siguiente
y que nos son muy familiares. El primero es la li-
nea de los nimeros reales: con la operacion suma
forma un grupo abstracto, que denotamos R, cu-
yo elemento identidad es el O y con el cual hemos
trabajado desde pequefios (en diversos grados de
abstraccion). Pero veremos ahora que se le puede
pensar como grupo de transformaciones (y la idea
funciona para cualquier grupo). Para cada a € R,
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0jo’, se tiene la funcion traslacion por a:

T :R— R

(3.2)
X=X -Tqo=X+a

que es el “efecto de sumar a”; mandaaOenayes
transformacion pues T_, es su inversa. Esto define
una accion de R (como grupo) en R (como conjun-
to) pues se cumple que Tqp = Tq - Tp (la opera-
cion suma en R va en la operacion composicion de
funciones en 7 ¢(IR)), ya que para todo x € R:

X Tarb =X+ (a+b)=(x+a)+Db
= (x-Ta) +b=(x"Ta) Tp
=X (Ta : Tb) .
Las traslaciones son un grupo de transformacio-
nes de R que cumple la propiedad geométrica ba-

sica de preservar la distancia; son sus transforma-
ciones rigidas. Denotemos

Jso (R)

"Violaremos por un ratito nuestra convencion de notacion
al usar mindsculas latinas para otro efecto que las lineas.



al grupo de isometrias de la linea real, es decir, al
grupo de transformaciones de R que preservan la
distancia (ver Ejercicio 72). Hemos visto que tiene
un subgrupo isomorfo a R que son las traslaciones.
Pero no son las Unicas isometrias. También estan
las reflexiones. Para un punto a € R, sea

Po :R— R
(3.3)
X=X Pq =20 —X.

Esta es la reflexion de R en el punto a pues cumple
que a - pq = a (es decir, a es un punto fijo) y
cambia la orientacion de la recta (al O lo manda del
otro lado de a que es 2a = 0 - pg), preservando
distancias; ademas, es una involucion (se prueba
facil haciendo el calculo de x - p2).

Puesto que en la linea real hay exactamente dos
puntos a una misma distancia (no cero) de un pun-
to dado, no es dificil ver que las isometrias de R
son las que ya describimos, y que se pueden dis-
tinguir por lo que le hacen a la orientacion de la li-
nea: las traslaciones la conservan y las reflexiones
la invierten. Las isometrias que preservan orienta-
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cion forman un subgrupo de Js0(IR) que se deno-
ta Js0 " (R)y ya hemos visto que es isomorfo a R
con la suma.

Ademas, debemos observar que la composicion
de dos reflexiones es una traslacion; de hecho, que
Pa * Pb = T2(b—a), S€ sigue de las formulas:

X PaPb=(2a—x)pyp
=2b— (2a —x)
=x+2(b—a) =X T2(b—a)-

(3.4)

Pero lo que Sophus Lie observa (y es lo que los
hace grupos de Lie) es que ademas de ser grupos,
9Js0(R) e Iso™t (R), tienen topologia, es decir tie-
nen en si una nocion de continuidad compatible
con la estructura de grupo y se puede hacer calcu-
lo diferencial en ellos; en particular, también son
espacios topologicos. Y en este caracter se les pue-
de describir como: 9s0(RR) consiste de dos copias
disjuntas de la linea R pues ya hemos parametri-
zado a ambas (con a € R en (3.2) y (3.3)); y una
de esas dos copias (Js0" (R)) es precisamente la



que es un subgrupo (isomorfo a R) pues es la com-
ponente que contiene a la identidad idg.

El Gnico otro grupo de Lie conexo (en el que
se puede ir continuamente de cualquier elemen-
to a cualquier otro) y de dimension 1 (ademas de
R = Js0 " (R)) es el circulo.

Denotemos por S' al circulo unitario dentro del
plano cartesiano R?; es decir, S’ es el circulo con
centro en el origen y radio 1. La distancia en S'
equivale a medir los angulos entre lineas orienta-
das por el origen con radianes. Al tener distancia,
de nuevo tenemos su grupo de isometrias:

Js0(S"),

que es el conjunto de transformaciones de S' que
preservan distancias y que también se puede pen-
sar dentro de las transformaciones rigidas pla-
nas Jso0(IR?) (ver Ejercicio 72). En el mundo real,
Js0(S1) equivale a las maneras en que podemos
regresar un anillo a su lugar sobre una mesa. Y de
nuevo es claro que tiene dos tipos de transforma-
ciones: las que preservan orientacion y las que la
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invierten (se cambia el lado del anillo que toca a
la mesa). Las que preservan orientacion forman un
subgrupo que son las rotaciones:

Gsot(S") € Gao(S")

(a este grupo le llamaremos el grupo circular y se
le denota S', pues es isomorfo al grupo multipli-
cativo de los nimeros complejos unitarios al iden-
tificar a los niimeros complejos, C, con R?). Y las
que invierten la orientacion son reflexiones (en li-
neas por el origen) que dejan fijos a dos puntos
antipodas de S' (a distancia 7, que es la maxima
posible). Como en el caso de la linea real:

e topologicamente, Js0(S'") tiene dos
componentes, ambas son un circulo y
una de ellas es un subgrupo (las rotacio-
nes).

Se atribuye a Leonardo da Vinci® la observacion
de que la simetria de cualquier disefio plano (y

2En su maravilloso y accesible libro Symmetry, [?], Her-
mann Weyl asi lo hace.



acotado) es equivalente a la simetria (orientada o
completa) de un poligono regular, o bien a la com-
pleta de un circulo.

Sea P, un poligono regular de n lados con sus
vértices en el circulo unitario S'. Dos de sus vérti-
ces consecutivos estan a distancia 27t/n y enton-
ces la rotacion o con ese angulo regresa a P, a
su lugar (cada vértice de P,, gira al siguiente). El
grupo que genera esta rotacion es

(o) ={idg,0,0%,...,0" "} C Jso"(S"),

pues 0™ = idg. Este es llamado el grupo ciclico
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de orden n, y que denotaremos C,,. También se le
conoce como Z,, 0 Z/MZ pues en abstracto es el
grupo de enteros moédulo . con la operacion suma.

Pero ademas, el poligono P, tiene otras n. sime-
trias que son las reflexiones en las lineas que van
del origen a los vértices y para n par, a los puntos
medios de las aristas; de tal manera que dos lineas
consecutivas tienen angulo 7t/n.

Elgrupo diédrico de gradon, denotado D,,, con-
tiene a C,, y a éstas n reflexiones y constituye
el grupo de simetrias rigidas de P,,. En la figura,
D,, actiia sobre los triangulos; las reflexiones cam-
bian susombreadoy las rotaciones lo preservan. Si
se componen dos reflexiones, se obtiene una rota-
cion del grupo ciclico ( 0'); en particular, en lineas
consecutivas da o o bien 0.

Sean pi1 y p2 las reflexiones en dos lineas con-
secutivas en la orientacion positiva, de tal manera
que 0 = p7 - P2. Entonces todo el grupo diédrico
D,, se puede obtener como el subgrupo generado
por P71y P2; esto se denota

D, = (p1,p2 ) C Js0(S")



que significa que es el subgrupo mas chico que
contiene a lo que esta dentro de los “paréntesis
angulares” (_) (‘en este caso p; y p2). O bien, se
puede construir: si pensamos a los generadores co-
mo letras, cualquier palabra en ellas se convierte
en una transformacion al componer en el orden es-
tablecido en la palabra, y se le asigna la identidad
a la palabra vacia. El grupo que generan consiste
en todo lo que se pueda obtener asi. Pero una mis-
ma transformacion se puede obtener de distintas
palabras. Por ejemplo p; - p1 = p% =1idg =W
a estas palabras que equivalen a la vacia se les lla-
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ma relaciones. Asi que el grupo diédrico también
se puede describir por generadores y relaciones; y
en este caso basta con las relaciones

Y :Piz(pl'pz)n:“‘-

Como ambos generadores son involuciones, no se
necesito incluir a sus inversos como letras para
armar palabras; y como cambian la orientacion,
se tiene que las palabras de longitud par (con le-
tras alternadas) constituyen el subgrupo ciclico
C,, mientras que las de longitud impar son todas
las reflexiones; por ejemplo, P> - p1 - P2 es la re-
flexion en la linea que sigue al espejo de p; en la
orientacion positiva.

Falta describir el caso limite. Regresando a las
isometrias de la recta real IR, si tomamos dos re-
flexiones distintas p, y pp (ver (3.3)), el grupo que
generan en Js0(IR) es el grupo diédrico infinito:

Doo — <pa3 Pov > C ng(R) )

que contiene como subgrupo al grupo ciclico infi-
nito, Coo C Js0™ (R); que en este caso es el gene-



rado por la traslacion (ver (3.4))

T2(b—a) = Pa " Pob -

Al grupo ciclico infinito, también se le conoce como
el grupo libre en un generador (sin relaciones), o
bien como el grupo de los enteros, Z, con la suma.

EJERCICIO 72. Supongamos que en un conjunto X cual-
quiera se tiene definida una “distancia”; es decir, para
cada par de elementos X, Y € X, tenemos bien de-
finido | X, Y| en algiin conjunto (no se necesitara que
sean los reales positivos). Demuestra que el conjunto
de transformaciones de X que preservan la “distan-
cia” es un grupo de transformaciones de JX; donde
o X — I preserva la distancia si se cumple que

IX, Y[ =]X 0o, Y o],
paratodo X,Y € X.

EJERCICIO 73. Puesto que la composicion de una transfor-
macion que cambie la orientacion con una que la pre-
serva da una que la cambia, al componer una traslacion
con una reflexion se debe obtener una reflexion, pero
esta depende del orden en que se efectiie la composi-
cion. Encuentra las dos formulas. Observa que Js0(IR)
no es abeliano.
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3.5.2. Colineacionesy proyectividades

Nuestro interés principal esta en las transfor-
maciones del Plano Desarguesiano, pero 7 z(D?)
es demasiado grande. Las que son relevantes geo-
métricamente son las colineaciones (pag. 121), que
preservan las lineas y que forman un grupo que
denotaremos

Col; .
Efectivamente es un grupo de transformaciones,
pues contiene a la identidad, cada colineacion in-
duce una biyeccion entre las lineas por lo que su
inversa también es colineacion y la composicion
de dos de ellas también manda lineas en lineas.

Es el grupo que respeta la estructura extra del
Plano Desarguesiano, D?; esa que le otorga el he-
cho de tener distinguidos a ciertos subconjuntos
llamados lineas. Por esta razon, se cumple que

e las colineaciones preservan armonia.

Ya lo demostramos en ??, pero vale recordar que
la esencia es que una colineacion manda una confi-
guracion (conjunto de lineas y puntos con una rela-
cion de incidencia especifica) en una equivalente y



la armonia se define por la existencia de una cierta
configuracion (un cuadrangulo externo).

Lo que queremos ver en el siguiente capitulo es
que hay subgrupos distinguidos de Col (D?) aso-
ciados a las distintas “geometrias”.

Empecemos por definir con precision a las pro-
yectividades. Ojo, no corresponde a la definicion
clasica, asociada a las proyecciones, ni a la que he-
mos usado al principio del capitulo (definida intui-
tivamente y asociada a las cuadriculas), sino a al-
g0 que ya tenemos bien controlado formalmente y
que ya ha rendido frutos, que son las reflexiones
armonicas. Y, a la larga, coincidiran los tres enfo-
ques, pero en su momento habra que demostrarlo.

Una proyectividad es una composicion de un ni-
mero finito de reflexiones armonicas; ya sea en el
plano, en el espacio o en la linea. Denotaremos por

Proy,,

al grupo de proyectividades de D™, donde n pue-
deser1,203;yporserlaprimeravez que usamos
esta notacion, hay que decir que D' es la Linea
Desarguesiana (cualquier linea en D?, 0 en D3).
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Vamos a ver con cuidado que Proy,, es efecti-
vamente un grupo de transformaciones.

Primero, puesto que la identidad se obtiene
componiendo a cualquier reflexion armonica con-
sigo misma, idpn € Proy,,.

Para las otras dos propiedades que hay que
probar, conviene escribir a un elemento tipico de
Proy,,: se escribe como

O=pP1-P2" ... Px,

donde cada p; es una reflexion armonica; es una
palabra de longitud k cuyas letras son reflexiones
armonicas. Su inverso se obtiene escribiendo la pa-
labra al revés:

o =pr-pProt- ‘P11,

pues cada letra es una involucion, asi que al yux-
taponer las palabras, se van eliminando letra por
letra (recordar el Ejercicio 65). Asi que Proy,, es
cerrado bajo inversas. Y es cerrado bajo composi-
cion, pues al componer dos elementos, se yuxta-
ponen palabras que los definen y de nuevo es una
palabra.



Como notacion para el grupo que generan ..., se-
guiremos usando a los paréntesis angulares, exten-
diendo su uso como si fueran los de conjuntos. Asi,

@70y2:<pC,e|C¢e>»

significa: el grupo que generan todas las refelexio-
nes armoénicas en D?, sobreentendiendo que C es
un puntoy e es una linea en D?. O bien,

Proy, = (pas|A,BeDA#B).

Hay que volver a aclarar que cuando se defi-
ne a un grupo de transformaciones por generado-
res, cada elemento de él tiene al menos una pala-
bra que lo define, pero ésta no tiene por qué ser
Gnica. Cuando hay dos que dan a la misma trans-
formacion, se obtiene lo que hemos [lamado una
relacion entre los generadores. Pero en los casos
que estamos definiendo ahora es de esperarse que
sean muchisimas, pues nuestros conjuntos de ge-
neradores son ahora enormes; de hecho son conti-
nuos. De aqui es de donde saldra que son grupos
de Lie.
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Por Gltimo, debemos observar que
Proy, C Coly,

paran = 2, 3. Pues los generadores son colinea-
ciones. Una pregunta dificil es si se da la igualdad;
es decir, si cualquier colineacion se puede obtener
como composicion de un nimero finito de reflexio-
nes armonicas; problema que estudiaremos en la
Parte IlI.



Capitulo 4

Geometrias planas y polaridad

Al presentar los principios basicos de la geome-
tria euclidiana en perspectiva y a la Klein surge
naturalmente una nueva construccion de las cur-
vas de armonia como circulos generales vistos en
perspectiva. La relacion de esta nueva presenta-
cion con la definicion como lugar geométrico que
tenemos de esas curvas, conduce a enunciar el Teo-
rema de Polaridad de Von Staudt en la Seccion 2.
Este teorema, cuya demostracion sera el objetivo
principal del Capitulo 5, es la herramienta construc-
tiva escencial para desarrollar la geometria hiper-
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bolica en la Seccion 3. Usarlo como herramienta
(tal y como hicimos con la armonia en la Parte I)
dara una clara idea de su gran poder y alcance.

Y ya con dos geometrias rigidas descritas a la
Klein, la tercera, intimamente relacionada con la
geometria de la esfera y del espacio euclidiano tri-
dimensional resulta facil de definir; completando
asi la exposicion del Programa de Erlangen que nos
hemos propuesto.

Quedaran abiertas al menos dos vertientes por
abordar. La primera es ;como se demuestra el Teo-



rema de Polaridad? para que el ciclo de rigor ma-
tematico quede bien sellado. Y la segunda, tratar
de precisar qué fue lo que se uso sin demostrar o
;de queé principios basicos se partio? pues también
se hara evidente que la simple incidencia que has-
ta ahora hemos usado para demostrar las cosas ya
no basta. Se relacionan estas dos preguntas con
las Superficies Regladas y eso es lo que vemos en
el capitulo siguiente.

Pero también quedara claro que al seguir el ca-
mino de presentar las tres geometrias planas rigi-
das con el método constructivo y no el analitico
(que fue el que prevalecio historicamente), los obs-
taculos mas serios para la formalizacion estricta
vienen de los meollos topologicos (o de la conti-
nuidad) que se dilucidaron a mediados del siglo
XIX acerca de los nimeros reales y el Plano Carte-
siano. Asi, algunos de nuestros enunciados no tie-
nen la contundencia que podrian tener, o a veces
las demostraciones no alcanzan un alto estandar
de formalidad; en particular, dos teoremas cuya de-
mostracion claramente nos rebasa en este sentido
pero que son historicamente muy relevantes, los
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enunciamos como proposiciones para indicar ese
relajamiento de estandares. Queda como tarea cri-
tica para el lector, encontrar otros de esos “huecos”
en el texto.

Pero también hay que senalar que este camino
constructivo y no analitico, pone de manifiesto que
la geometria proyectiva motiva a, o es precursora
de, una notable apertura de miras en las matema-
ticas del siglo XIX. En la Parte Ill, se aborda de lleno
el tema de la axiomatizacion de la geometria pro-
yectivay se recapitula desde ese punto de vista en
este capitulo.



41. Geometria euclidiana

Hemos visto en la Seccion 3.2 que al fijar una
linea h como horizonte se tiene una nocion de pa-
ralelismo: dos lineas son paralelas (o h-paralelas
para ser mas precisos) si su punto de interseccion
esta en h.

En el complemento de h,

A?=D?*\h

que llamaremos el plano afin, se cumple el Axioma
de Euclides (por cada par de puntos pasa una Gnica
linea), donde ahora hay que interpretar a las lineas
como la parte afin de ellas (se les quita a las lineas
proyectivas su punto en el horizonte h).

Ademas, en A2 también se cumple el Quinto
Postulado de Euclides, o Axioma de las Paralelas
que se puede parafrasear como

e dada una linea £ y un punto P fuera
de ella, existe una tnica paralela a { que
pasa por P.
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Pues la linea PV (£ /A h) no corta a £ en A?, son
paralelas en ambos sentidos (el que acabamos de
definir y el clasico conjuntista “no se tocan”).

En el espiritu Kleiniano, tenemos un grupo de
transformaciones de A? que son las proyectivida-
des que dejan a h en su lugary que exploramos en
la Escena 32 como “suma” de traslacionesy funcio-
nes lineales. Es decir,

Af, ={n € Proy,|h-n=h}

se puede pensar como grupo de transformaciones
de A? (su restriccion a A?), y es conocido como
el grupo de transformaciones afines. Ademas, cum-
ple algo muy importante que es que hace a A? ho-
mogeéneo; es decir para cualquier par de puntos (y
de lineas) hay una transformacion en el grupo que
manda a uno en el otro. Esto constituye una geo-
metria en el sentido Kleiniano; la que ahora se co-
noce como geometria afin.

EJERCICIO 74. Demuestra que dados P, Q € A2, existe
x € Afytalque P - o = Q; es decir, que A? es
homogeéneo.



4aa. Perpendiculares y circulos

La geometria euclidiana tiene mas estructura
que la afin aunque compartan su espacio base (el
complemento de una linea), y esto se traduce en
que el grupo de la euclididana es mas chico; cum-
ple mas restricciones.

Los axiomas clasicos de la geometria euclidiana
incluyen, ademas del quinto y el de Euclides, uno
sobre perpendicularesy otro sobre la existencia de
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circulos. Veremos ahora que basta establecer la no-
cion de perpendicularidad como estructura extra,
para también poder construir los circulos y definir
el grupo correspondiente.

ESCENA 42. Polaridad basica y ortogonalidad.

En esta construccion y todas las de esta seccion,
el papel que juega la loseta-control sera unicamen-
te para definir un horizonte, h, junto con una hilera
armonica P, M, Q, N en él. Definimos al horizonte
y su cuarteta de esta manera para poder llevarlos,
en principio, a cualquier lugar; y muy en particu-
lar a la linea al infinito con su cuarteta euclidiana
estandar, (haciendo a la loseta un cuadrado per-
fecto) para obtener la geometria clasica. Pero lo
Unico que usaremos en las construcciones es a la
linea horizonte con su cuarteta armonica.

Llamaremos polaridad basica, o polaridad en el
horizonte, a la transformacion “tau” de h:
T=ppQ PMm,N:h—h. (4.1)

El nombre de “polaridad” tiene que ver con “polo
de un ecuador” y luego cobrara mas sentido. Por



ahora, representara “la direccion perpendicular” al
pensar a los puntos de h como las direcciones de
las lineas en su complemento, y esta motivado por
la ecuacion (3.4) de la Seccion 3.4.3 que se uso para
obtener el “vector ortogonal” de la Escena 33 de
movimientos rigidos (de hecho, es la restriccion a
h de la T definida en (3.1)). Hemos dibujado a un
punto variable X € h, y a sus imagenes bajo las
tres transformaciones que aparecen en la ecuacion
anterior, (4.1);...
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pero es mucho mas facil, e ilustrativo, verlo con un
punto, A, fuera de h, y sus cuatro lineas a ellos (“lo
queve A”). Pues el papel basico que juega T es que
determina una nocion de perpendicularidad:

Diremos que dos lineas a y b (distintas de h,
por supuesto) son ortogonales o perpendiculares
sisusintersecciones con el horizonte se correspon-
den por la polaridad basica T, es decir, si

(aAh)-t=bAh.

En la escena se ven dos parejas de lineas orto-
gonales: una con puntos de fuga Xy X - T; y la otra
quecortaahen X ppqoyX:pPm,N-

Al mover o animar X, una pareja se mueve en
una direccion y la otra en la contraria. Esto lleva
a cruces que se producen, simultaneos, al pasar X
por la cuarteta armonica distinguida. Que los pun-
tos en h viajen (o las lineas por A giren) en direc-
ciones encontradas se debe a que las reflexiones
invierten la orientacion en la linea, pero tanto la
identidad como la polaridad basica (que es com-
posicion de dos reflexiones) la preservan. .

Queremos ahora demostrar que:



e la polaridad basica es una involucién;
es decir, T2 = idy,.

Puesto que T~' = pm,N - Pp,q POr ser T el
producto de estas involuciones pero en el otro or-
den (T = pPp,Q * PMm,N), que T sea una involucion
equivale a que las reflexiones conmuten, es decir,
a que se cumple

PM,N - PP,Q = PP,Q ' PM,N

y esto, multiplicando ambos lados a la derecha por
la inversa de pap,N, @ su vez equivale a

PM,N " PP,Q - PM,N = PP,Q - (4.2)

Al lado izquierdo de esta ecuacion se le llama con-
jugar a pp,q pPor pm,N, Y para demostrar la ecua-
cion, nos conviene salirnos de la linea h al planoy
demostrar algo mas general.

Lema3. En Proy(2), el conjugado de una reflexion
armonica es la reflexion arménica en la imagen del
centro y el espejo. Es decir, dados &« € Proy(2)y
un par punto-linea no incidente B € b, entonces

—1
X-PBb X  =PB.xb«-
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Demostracion. Veamos primero el caso de un ge-
nerador de Proy(2).
ESCENA 43. Conjugacion de reflexiones armonicas.
Sean A ¢ ay B ¢ b dos pares no inciden-
tes punto-linea, y sean & = Pa o, B = PB,b,
C=B-x,c=b-axyy=pcc.
Dado un punto cualquiera en X € D?, conside-
remos la hilera arménica X, C, X -y, (XV C) Ac.
Su imagen bajo « es la hilera armonica

X-o,B,Y,((X-a)VB)Ab



en la linea roja segmentada (X - o«) V B.Y que sea
armonica, por ser laimagen de una tal, prueba que

Y=(X-v)-a=(X-a)-B.

Como X € D? es arbitrario, esto demuestra que
x- 3 =7v-« queasuvezimplica

O"pB,b'“:a'B'O‘:y:pC,c:pB»oc,b~oc-

Esto concluye la demostracion del lema para con-
jugaciones por reflexiones armonicas. .

El caso general se sigue por induccion en la lon-
gitud de las palabras que expresan a un elemento
de Proy(2) como producto de reflexiones armo-
nicas. Pues su inverso es la misma palabra pero es-
crita al revés y al expresar la conjugacion, en la mi-
tad de la palabra se van incorporando las “letras”
al cambio de centro-espejo en la reflexion armoni-
ca que se esta conjugando. [

Regresemos ahora a la demostracion de la ecua-
cion (4.2) cuando M, P, N, Q es una hilera armo-
nica en h. Consideremos un punto O fuerade hy
denotemos por la letra mindscula correspondiente
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a las lineas de O a estos cuatro puntos (ojo: estos
no son los nombres que habiamos usado en la Es-
cena 41 para estas lineas). Por el Lema anterior y
por ser M, P, N, Q una hilera arménica, tenemos
pM,n : pP,q : van - pP‘pM,nyq‘pM‘n - vap °

La restriccion a la linea h de esta igualdad, da

PM,N * PP,Q " PM,N = PQ,Pp = PP,Q)

donde la Gltima igualdad es por ser reflexiones ar-
monicas en una linea. Asi que al restringirse a la



linea h si conmutan, pero en el plano no (la ecua-
cion anterior), lo cual concuerda con la Escena 41
donde habiamos interpretado que Pat,n - Pp,q €S
la rotacion de un angulo recto y en el otro orden
es la rotacion inversa (en el otro sentido), pero a
nivel de lineas (o puntos de fuga en el horizonte)
ambas mandan a cada linea en su perpendicular.

Por lo tanto T = paq,N - Pp,Q €S unainvolucion,
y entonces es facil ver que { idn, pam, N, PP,Q, T}
es un grupo de Klein (Ejercicio 79); pero visto como
grupo de transformaciones de h.

Con la nocion de perpendicularidad, podemos
asociar a cada linea la reflexion que cambia sus
dos lados “rigidamente” a semejanza de lo que ha-
cen los espejos en nuestro mundo. Y estas refle-
xiones generan al grupo de transformaciones que
determina a la geometria euclidiana.

Definicion. Dada £, linea distinta de h, su reflexion
euclidiana es la reflexion armonica con espejo £y
centro en el punto de fuga de su direccion ortogo-
nal, es decir,

€0 = PreAn) 1,0 -
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Y el grupo euclidiano (que determinan hy su pola-
ridad basica T : h — h, hay que remarcar), es el
grupo generado por las reflexiones euclidianas de
todas las lineas distintas del horizonte:

Sucy; = <£g|€7éh> Cc Af, C@zoyz.

Ya podemos construir circulos:
ESCENA 44. Circulos.
Como antes, tenemos un horizonte h con una po-
laridad basica T definida por una hilera armonica.



Dados dos puntos A y B fuera de h,...
sea X € h un punto variableysea B’ = B - e vx.
El circulo con centro en A'y que pasa por B es
lo que traza B’ cuando X corre a lo largo de h. Es
decir, consiste de todos los reflejados (euclidianos)
de B cuando el espejo incide en A; y se parametri-
za naturalmente con los puntos de h. Es la curva:

C(A,B) ={B-eavx|Xeh},

donde enfatizamos la dependencia de la polaridad
basica T.

Explore a estas curvas parametrizadas por h'y
observe que incluyen a la curva de armonia de la
loseta basica (hay que mostrar dos colores) cuan-
do A es su centro y B es un vértice. Convénsase
de que son como se ven los circulos bajo una pro-
yeccion. Cruce el horizonte con B para observar el
cubrimiento 2 a 1 del circulo sobre él. .

Por Gltimo, debemos enfatizar que el grupo eu-
clidiano &uc, actia tanto en D? como en el com-
plemento de h que habiamos llamado AZ. Para
Klein, una geometria es un espacio junto con un
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grupo. Entonces, el espacio para el plano eucli-
diano, o para ser mas precisos y fieles a la historia
y a los dibujos, el plano euclidiano en perspectiva
debe ser ]E% = D? \ h = A’ (donde, al usar a
T como subindice pensamos que por ser funcion
incluye como informacion a su dominio h) con la
accion de &uc, (también determinado por T).

EL grupo euclidiano clasico se obtiene como
cuando h es la linea al infinito de D? y T provie-



ne de un cuadrado perfecto

EJERCICIO 75. Continua la escena anterior para compro-
bar experimentalmente que las perpendiculares a los
radios son tangentes al circulo; es decir, encuentra la
perpendicular a A \V B’ en B’ (para esto, debes mos-
trar la cuarteta armonica del horizonte para usarla en
el calculo de T) y despliega su familia con parametro X.

EJERCICIO 76. Demuestra que dada una linea { y un punto
P en E%, existe una Unica perpendicular a h que pasa
por P.

EJERCICIO 77. Demuestra que una reflexion armonica de
h, pA,B, conmuta con TsiysoloA =B - T.

EJERCICIO 78. Sea G el grupo de transformaciones de h
que son la restriccion a h de un elemento de Suc).
Demuestra que G esta contenido en el subgrupo de
Proy(h) que conmuta con T (donde denotamos por
Proy(h) al grupo generado por las reflexiones armo-
nicas en h'y es isomorfo a Proy); ver Ejercicio 71.

EJERCICIO 79. Demuestra que { idw, pm,N, PP,Q, T} €5
un grupo de Klein (con M, N, P, Q, Ty h como en las
paginas anteriores, ver pg. 171).

EJERcICIO 80. Dada una proyectividad 1 € Proy,, sean

173

W =h-nyt =1n-7-n" . Demuestra que T’ es
una polaridad basica en h' y que los grupos Suc y
Suc definidos como se definio Sucy pero usando Ty
1’ respectivamente, son conjugados; es decir, que sus
elementos se corresponden biyectivamente al conjugar

por 1.



41.2. Traslacionesy rotaciones

Vamos a ver ahora que el grupo euclidiano co-
rresponde a los movimientos rigidos que explora-
mos en la Escena 33 y que motivo, en buena me-
dida, el desarrollo de la teoria. Efectivamente, al
componer dos reflexiones euclidianas, se obtienen
traslaciones o rotaciones dependiendo de si los es-
pejos son paralelos (se cortan en el horizonte) o no.
A estos dos casos corresponden las siguientes es-
cenas que, como en las anteriores, estan basadas
en una loseta oculta que define el horizonte h con
una polaridad basica, T.

ESCENA 45. Traslaciones.
Dadas dos lineas a y b (roja y azul) que se cortan
en un punto D (su “direccion”) del horizonte h, sea

0=¢€q € = PD-1,a " PD-1,b -

Sea X un punto libre. A su imagen bajo o, lo
llamamos Y = X - 0; y también hemos dibujado
al punto “intermediario”, X - ¢, (pintado de rojo),
que se necesita para definir a Y. Los tres caen en
una linea perpendicular a los espejos ay b, pues
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o resulta ser una traslacion en la direccion D - T
del doble del “tamano” de la “franja” entre a y b.
Para apreciarlo, conviene estudiar al grupo que ge-
neran estas dos reflexiones:

<£a35b>)

que consiste de palabras en las dos “letras” €4, €p
que se alternan pues son involuciones.

La inversa de 0 es 0! = €p - €4.5ea Z =
X - o'y también dibujamos X - €1, (azul).



En la figura, tenemos a las imagenes de X bajo
las transformaciones de ( €4, € ) que correspon-
den a las cinco palabras con a lo mas dos letras (la
identidad corresponde a la palabra vacia).

La siguiente palabra (elemento de (e, €p )) €s
de longitud 3:

€a b €q-

Por el Lema 3, es la reflexion en la linea b - €.

Analogamente, €, - €4 - €p €s la reflexion en
lalinea a - €y, .Y junto con ella, de una vez hemos
anadido las imagenes de X bajo todas las palabras
de a lo mas 4 letras, que incluyena X- 02y X- 0 2.

Los 9 puntos que tenemos dibujados se agrupan
en dos sucesiones armonicas en la linea XV (D-1):
una de 5 puntos que se mueve con “el comandante”
X al centroy el “otro bando” de las cuatro reflexio-
nes de X que se mueven en direccion contraria.

Y este patron se continua por siempre. El gru-
po (€q,€p ) s isomorfo al grupo diédrico infini-
to, D, que describimos en § 3.5.1; pero ahora vi-
ve dentro de Proy,, aunque su accion en la li-
nea (X V (D - 1) quitandole el punto de fuga) es
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equivalente. Tiene un subgrupo distinguido de pa-
labras pares o que preservan la orientacion, que
son las traslaciones generadas por o, ( 0). Este
es un grupo ciclico infinito; cuyo complemento (en
(€q, €p )) consiste de reflexiones (palabras con un
namero impar de letras). Ademas, en la linea hori-
zonte se restringen a las dos transformaciones del
grupo ciclico de orden 2 {idy, pp,p .« J: la identi-
dad idy, (para las traslaciones) y la reflexion armo-
nica pp,p.~ (para las reflexiones). .



De esta escena, queremos concluir dos cosas.
Primera, que hay un subgrupo distinguido de &uc
que son las transformaciones que preservan la
orientacion de 2,

Eucy C 8ucy.

Sus elementos son composicion de un nimero par
de reflexiones euclidianas, es decir, consiste de las
palabras pares de &uco; y se le llama el grupo de
movimientos euclidianos pues a sus elementos se
puede llegar continuamente desde la identidad.

Y segunda, que si consideramos una linea { de
[E2 (piénsese en la linea X \V (D - T) de la escena
anterior) se tienen suficientes reflexiones en lineas
ortogonales a ella (una para cada punto) como pa-
raver intuitivamente que las traslaciones a lo largo
de £ (la composicion de dos de estas reflexiones)
debieran ser isomorfas a 50" (R) (o bien R) por
como presentamos a estos grupos en § 3.5.1.
ESCENA 46. Rotaciones.

Consideremos ahora dos lineas ay b que se cor-
tan en un punto O fuera del horizonte h. Sean
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A =a/N\hy B=Db/\h sus correspondientes
puntos de fuga; y en h también estan sus dos pun-
tos polares A -ty B - 1.

El grupo que generan sus dos reflexiones eucli-
dianas, ( €4, €p ), €s de nuevo un grupo diédricoy
su composicion 0 = ¢ - €p, ahora es una rotacion
con centro en O; que por ser donde se cortan los
espejos no solo es punto fijo de la rotacion sino
también de todo el grupo; pues si sus generadores
no lo mueven, ningin producto de ellos lo hara.



En la escena hay un punto libre, X, y sus image-
nes bajo las primeras 5 transformaciones de
<€a>€b > = {1idp2, €ay Eby Ea " €by Eb * €ay* " " }y
que suponemos ordenado lexicograficamente.

Si extendemos la orbita de X hasta las palabras
de longitud 4, ya aparecen dos nuevas reflexiones
(las de longitud 3 que son conjugaciones); hemos
trazado sus espejos. Y ademas, dibujamos al circu-
lo, C.(O, X), con centro en O y que pasa por X,
pues en él caera toda la orbita de X y permite vi-
sualizar mejor lo que esta pasando.

Qué grupo diédrico es (€q, €, ) depende del
angulo, 0, entre a y b. Desde la posicion inicial:
mueve al punto de control de b o a, para aumen-
tarlo. Los dos extremos de la cadena morada —que
liga a las palabras paresy pertenece a la orbita del
subgrupo ciclico que preserva orientacion— entran
en curso de colision. Detente cuando coincidan.

Ahi, se tiene al grupo D4 de 8 elementos que ya
habiamos visto (en la Escena 41) como simetrias de
una loseta; aunque hay que tener cuidado, no es
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la loseta que se dibuja ahora, a menos que X esté
sobre un espejo. Elangulo entre ay b es 0 = %71.

Si se sigue agrandando el angulo 0, se discier-
nen con claridad los angulos: %n(la cadenase con-
vierte en un triangulo y el grupo se hace de 6 ele-
mentos, es D3); %7’: enqueelgruposecolapsaaun
grupo de Klein, o D>, con cuatro elementos (obser-
va aqui al horizonte: los espejos son ortogonales);
y le siguen %7‘( y %7‘[ donde graficamente parece
que estamos en casos anteriores, pero las rotacio-



nes generadoras van en el sentido inverso. Pode-
mos seguir agrandando el angulo hasta 7t: cuando
coinciden los espejos, pero con direcciones encon-
tradas. Aqui, tenemos al Gnico grupo abstracto de
2 elementos, D1 = C, = Z,, pues €4 = €yp.

Regresemos el angulo O a ser chico.

Si hacemos crecer la cadena a 8 eslabones (y la
orbita de X a palabras de longitud 8 o0 menos en
(€q,€p )), se pueden detectar todos los angulos

= %7’( conp < 8. Pues (€q,€p ) €S UN grupo
finito cuando el angulo entre los espejos generado-
res es racional, es decir, se escribe como 0 = %71
con ( primo relativo a p; entonces, es el grupo die-
drico D, y g es el nimero de vueltas que da una
cadena de longitud g antes de regresar al punto
de partida (ver Ejercicios 81y 82).

Pero ademas hay angulos irracionales, los que
no se pueden expresar como gﬂ. En ellos, no hay
ninguna relacion fuera de que los dos generado-
res de ( €4, €p ) Son involuciones, es decir, no hay
dos palabras simples (sin repeticion de letras) que
den la misma transformacion. Entonces, como gru-
po abstracto, es el diédrico infinito, D, de la esce-
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na anterior. Lo que lo distingue de aquellos como
grupo de transformaciones es que no es discreto
(una condicion topologica en la que no queremos
ahondar), es decir, que sus orbitas se apelmazan,
se vuelven densas en un circulo; le dan vueltas y
vueltas sin que haya nunca una coincidencia. .

EJERCICIO 81. Con la escena anterior, tomale fotos a los
angulos %71, %71, %ﬂy %71 vistos en perspectiva.

EJERCICIO 82. Cuales son los angulos mas cercanos a %ﬁ

que puedes encontrar con la escena anterior.



41.3. Mediatrices, bisectrices y rayos

Se dice que un grupo de transformaciones es
transitivo si para cada par de elementos de su con-
junto base, hay una transformacion del grupo que
manda a uno en el otro. En este caso, el conjun-
to base es homogéneo pues todos sus elementos
son equivalentes desde “el punto de vista” del gru-
po. Veremos ahora que (gzw;r (y por lo tanto &ucy)
son transitivos cuando se les piensa como trans-
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formaciones del complemento de la linea horizon-
te. Para esto, podemos usar la construccion clasica
de la mediatriz, en su version a la Klein, sin haber
definido distancia explicitamente.

ESCENA 47. Mediatriz y punto medio.

Dados dos puntos A y B, fuerade h, ...

seaD = (A V B) A hel punto de fuga de su li-
nea. Entonces, el armonico de D respecto a ellos,
C =D - pa,s, es su punto medio; y la perpendi-
cular alli, m = CV (D - 1), es su mediatriz.

La reflexion euclidiana con espejo m, €, inter-
cambia a A y B; también lo hace la media vuelta
en C, que se puede expresar €., -£avp. Y latrasla-
cion €Ay (D.1) - €m, mandaa A en B preservando
su linea AV B y su orientacion.

Ademas, cualquier punto X € m \ h es centro
de un circulo que pasa por A y B; es interesante
ver estos circulos cuando X tiende al horizonte. .

Podemos ser aiin mas generales en las propieda-
des de transitividad de los grupos. Cuando el gru-
po actiia naturalmente en otro conjunto (por ejem-
plo las colineaciones actiian en las lineas y en los
segmentos), se dice que actia transitivamente si



para cada par de elementos del conjunto hay un
elemento del grupo que los relaciona. En el caso
del grupo euclidiano, no so6lo hay transitividad en
los puntos sino también en las lineas y veremos
que mas adln, en los rayos; donde un rayo es la mi-
tad de una lineay su origen es el punto donde em-
pieza, es decir, es un segmento que termina en el
horizonte h.

ESCENA 48. Bisectrices.

Consideremos dos rayos, rojo y azul, con origen O;
se definen y controlan con puntos intermedios A
y B respectivamente. Queremos ver que se puede
mandar un rayo en el otro.

Consideremos un circulo C con centro en O (es-
cogimos el que pasa por A, C = C.(O, A)). Este
corta a las lineas por O que tenemos dibujadas en
dos puntos, y uno de ellos esta en el rayo.

Sea m la mediatriz entre estos dos puntos del
circulo (uno en cada rayo); se puede obtener co-
mo la linea por O y su punto medio. La reflexion
€, intercambia a los rayos azul y rojo, por lo que
se llama la bisectriz entre ellos, “bisecta el angulo”.
Si componemos esta reflexion con las reflexiones
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en las lineas soporte de los rayos, obtenemos rota-
ciones que mandan a un rayo en el otro.

Como lineas, OVVA y OB tienen otra bisectriz;
la reflexion en ella manda a los rayos en sus com-
plementarios (o, podriamos decir, invierte la orien-
tacion que ellos definen). Ademas, las dos bisectri-
ces son perpendiculares; sus reflexiones generan
un grupo de Klein y los cuatro puntos de intersec-
cion de las lineas con el circulo son una orbita de
ese grupo (ver Ejercicios ??y 67).



Las dos construcciones anteriores se juntan pa-
ra demostrar un teorema de homogeneidad.

Teorema 9. El grupo de movimientos euclidianos
es transitivo en rayos.

ESCENA 49. Transitividad en rayos.

Demostracion. Consideremos dos rayos, rojo y
azul, con origen en A y en B, respectivamente. Te-
nemos que encontrar a un elemento en éacj que
mande a uno en el otro.
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Sea m la mediatriz entre A y B. Con ella como
espejo de reflexion, el rayo rojo en A es mandado
a un rayo morado con origen en B.

Sea n la bisectriz de los rayos morado y azul
(con origen en B); como espejo los refleja.

La transformacion euclidiana que se obtiene de
componer estas dos reflexiones:

O =¢Em " &n,

manda entonces al rayo rojo en el rayo azul. He-
mos anadido a la escena un punto X, su imagen
X - oy el segmento que los une, para explorar es-
ta correspondencia entre los rayos. Puesto que o
preserva orientacion, esto concluye la prueba. []

Pero antes de concluir la escena, vale la pena
hacer varias observaciones.

En general, o es una rotacion con centro en
m/\n = C. Solamente cuando los rayos son para-
lelos, es unatraslacion. Por eso se dice que las tras-
laciones son el limite de rotaciones cuando su cen-
tro tiende al infinito. Para verlo, gire alguno de los
rayos: el centro C de la rotacion o recorre la me-
diatriz m. Y hay dos momentos singulares: cuando



C pasa por el horizonte (la traslacion para rayos
paralelos) y cuando pasa por el punto medio entre
los origenes, una rotacion de 7t (o media vuelta),
cuando los rayos son paralelos pero con direccio-
nes encontradas y sus segmentos llegan por am-
bos lados al mismo punto del horizonte. .

Con esto, concluimos la presentacion de la geo-
metria eculidiana como un modelo dentro de la
geometria proyectiva. Pero vale la pena comentar
varios puntos y detectar cabos sueltos.
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Primero. Al demostrar que los movimientos eu-
clidianos son transitivos en rayos, estamos inter-
pretando a la Escena 33 de Movimientos Rigidos
de una manera mas abstracta. Si pensamos que el
rayo rojo esta fijo, al mover los controles del ra-
yo azul, se obtienen las mismas transformaciones
que en aquella escena moviendo al “origen”y a la
direccion preferida. Ahora estamos dando de ma-
nera explicita a la transformacion, que quiza antes
era mas intuitiva como movimiento visual. Pero los
parametros son los mismos, o mejor dicho, equiva-
lentes, y con tres grados de libertad.

Segundo. Klein decia que el grupo determina la
geometria. En nuestro caso, vimos que los angu-
los racionales estan determinados por los grupos.
Y las distancias también lo estaran en el momen-
to en que uno determine la unidad de medida: dos
puntos como “vara de medir”. Pues con el grupo de
movimientos, se le puede llevar a medir cualquier
otra distancia con la precision que se necesite. Y
al revés es mas facil, si tenemos nocion de distan-
cia se deduce un grupo de transformaciones que
la preservan, llamadas isometrias (ver Ejercicio 72).



No presentaremos esta equivalencia con cuidado,
solo queremos senalar, intuitivamente, que esta
ahi a la mano.

Tercero. Aunque se haya definido al grupo eucli-
diano como todas las posibles palabras en reflexio-
nes euclidianas, resultd que muy pronto se abar-
ca todo. Es decir, no hay que ir a palabras de lon-
gitud grande. Parece que con dos se obtienen to-
das las orientadas y entonces bastan tres para las
no orientadas. Pero demostrar esto necesita argu-
mentos de unicidad para los que no estamos aiin
preparados. En la Parte Ill abundaremos en las di-
ficultades.

Y por altimo, que las curvas de armonia, si bien

nos dieron la base para poder desarrollar nues-
tras construcciones, dejaron muchas interrogantes
abiertas. Esto es lo que sigue y es lo que nos con-
ducira a las geometrias no euclicidanas.
EJERCICIO 83. Al final de la Escena 48, traza la curva de
armonia de los cuatro puntos que se obtienen como in-
terseccion del circulo C con las lineas de los rayos. Com-
prueba experimentalmente que no necesariamente es
el circulo C.
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EJERCICIO 84. Al final de la Escena 48, traza la curva de
armonia de los cuatro puntos que se obtienen como in-
terseccion del circulo C con las bisectrices a las lineas
de los rayos. Comprueba experimentalmente que coin-
cide con el circulo.

EJERCICIO 85. Haz una construccion que dibuje el circulo
que pasa por tres puntos A, B, C que no estan en una
linea horizonte, h, que viene con una polaridad basica
determinada por una cuarteta armonica.

EJERCICIO 86. Con una configuracion inicial como en el
ejercicio anterior, desarrolla una construccion en que
se dibujen los cuatro circulos tangentes a los lados de
un triangulo ABC visto en perspectiva.



4.2. Polaridad

Hemos visto las curvas arménicas de dos mane-
ras distintas: como curvas de armonia ligadas a 4
puntos y como los circulos de la geometria eucli-
diana en perspectiva. Aunque visualmente sea cla-
ro que ambos tipos de curvas son lo mismo —y si
lo son— aln estamos lejos de una demostracion
formal de ello. La primera definicion, que depen-
de de una loseta, fue como un lugar geométrico (a
la que después se asocio una construccion, Esce-
na 34), y la segunda “definicion” fue constructiva.
Fue el resultado de una construccion (Escena 44)
que dependia de un par de puntos (un centro con
otro por el cual pasaba la curva-circulo); pero se
uso de manera fundamental lo que llamamos una
polaridad basica en el horizonte.

Vamos a presentar ahora una tercera construc-
cion. Se parece filosoficamente o en estilo a la se-
gunda, pero seremos capaces de demostrar que co-
rresponde a la primera. Es un acercamiento o puen-
te entre las dos definiciones.

Esto nos dara elementos que motivan el enun-
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ciado del Teorema de Polaridad de Poncelet-von
Staudt cuya primera aplicacion sera demostrar la
equivalencia de las dos definiciones. Su poderio se
pone de manifiesto en la existencia de la geome-
tria hiperboélica, que presentamos en la siguiente
seccion.

4.21. La construccion-A

ESCENA 50. Curvas de armonia por Construccion-A.
El nombre de esta construccion viene de “Armo-



nia” y de la imagen que producen sus datos inicia-
les; su producto sera una curva de armonia.

Los datos son dos lineas a y b, que seran tan-
gentes a la curva con sus puntos de contacto de-
terminados (A € ay B € b), y un tercer punto
C por el que debe pasar. Las tangentes se definen
por su punto de interseccion Q y sus puntos de
contacto A y B respectivamente.

En la linea ¢ = A V B, que pintamos de rojo,
se define un punto variable X. Sean Y el armonico
de X respectoa A, By llamaremos y a la linea de
Xa Q, es decir:

Y:X-pA,B ; y:X\/Q

Sea Z la reflexion armonica de C con espejo y

y centro Y:
Z=C- py’y .

La curva que traza Z al variar X € g, que llamare-
mos C, es el resultado de la construccion-A.
Quisiera uno escribir

C={C-pyy|X€EAVB},
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pero es incorrecto. Pues para X iguala A o B la re-
flexion armonica py,, no esta definida. Aunque ahi,
la construccion completa a la curva con los puntos
mismos. Entonces, lo que si es correcto escribir es:

C ={C-pyy|Xe€AVB\{A B}JU{A,B}.

Queremos ahora demostrar que
e (C es una curva de armonia.

SeaD = C-pq,q, el reflejado de C con centro
en Q y espejo en la linearojaq = AV B.



Afirmamos que C es la curva de armonia de la
cuarteta, ciclicamente ordenada, A, D, B, C.

La prueba sigue a la de la dualidad entre curvas
y haces de armonia (§ 3.4.2.1, Escena 40).

Sea x YV Q. Para X ¢ {A,B}, consi-
deremos al triangulo QXY, con respectivos lados
opuestos qxy, y al grupito de Klein que produce
segln el Lema 2 (del Triangulo de Klein):

{id]]])zy PQ,qy PX,xy PYy }

Para completar la orbita de C bajo este grupo
falta en la figura

Z/:C'px,x:D'pY,y:Z'pQ,q;

que, por tanto, es donde concurren las lineas
CVX,DVYyZVAQ.

Al trazar las 6 lineas que unen a los cuatro pun-
tos de esta orbita, se obtienen las ternas colinea-
les suficientes (con los centros Xy Y de las refle-
xiones) para ver que Zy Z' estan en la curva de
armonia de A, D, B, C segln la Escena 34. Como
en ambas escenas las curvas estan parametrizadas
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por la linea A V B, queda demostrado que son la
misma curva como queriamos.

Antes de concluir conviene recordar que la prue-
ba, en la Escena 40, de que cada punto Z (0 Z') en
C tenia bien definida una linea tangente z (o Z’),
consistio en aplicar las reflexiones py,y, (0 px x) a
las tangentes cy d en los puntos Cy D respectiva-
mente. Pues el punto clave que vamos a precisar a
continuacion es que la correspondencia entre pun-
tos y lineas dada por la curva C es general. .



4.2.2. Teorema de Polaridad
de Poncelet-von Staudt

Empezamos por definir y discutir el concepto
de polaridad. Luego enunciaremos el Teorema de
Poncelet-von Staudt y veremos como resuelve dos
problemas con los que ya nos hemos enfrentado.

Definicién. Una polaridad en D? es un apareamien-
to entre puntos y lineas que preserva incidencia.
En D3, es un apareamiento entre puntos y planos
que preserva incidencia. Y en D' es un aparea-
miento entre puntos —esto es, una involucion de
D' — que como transformacion esta en Proy(1).

En las geometrias de muchas dimensiones se
tiene la nocion de hiperplano para referirse a los
subespacios mas grandes que no son el total. Asi
que los hiperplanos en dimension 3 son los planos;
en dimension 2 son las lineas, y en una linea son
los propios puntos. De tal forma que en general,
una polaridad es un apareamiento entre puntos e
hiperplanos.

Como en dimension 1 la incidencia entre puntos
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es igualdad, la condicion que se pone al aparea-
miento es de muy distinta indole (pero veremos a
la larga que encaja bien con las demas). Los ejem-
plos que hemos visto son una reflexion armonicay
una polaridad basica en el horizonte (ver pag. 167),
que fue la base para la geometria euclidiana.

Por apareamiento nos referimos a una funcion
biyectiva entre los dos conjuntos involucrados
(puntos e hiperplanos), pero que se usa en las dos
direcciones. Asi, para una polaridad dada, se habla
del polar de un punto o del polo de un hiperplano
y juntos dan una pareja polar; y en D', cuando los
dos conjuntos coinciden, se usa polo o polar indis-
tintamente y se tiene unafuncion entre puntos que
es su propia inversa; que es una involucion.

Finalmente, debemos precisar la condicion de
preservar incidencia. Recordemos que incidencia
es la manera de referirse a “ser elemento de” o
“contener a”, sin una direccion establecida. Asi que,
con una polaridad dada, y en D? para fijar ideas, si
el punto P tiene como polar a la linea p (que pode-
mos denotar P <+ p), y la linea q tiene como polo
alpunto Q (Q <+ q), que se preserve la incidencia



es que se cumple que:

Peq << Qep;
“si un punto y una linea inciden, la polar y el polo
correspondientes también inciden”.

El matematico aleman Karl Georg Christian von
Staudt (1798 - 1867) escribe en varios tomos sus
“Contribuciones a la geometria de lugar™. Se le
considera la obra cumbre de la geometria proyecti-
va sintética. En ella, entre otras cosas, es donde se
define por primera vez a la armonia independiente
de la distancia como aqui lo hemos hecho; y tam-
bién se da una definicion nueva de las curvas coni-
cas usando y estableciendo la nocion de polaridad.
Puesto que nosotros ya definimos curvas armoni-
cas, corresponde presentar a este resultado como
un teorema que las caracteriza. Su demostracion la
haremos en el Capitulo 5. Por lo pronto queremos
enunciarlo y experimentar su gran poder usandolo
como herramienta constructiva, como lo hicimos
con la armonia.

"Beitrage zur Geometrie der Lag
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Teorema (Polaridad de curvas arménicas). Una

curva armonica C induce una polaridad en el

plano, tal que para cualquier pareja polar P < p,

se cumple:
) Pep < PecC.

ii) Si P & p, la reflexion arménica pp , deja in-
variante a C.

El Teorema de Polaridad extiende el aparea-
miento de puntos en una curva armonica con las
lineas en su haz tangente (el Teorema 8, de Dua-
lidad Curvas-Haces, es el inciso (i) del teorema) a
un apareamiento de todos los puntos y lineas del
plano (una polaridad), dandole a la curva armoni-
ca mucha simetria (el inciso (ii)): pues el resto de
las lineas y los puntos se aparean como espejos y
centros que producen simetrias de la curva armo-
nica.

Jean-Victor Poncelet (Francés, 1788 - 1867) es
uno de los matematicos mas influyentes para el re-
nacimiento de la geometria proyectiva en el siglo



XIX. Se atribuyen a él, entre otras muchas cosas, es-
tablecer la relacion de las parejas polares de una
conica con las cuartetas armonicas. El inciso (ii) del
Teorema es una reformulacion de sus resultados
basada en la nocion de reflexion arménica. Asi que
el Teorema de Polaridad, como lo enunciamos, de-
be atribuirse a Poncelet y von Staudt.

Con la polaridad como herramienta constructi-
va, podemos demostrar la equivalencia de las dos
construcciones de curvas armonicas que tenemos.

ESCENA 51. La herramienta “Polaridad” y las dos
construcciones de curvas armonicas.

Primero presentamos la herramienta “Polaridad”.
Empezamos con una curva arménica general, que lla-
maremos C: la herramienta “ArmonicasPts”, hasta arri-
ba a la izquierda de la columna de herramientas de Pro-
Geo3D, produce a la curva armoénica que pasa por 5 pun-
tos (se les sefiala o bien se producen con la herramienta
activa). En su momento, veremos una demostracion de
por qué funciona. Esta es la forma usual de definir cur-
vas conicas en los programas de geometria dinamica.

Cambiamos el color de los 5 puntos control para po-
der ocultarlos en los siguientes pasos; asi que aprove-
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che para moverlos un poco.

La herramienta “Armonia” se extiende para dar la po-
laridad inducida por curvas armonicas segln el Teore-
ma de Polaridad. Con un punto previamente definido,
que llamaremos P, y la herramienta “Armonia” activa:

e Se arrastra una curva armonica hacia un
punto o una linea, para generar la polar o el
polo, respectivamente.

En nuestro caso, al arrastrar (cualquier punto en) C
hacia P se produce la polar de P que llamaremos p



(P <> p)ytambién esta pintada de morado. Pronto usa-
remos la otra posibilidad de arrastrar la curva armonica
a una linea para producir su polo.

Obsérvese, moviendo a P, que hay tres casos:

-Primero, P esta adentro de la curva armonica,
si su linea polar p no toca a C.

-Segundo, P esta afuera de la curva armonica, si
su linea polar p corta a C en dos puntos.

-Y tercero, el paso entre los dos anteriores, cuan-
do P es un punto de la curva, su linea polar p es
tangente a la curva y la toca en ese (nico punto.

Cuando P esta afuera, se pueden definir los dos pun-
tos de interseccion de p con C, digamos que A'y B, con
la herramienta “Interseccion”. Y al construir sus lineas
polares (repetimos, con la herramienta “Armonia” acti-
va, se arrastra cualquier otro punto en la curva a ellos)...
se dibujan las tangentes ay b, en A y B, que pasan por
P(P € ayP € b)pues la incidencia se preserva y
AcpyBenp

Con P adentro —por favor hagalo—y su linea po-
lar p afuera sin tocar a C, se puede repetir el trazo
de circulos de la Escena 44:

Sea X un punto variable en p; llamemos y a su
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linea a P, esto es,y = XV P. Entonces, el polo de
Yy es un punto Y € p pues la polaridad preserva
incidenciay P € y. (Para obtener Y, se arrastré la
curva C a la lineay con “Armonia” activa.)

Para un punto libre C,sea Z = C - py,y,.

Entonces, la curva que dibuja Z al correr X € p
es otra curva armonica Cp ¢, que depende de C,y
de los puntos Py C.

Mantengamos fijo a P. La familia de curvas ar-
monicas, Cp, ¢, que depende de C “surge” de Py



concluye con un “cubrimiento” 2-1 sobre su linea
polar p.Y claramente pasa por C. Alvariar C en C,
se mantiene en su lugar. Esto viene del punto (ii) en
el Teorema, pues se uso a una familia de simetrias
de la curva C para dibujar la imagen de C.

También corresponde a un circulo con centro en
Py que pasa por C segiin la Escena 44. Lo que se
uso ahora como polaridad basica fue la restriccion
a la linea p de la polaridad de C: el polar de un
punto ahi es la interseccion con la linea polar; y
esto dio la pareja polar X <+ Y en p.

Pero ademas, si se lleva el punto P afuera: p
corta a C en dos puntos vy jla construccion sigue
funcionando! De hecho, es justo la construccion-A
de la Escena 50 (cambiando el nombre a P, p por
Q, q)

Se tiene que Y es armonico de X respectoa A y
B, pues la reflexion arménica py,,, deja invariante
alacurvaCyalalineap que pasa porsu centro Y.
Por tanto, intercambia a los puntos A y B; y esto
implica que A, X, B, Y es una cuarteta armonica.

En este caso (P afuera):

e larestriccion de la polaridad a la linea
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P es la reflexion armonica en su intersec-
cion con C; es decir, en A, B.

y se le llama polaridad hiperbolica en la linea p
(pronto hara sentido el nombre).
En el caso anterior (P adentro):

e la polaridad inducida en p no tiene
puntos fijos;
se le llama polaridad euclidiana en la linea, pues

da lugar a la geometria euclidiana como vimos en
la seccion anterior. .



En resumen, lo que diferencia a la construc-
cion de circulos euclidianos (Escena 44) y la
construccion-A (Escena 50) es el tipo de polaridad
en la linea que parametriza a la familia de reflexio-
nes armonicas que se aplican a un punto fijo.

En la siguiente escena queremos hacer énfasis
en algo importante, pero que pasamos muy de
prisa en la escena anterior. Veremos primero una
construccion analoga a la del “cuarto armonico”,
usando la polaridad que induce una curva armo-
nica C.

ESCENA 52. Polaridad y cuartetas armonicas.
Dada una terna de puntos A, B, C en C, con dos
de ellos apareados (A, B de color rojo).

Seaq = AV B;seaQ el polode g,y sea

D=C-pqyq;

que es un punto en C (pues C es invariante bajo
la reflexion arménica pg,q segin (ii) del Teorema
de Polaridad); D es el analogo del cuarto armonico
para una terna colineal. Por las Escenas 50 y 51:

e Lacurvadearmoniade A, C,B,D es

la curva armonica C.
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Podemos definir que una cuarteta ciclicamente
ordenada de puntos en C es armonica si el polo de
una diagonal incide con la otra diagonal.

Y son justo estas cuartetas armonicas las que la
definen como su curva de armonia.

En esta figura, que ya vimos en la Escena 41, to-
dos los elementos nuevos, excepto por el centro
O =(AVB)A(CV D), se obtuvieron por po-
laridad (con la herramienta “Armonia”). Tiene siete
pares polares, y demostramos entonces que sus re-



flexiones armonicas son simetrias de la curva (dan

evidencia de la validez del Teorema de Polaridad).

EJERCICIO 87. Reconstruye el Gltimo paso, para que sélo
se use la herramienta “Punto-Recta” una vez, en vez de
la de “Interseccion”, y todo lo demas con “Armonia”.
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4.3. Geometria hiperbolica

Un problema clasico de la geometria fue tra-
tar de demostrar el postulado de las paralelas; se
creia que era de indole distinta a los otros y que
debia ser un teorema, pues de manera experimen-
tal se comprobaba su validez. Al intentar demos-
trarlo negandolo y buscando alguna contradiccion,
se fue vislumbrando la posibilidad de otras geo-
metrias. Para algunos, esta posibilidad parecia ser
una blasfemia pues negaba la evidencia “fisica”.

Uno de los matematicos que mas influyeron en
acabar de establecer la existencia de las geome-
trias no euclidianas fue el italiano Eugenio Beltra-
mi (1835 — 1900). A él se deben varios modelos de
la geometria hiperbolica cuyo desarrollo en abs-
tracto, se atribuye basicamente al hingaro Janos
Bolyai (1802 - 1860) y el ruso Nikolai Ivanovich Lo-
bachevsky (1792 - 1856).

La idea de un modelo es determinar dentro de
otra geometria —en el caso historico la euclidiana
aceptada portodos—a un subconjunto con las pro-
piedades que hereda de su ambiente. Si se acepta
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al ambiente y dentro de él vive el modelo: se tiene
que aceptar la existencia de lo que se esta mode-
lando. Esta fue la argumentacion. Asi fue que con
ejemplos muy concretos y elegantes, se acabo por
zanjar una discusion sobre la pertinencia o no del
postulado de las paralelas. Pero también se discu-
tia, en el fondo, lo que son las matematicas, su re-
lacion con la realidad y la validez o pertinencia de
la abstraccion.

Un ejemplo de modelo es el que hemos visto de
la geometria euclidiana metida dentro de la pro-
yectiva.

Vamos a presentar a continuacion al llamado
modelo de Beltrami-Klein, pues Felix Klein lo pro-
puso independientemente de Eugenio Beltrami y
casi al mismo tiempo. No vive dentro de la geo-
metria euclidiana clasica sino (como el plano eu-
clidiano en perspectiva) dentro del Plano Desar-
guesiano, por lo cual, también se le conoce como
el modelo proyectivo del Plano Hiperbolico. Y a él
conduce naturalmente el Teorema de Polaridad de
Poncelet-von Staudt junto con el espiritu Kleiniano
de lo que es la geometria.



4.31. Elplanoy el grupo

ESCENA 53. El plano hiperbolico.
Sea C una curva armoénica fija.

Los puntos del plano hiperbdlico, que denotare-
mos H?, son todos los puntos de adentro de C (es
decir, aquellos cuya linea polar no toca a C).

Y las lineas de este plano son la interseccion de
las lineas de D? con H?. Es decir, para cada punto
de afuera, Q, su polar, g, toca a C en dos puntos y
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por tanto, tiene un segmento abierto (sin sus extre-
mos) dentro de H%: ese segmento abierto es una
linea hiperbolica. Conviene controlarla por sus dos
puntos de interseccion con C para que, en princi-
pio, podamos llevarla a cualquier instancia posible.
Pero hay que tener claro que sus puntos extremos
no son parte de la linea hiperbodlica —y los llama-
remos sus puntos limite o al infinito. Usar a estos
puntos y a la linea proyectiva que subyace a una
linea hiperbolica sera crucial para el modelo.

Si consideramos un punto P en H? que no esté
en la linea hiperbdlica ...
se puede trazar todo un segmento cerrado de li-
neas hiperbadlicas por P que no tocan a . Hay dos
especiales que comparten un punto limite con Q:
son sus paralelas. Pero ademas, hay un segmento
abierto de lineas por P que no tocan a g ni a sus
extremos: se dice que son ultraparalelas con (. Se
parametrizan de manera natural por los puntos no
hiperbolicos de g con su punto de interseccion. .

En esto de que la paralela no es inica, de que
el axioma de las paralelas no se cumple, es donde
se establece una gran diferencia con la geometria



euclidiana. Pero veremos que califica tanto como
la euclidiana en los otros aspectos de la geometria
clasica; pues viene equipado con un grupo, como
torta bajo el brazo, por el Teorema de Polaridad.
ESCENA 54. Reflexiones hiperbolicas.

Dada una linea hiperbdlica g, sea Q su polo. La
reflexion hiperbélica en ¢ (o simplemente la refle-
xion en q si el contexto es claro) es la reflexion
armonica

Mg = PQ,q;

dondem, “eta”, es la letra griega que mas se acerca
a nuestra ache de “hiperbolico”. Por el Teorema de
Polaridad, (5.2.3), 4 deja invariante a C,y también
a su interior H?; por tanto, se le puede considerar
como transformacion de ellos.

Hemos anadido un punto libre X y su imagen
bajo la reflexion en q, X" = X - 14, para jugar con
su efecto.

Las lineas hiperbélicas que pasan por Q son las
perpendiculares u ortogonales a ¢; juntas forman
su haz ortogonal y 4 las manda en si mismas in-
tercambiando sus dos rayos (o lados) a partir de

196

su interseccion con el espejo; las “voltea” ahi.

Notese que actuando dentro de HI?,y de C, una
reflexion hiperbolica invierte la orientacion, aun-
que como transformacion de D? decir esto no ten-
ga sentido. .

El grupo de transformaciones hiperbdlicas,
#ip,, es el grupo generado por todas las reflexio-
nes hiperbalicas. Es decir,

Hip, = (Nqlq lineaen H?).



Y el grupo de movimientos hiperboélicos, gf{p;, es
su subgrupo que preserva orientacion, o bien, que
consiste en las palabras de longitud par.

Hay que resaltar que en este grupo de movi-
mientos estan todas las reflexiones armonicas en
pares polares cuyo centro esta adentro (las medias
vueltas); pues, por el Lema del Triangulo de Klein,
se obtienen como la composicion de cualquier par
de reflexiones en lineas perpendiculares en el cen-
tro. Por lo tanto, #ip, se puede reinterpretar co-
mo el subgrupo de Proy, generado por todas las
reflexiones armonicas en pares polares no inciden-
tes.

La tentacion de pensar que el plano hiperbolico
es “chico” porque lo vemos todo de golpe es inco-
rrecta. De hecho, es mucho mas “espacioso” que el
euclidiano en varios sentidos. En particular, cada
cachito cortado por una linea es igual a su comple-
mento: es lo que acabamos de declarar al instaurar
sus grupos de transformaciones; cualquier linea lo
parte por la mitad (ambos lados son equivalentes).
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4.3.2. Homogeneidad y subgrupos

Veremos primero que en el plano hiperbdlico se
tienen ciertas construcciones “clasicas”.

ESCENA 55. Bisectrices, mediatriz y perpendicular
coman.

Consideremos dos lineas hiperbolicas que no
comparten puntos al infinito. Queremos ver que se
puede mandar una en la otra. Aunque haya dos ca-
sos (que se corten o que sean ultraparalelas), su



simetria se parece pues depende basicamente de
sus cuatro puntos limite.

Afirmamos que las lineas polares de los tres pun-
tos diagonales de un cuadrangulo inscrito en C
son precisamente sus lados opuestos.

Para verlo, considérese uno de esos puntos y

una de las dos lineas por él. La linea corta a C
en dos puntos (del cuadrangulo) a los cuales de-
be trasponer la reflexion armonica con ese centro
y su linea polar como espejo, por lo cual...
dicho espejo pasa por el cuarto armonico de ese
punto derivado respecto a los dos de C (es uno
de los seis puntos morados). Esto determina dos
puntos en cada linea polar...
y entonces las polares coinciden con los lados del
triangulo derivado. Dos de ellas son lineas hiper-
bolicas y la tercera es la polar de su punto de in-
terseccion.

Que en el triangulo derivado, cada vértice sea el
polo de su lado opuesto, implica que el grupito de
Klein de este triangulo es subgrupo de #ip,;y los
cuatro puntos de C son una de sus orbitas.

Regresando a las dos lineas hiperbélicas con
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que empezamos: sea O su punto de interseccion.
Tenemos dos casos que considerar.

Cuando O esta adentro (como en la posicion ini-
cial). Este es el caso en que las lineas hiperbalicas
se cortan (su interseccion como lineas proyectivas
cae en H?2). Entonces las dos lineas hiperbolicas
del triangulo derivado son sus bisectrices. Reflejan
alas dos lineas con sus dos posibles orientaciones;
es decir, si se les orienta, una de las dos bisectrices
las refleja preservando orientacion.



Cuando O esta afuera (deslice un punto limite
de las lineas para que cruce a otro) es el caso en
que las dos lineas son ultraparalelas. Entonces, la
linea hiperbolica del triangulo derivado que corta
a ambas es la Gnica perpendicular comin. La otra
es la mediatriz: el espejo que las refleja. Ademas,
el punto del triangulo derivado que cae adentro, es
su punto medio: la media vuelta en él intercambia
las lineas.

Ya se ven aqui diferencias esenciales con la geo-
metria euclidiana. Si bien, en el plano euclidiano
las lineas paralelas también tienen un (nico espe-
jo que las refleja, cualquier media vuelta en uno de
sus puntos las intercambia y cualquier perpendicu-
lar a una lo es de la otra; en el plano hiperbélico
estos son (nicos. Pero a la vez, ya tenemos las he-
rramientas para demostrar que la geometria hiper-
bolica es equivalente a la euclidiana en términos
de como actiia su grupo de movimientos. Antes de
pasar a ello, veamos el caso inestable:

Si dos extremos de las lineas coinciden, las li-
neas son paralelas (por favor, haga lo propio en la
escena). El punto O se vuelve ese punto en su viaje
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entre afuera y adentro. Dos de las lineas del trian-

gulo diagonal se hacen la tangente en O y el otro

lado se vuelve su mediatriz pues las refleja....

es la linea polar de la interseccion de la linea por

los otros dos puntos limites con la tangente. u
Pasemos ahora a demostrar el equivalente del

Teorema 9.

Teorema10. El grupo de movimientos hiperboélicos
es transitivo en rayos.



ESCENA 56. Transitividad en rayos hiperboélicos y
subgrupos distinguidos.

Empezemos con la prueba del Teorema.
Demostracion. Consideremos dos rayos hiperboli-
cos, uno rojo con origen A 'y uno azul con origen B.
Veremos que se puede mandar uno en el otro por
un movimiento hiperbolico como en el caso eucli-
diano.

La mediatriz entre los origenes (que es la media-
triz entre las perpendiculares a la linea por ellos)
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refleja al rayo rojo en uno (rosa) con origen B.

La bisectriz que hace de espejo entre los dos ra-
yos con origen B, completa el trabajo: ...
la composicion de las reflexiones en la mediatrizy
la bisectriz mencionadas, llamémosla o, manda al
rayo rojo en el azuly por estar en %ipj, completa
la demostracion del Teorema. [

Pero la contundencia visual de la escena deja
aln mucho que desear. Sea O la interseccion de
los espejos —si O € H? (como en la posicion ini-
cial), o es una rotacion, y si esta afuera es una tras-
lacion. Para ver con nitidez que o hace lo que debe,
vamos a movernos continuamente en el estabiliza-
dor de O en #ip;, que denotamos #ip; (O) en
la pagina 155, y que es el subgrupo de las tranfor-
maciones de %ipfque dejan fijoa O.

Sean: o la linea polarde O; £ = AV O; x una
linea variable por O controlada por un punto libre
en 0; X € o su polo, y

Ox =Me¢ Mx =MNe " Px,x (4.3)

(escribimos la segunda igualdad pues sera necesa-
ria cuando x no sea linea hiperbdlica). El rayo mo-



rado es la imagen del rojo bajo 0,y se mueve del
rojo al azul cuando x se mueve de { (pues oy es la
identidad) a la mediatriz (cuando o, se vuelve o).

Para analizar los distintos casos que se tienen,
conviene dibujar lacurva ¢’ ={A -0, |x > O}
(verde oscura que pasa por A y por B) y a la familia
de rayos que son imagen del rojo bajo oy.

Si O € H? (adentro como en la posicion inicial),

Hip3 (0) ={ox x>0} C Hips
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es el grupo de rotaciones con centro en O, que
es isomorfo al grupo circular S' (pag. 158). La cur-
va armonica C’ es la drbita de A bajo ese grupo
(C" = A - Fip; (0))y, para la geometria hiper-
bolica, es el circulo con centro en O que pasa por
A. Ademas, se distingue una tercera curva armoni-
ca mas adentro: es el contorno del haz armonico
que es la orbita de las lineas soporte de los rayos.
Anime al punto libre x/\o que controla a x para ver
como gira el rayo morado y pasa por los originales
como debe.

Gire los rayos para llevar O afuera (después ve-
remos el caso limite cuando O esta en la curva).
Entonces, su polar o es una linea hiperbolicay

Jo = {0y | xlinea hiperboblica por O }

eselgrupo detraslaciones de o, pues 0y es la com-
posicion de dos reflexiones en espejos perpendi-
culares a o (que son £y x). Es isomorfo a R y esta
parametrizado por x /A o dentro de H?. Pero no es
todo #ip; (O) que alin tiene sentido pues #ip;
actla en todo D?. La érbita A - 7, es un lado de o
(en el cual esta A) de la curva arménica C’.



En la figura aparece mas pues x /\ 0 corre por
todo 0. Cuando la linea x esta afuera (su polo X
esta en H?), se tiene que oy, = M - Px,x (que
asi se definid en (4.3)) invierte orientacion pues es
composicion de la reflexion hiperbolica ¢ con la
media vuelta en X € H? (es un paso en o); se

dibuja entonces el cachete de C’ que no tiene a A.

Y tampoco a B: intente mover los datos para que
A'y B queden en distintos lados de la linea 0. {No
se puede! pues o es una traslacion.
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Si dibujamos la familia de rayos que se obtienen
al aplicar las medias vueltas px « al rayo rojo, tam-
bién se obtiene el otro lado de C’ aplicando a A
elementos de gfipzr, pero los rayos van en distinta
direccion.

Los movimientos hiperbolicos que mandan a la
linea o en si misma (que también podemos lla-
mar el estabilizador de o en #ip;, y denotar
Fip; (o) = Hip; (0)) son isomorfos a Jso(R);
esto se puede escribir

Hips (0) = Jso(R).

Puesto que o parte a H? en dos pedazos, las tras-
laciones son las que los dejan (como lados) en su
lugary preservan la orientacion de o, mientras que
los medios giros intercambian los lados e invierten
la orientacion de o. Habiamos visto que topologi-
camente Jso(IR) es dos copias ajenas de la linea
real R; en la orbita de A se expresan como los dos
lados de C’ (sin sus dos puntos en C en los que
comparten tangentes). Esta curva es la equidistan-
te de la linea hiperbdlica o, pues cuando se define
la distancia en H? para que #(ip; seasu grupo de



isometrias (que se puede, aunque no lo haremos)
son los puntos a la misma distancia de o que A. .

Esto describe tres tipos de subgrupos unidimen-
sionales de #ip; . Los de rotaciones, isomorfos a
S', que fijan a un punto interior y sus 6rbitas son
los circulos hiperbolicos; los de traslaciones, que
dentro del plano hiperbdlico mueven rigidamen-
te a una linea en si misma preservando su orien-
tacion y, anadiéndole las medias vueltas en sus
puntos, se obtiene el estabilizador de la linea. Es-
tos dos altimos son isomorfos a Js0™ (R) = R e
Js0(R) respectivamente.

Nos falta describir otro tipo de subgrupo de
Fip5 :los que dejanfijo a un punto de C. Conviene
verlos en una construccion aparte pues como son
inestables o de transicion, cualquier movimiento
lo cambia de manera escencial, brincaria a alguno
de los anteriores.

ESCENA 57. Traslaciones horociclicas.

Supongamos que O cae en C (en un punto limite
de H?). Las lineas x que pasan por O se parame-
trizan por su polo X en la tangente o a C en O.
Sea 0y =T - Ty, donde { = AV Oy A € H?.
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Entonces el estabilizador de O en #ip; es
Hipi(0) ={ox|X €0, X#0].

Hemos dibujado a un rayo rojo con origen A 'y a su
imagen bajo 0y (morado)...

A las transformaciones, 0 se les conoce como
traslaciones horociclicas y la érbita A - #ip; (O)
se le llama horociclo. Aunque en abstracto sean
también isomorfos a los niimeros reales con la su-
ma, estos grupos actlian de distinta manera que



los de traslaciones. Esto se ve muy nitido por su
accion en la curva armonica C: ahi las traslaciones
horociclicas tienen un punto fijo O, y su otra orbita
estodo C \ {O}, mientras que los grupos de trasla-
ciones actlan con dos puntos fijos en C y los dos
segmentos en que estos parten a C son dos orbi-
tas distintas.

Por Gltimo, es interesante observar de la figuray
moviendo al rayo, que los horociclos son curvas ar-
monicas “doblemente tangentes” a C, no solo son
tangentes sino que tienen ahi la misma “curvatu-
ra”, se pegan muy rapido (en la escena anterior
se ve que cuando O tiende a C desde afuera, que
dos puntos que compartian tangentes se colapsan
en uno). Pero precisar esto nos rebasa, entra en el
campo de la geometria diferencial. .
EJERCICIO 88. Repite la escena anterior, pero con O libre;
es decir, no en la curva C. La curva que traza A al mo-
verse X, es el circulo con centro en O y que pasa por A
cuando O € H?; y cuando esta afuera es la equidistan-
te de su linea polar o, que pasa por A.

EJERCICIO 89. Describe las curvas equidistantes euclidia-
nas a una linea. Son muy distintas a las hiperbolicas.
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EJERCICIO 90. Describe las cuatro componentes de
Fip,(0O)y argumenta por qué se puede decir que se
comportan como un grupo de Klein.

EJERCICIO 91. Describe la rbita de un punto A € H? de
las cuatro componentes de #ip,(O).

EJERCICIO 92. Describe #ip,(O) cuando O € H?y
cuando O € C.



4.3.3. Movimientos hiperbolicos

Hemos descrito teoricamente el grupo de movi-
mientos hiperbolicos. Cerraremos el ciclo presen-
tando a este grupo en una escena analoga a la de
movimientos euclidianos rigidos en prerspectiva
(Escena 33) que motivo el desarrollo de la teoria.
ESCENA 58. Movimientos hiperbolicos.

Con una curva armonica C dada, tenemos dos con-
troles: uno es un punto O en el plano hiperbalico,
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y el otro, que se mueve en un circulo, da una direc-
cion que se pasa como paralela euclidianaa O (la
linea roja). De esta manera, el control de la direc-
cion de la linea se puede animar para ver rotacio-
nes. Notese que son los controles analogos a los
de la Escena 33.

Se traza la ortogonal a la linea roja que pasa por
O (pintada de azul) y...
sus dos bisectrices. Esto nos da los cuatro espejos
de un grupo diédrico D4 centrado en O; es decir
las lineas estan en angulos de 7 0 45°.

El resto de la construccion consiste en trazar
los segmentos, o lineas hiperbolicas, del octagono
que determinan sus puntos limite en C.

Juegue con los movimientos hiperbolicos y su
extension a todo el Plano Desarguesiano.

En este paso se muestran Gnicamente los trazos
dentro del Plano Hiperbodlico, para apreciar la ac-
cion en él. También resulta interesante mover a la
curva armonica; para lo cual, hemos activado sus
cinco puntos de control.

Hay quien ve tridimensionalidad cuando se
mueve esta figura. Se debe a que interpretamos



tres dimensiones a partir de movimientos proyec-
tivos de una figura plana. Asi que al percibirlos,
nuestro cerebro intuye que debe haber tridimen-
sionalidad, pero no acaba de decidir bien a qué
cuerpo solido corresponden, y entonces solo da
una sensacion sin acabar de concluir con precision
qué produce esta imagen en movimiento. En fin, en
éste modelo de Beltrami-Klein de la geometria hi-
perbolica, sus movimientos resultan ser cercanos
a, o compatibles con, nuestro aparato perceptivo.
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En cierta forma, nos resultan “organicos” o “natu-
rales”.
EJERCICIO 93. Construye una escena para ver experimen-
talmente que los angulos de los cuadrados hiperbdlicos
son menores que uno recto (que 5 0 90°) y que dismi-
nuyen con su tamafo. a) Empieza con dos puntos: O
que sera su centro y A que sera uno de sus vértices. b)
Traza la ortogonala A V O en Oy las bisectrices a es-
tas dos lineas. ¢) La orbita de A bajo el grupo diédrico
D4 que generan las cuatro reflexiones es un cuadrado
hiperbdlico regular. d) Refléjalo en los dos lados de A;
eso da otros dos cuadrados con vértice en A. e) Reflé-
jalos de nuevo en su arista por A. d) Tomale una foto
a los cinco cuadrados con angulo ZT” Aunque parezcan
abarcar mucho espacio de H? apenas son el principio
de un mosaico regular que cubre todo.




4.3.4. Dos teoremas acerca de Proy;

Antes de describir la tercera geometria plana,
vamos a ver dos teoremas clasicos que ya tenemos
al alcance de la mano.

El primero, relaciona a dos de los grupos que
hemos definido.

Teorema 11. La accion del grupo hiperbolico en la
curva armonica limite de H? es equivalente a las
proyectividades de la linea proyectiva D'. En tér-
minos de grupos,

Hip, = Proy, .

Demostracion. La prueba consiste en dar una bi-
yeccion explicita de la curva armoénica, C, con una
linea proyectiva, de tal manera que las transforma-
ciones en ambos grupos se correpondan.

ESCENA 59. Correspondencia tangencial.

Dado un punto P en la curva armonica C, vamos a
dar una correspondencia biyectiva (o apareamien-
to) entre sus puntos y los de p: la linea tangente a
C en P (o bien, la polar de P).
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Primero, a P € C le corresponde P € p.Y en
general, dado un punto X € C distinto de P, sea
X su linea polary sea

X =pAxenp.

De tal manera que la polarde X' esx’ = PV X.
Esto es claramente un apareamiento, que llama-

remos la correspondencia tangencial de C con su

linea tangente p. .
Ahora, veremos que los generadores de los gru-



pos se corresponden.
ESCENA 60. Cuartetas armonicas van en cuartetas
armonicas.

Un generador de #ip, es la reflexion hiperboli-
ca 1¢, donde £ es una linea hiperbolica, es decir,
{ =AYV BconA,B € C puntos distintos. Quere-
mos demostrar que 1 corresponde a la reflexion
armonica par, g’ en p; donde, siguiendo a la esce-
na anterior, denotamos con prima a la imagen de
un punto bajo la correspondencia tangencial.
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Dado X € C, sea
Y:XT]e

Puesto que A, X, B, Y es una cuartetaarmonica en
C, su curva de armonia es la misma C (Escena 52).
Entonces, sus cuatro tangentes tienen como haz de
armonia al haz tangente de C (Escena 40). Como p
es una de sus lineas, por la definicion de haz de
armonia (pag. 133), p las corta en una cuarteta ar-
monica A’, X/, B’, Y'. Es decir,

Y =X " pap.

Puesto que X € C es arbitrario, esto demuestra
que la transformacion 1y de C corresponde bajo
la correspondencia tangencial a la transformacion
pa/,B’ de p. Alvariar A, B tenemos que los gene-
radores de los grupos coinciden como funciones
al identificar los conjuntos base. Por tanto, los gru-
pos son isomorfos (en abstracto, son el mismo).[]

El segundo teorema es la version unidimensio-
nal del Principio de 4 en 4, que describimos al prin-
cipio del Capitulo 3y que, por lo que acabamos de
probar, podemos ver en una nueva perspectiva.



Teorema 12 (3 en 3). Dadas dos ternas de puntos
en una linea, existe una proyectividad que manda
una en la otra.

Demostracion. Podemos pensar a la linea proyec-
tiva como la curva armonica C, limite del plano hi-
perbodlico. La idea sera usar la transitividad en ra-
yos hiperbadlicos (Teorema 10) par lo cual, hay que
relacionar ternas en C con rayos en H?2.

ESCENA 61. Triangulos ideales a rayos.

Dada una terna de puntos A, B, C en C, se le
llama triangulo ideal a las lineas hiperbolicas que
definen y que son dos a dos paralelas.

Los tres puntos tienen sus lineas tangentes y va-
le la pena hacer un paréntesis para observar que:
e Tres puntos de C forman una configuracion de
Ceva en el triangulo de sus lineas tangentes.

Para verlo, consideremos la linea £ de A al vér-
tice opuesto en el triangulo de tangentes. Su refle-
xion hiperbolica asociada, ¢, transponea By Cy
a sus tangentes. Por tanto, intercambia las lineas
de By C asurespectivo vértice opuesto en el trian-
gulo tangente. Pero una linea y su imagen bajo una
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reflexion armonica concurren con el espejo.

El punto de Ceva, O, es el centro de simetria del
triangulo ideal, y sus tres alturas (ortogonales a los
lados que cruzan) lo reflejan en si mismo. El punto
O es el punto de H? que ve a los tres vértices del
triangulo ideal en angulos iguales de 23—", o 120°.

Puesto que la terna tiene un orden implicito, po-
demos escoger su primer punto y asociarle el rayo
que determina su altura, es decir, de Ha A, donde
H=1{¢/A (BV C), que llamamos su rayo-altura. .



ESCENA 62. De rayos a triangulos ideales.

Y al vevés, si tenemos un rayo hiperbolico de
HcH?aA€C:..
consideramos la linea soporte (A V H) y...
su linea hiperbolica ortogonal en H determina el
lado opuesto a A de un triangulo ideal, con los vér-
tices distintos de A sin ordenar. .

La demostracion del Teorema 12 ya esta a la

mano. Dadas dos ternas A, B, Cy A’; B, C' en C.
Por el Teorema 10, hay una transformacion o de
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c’}’&'pzr que manda al rayo-altura de la primera en
el de la segunda. Por tanto, manda A en A’y a la
linea hiperbadlica por By C en la linea hiperbodlica
por B’y C'.

Si o manda B aB’,y Ca(C’,yaacabamos. Si no,
los manda al revés (B a C’ y C a B’); entonces, al
componer o con la reflexion en la altura por A’ se
logra lo que queriamos. En este caso, se invierte la
orientacion y en el primero, se preserva. [l

EJERCICIO 94. Una configuracion de Ceva se determina
por un triangulo y su punto de Ceva en el interior. Con
estos datos iniciales, construye a la curva armonica que
tiene a los lados como tangentes con sus puntos de con-
tacto en los de la configuracion. Demuestra que la linea
de Menelao armonica de la configuracion de Ceva es la
polar (respecto a la curva arménica) del punto de Ceva.




4.3.5. Launicidad y sus implicaciones

Teoremas de existencia como el anterior
(Teo. 12) o el de transitividad en rayos (Teo. 10)
que fue la base de su demostracion, incitan a
preguntarse la unicidad de aquello que se exhibio,
pues es comin que se enuncien juntos como
“teoremas de existencia y unicidad”. Pero aqui
postergamos la unicidad pues su demostracion
es de una indole enteramente diferente a la
existencia que probamos. De hecho, la unicidad se
acerca a ser axiomay en algunos libros, como el de
H.S.M. Coxeter [4] que ha sido muy influyente, se
le considera como tal. En la Parte Ill abundaremos
en esto.

Supongamos que no se cumple la unicidad del
Teorema de 3 en 3 (Teo. 12). Entonces tendria-
mos dos transformaciones hiperbodlicas distintas
01,02 € #ip, que mandan una terna de C en
otra. Esto implica que o7 - 02’] fija a unaterna de
puntos pero no es la identidad. Asi que la unicidad
en el Teorema de 3 en 3 (Teo. 12) se sigue de:
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Proposicion 1 (Unicidad 3-3). La dnica proyectivi-
dad de D' que fija tres puntos es la identidad.

Lo hemos llamado Proposicion y no Teorema,
pues la argumentacion que daremos, aunque es in-
tuitivamente clara, pierde formalidad pues depen-
de de hechos ajenos al contenido del libro.
ESCENA 63. Red armonica (demostracion).

Otra vez, gracias al Teorema 11, podemos pensar a
la linea proyectiva, D', como la curva C de puntos
limite de H? y verla toda de golpe. Supongamos



que 0 € #ip, deja en su lugar a tres puntos de
C, queremos probar que entonces es la identidad.

Puesto que o preserva armonia, ...
se tiene que el cuarto armonico de cualquiera de
los tres puntos respecto a los otros dos (su refle-
xion hiperbolica respecto al lado opuesto del trian-
gulo ideal) también se queda fijo bajo o.

Esto nos da seis puntos fijos de o, y el mismo
argumento...
implica que los reflejados en los seis lados del he-
xagono ordenado de puntos fijos, también son pun-
tos fijos de 0; y ya llevamos 30.

A estos los podemos reflejar en cualquier pareja
de ellos, ...
por ejemplo, de nuevo en uno de los lados del he-
xagonoy da 24 puntos mas. Y asi al seguir iterando
este proceso se siguen produciendoy reproducien-
do nuevos puntos fijos de o.

Al conjunto de puntos que se obtienen a partir
de los tres primeros por una serie de reflexiones
armonicas en parejas de ellos y aplicadas a otro
ya obtenido asi, se le llama la red armonica de la
terna original.
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Lo que hemos visto es que si 0 fija a una terna,
entonces fija a toda su red armonica; se comporta
como la identidad en ella.

Para deducir de esto que o es la identidad se ne-
cesitan dos cosas: que la red armonica sea densay
que 0 sea continua. Ambos conceptos topologicos.

Que lared armonica es densa se sigue de que no
tiene huecos: dos puntos en ella tienen “lo mismo”
de los dos lados pues la reflexion en el par inter-
cambia sus lados (la red armoénica es invariante ba-



jo reflexiones en parejas). Y la continuidad se sigue
de que los generadores del grupo son continuos. .

Esta seria la demostracion y debe ser claro aho-
ra que es de otra indole. Necesitariamos ahondar
en nociones topologicas (qué es un conjunto den-
so y qué es la continuidad), y a mediados del si-
glo XIX apenas se estaban precisando estas cues-
tiones. La intuicion nos dice que la prueba es va-
lida, pero hacerlo con formalidad matematica es
muy diferente. Por el momento (aunque sea cierto
en el Espacio Desarguesiano que hereda la topo-
logia local y la nocion de continuidad del Espacio
Euclidiano), lo podemos tomar como Postulado y
no haremos uso formal de él fuera de este capi-
tulo. Lo volveremos a discutir en la Parte Il junto
con otros enunciados equivalentes. Por el momen-
to, queremos senalar algunas de sus implicaciones
cercanas a lo que ya hemos hecho:

Con la composicion de tres reflexiones o me-
nos, se obtiene cualquier elemento de #ip, (y de
Proy,), pues con tres ya logramos mandar a una
terna en cualquier otra. Asi que las proyectividades
de D' son de los siguientes tipos: tres que preser-
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van orientacion: rotaciones (sin puntos fijos), tras-
laciones horociclicas (con un solo punto fijo) y tras-
laciones (fijan dos puntos) que se obtienen como
composicion de dos reflexiones; y las que invier-
ten orientacion son las reflexiones y los pasos (am-
bas con dos puntos fijos) y estas ltimas se obtie-
nen como reflexion en una linea seguida de dos
reflexiones en lineas perpendiculares. De esta lis-
ta, para la geometria euclidiana plana solamente
hay que eliminar a las traslaciones horociclicas.



4.4.. Geometria esférica

La geometria euclidiana clasica en dimension 3
esta asociada con una geometria rigida en el Plano
Desarguesiano, D?, pensado como el plano al infi-
nito en ID3. Esta es la tercera geometria rigida pla-
na, que, a su vez, esta naturalmente asociada con
la geometria clasica de la esfera; esa que llevo a
los griegos a considerarla como la forma perfecta.

Polaridades euclidianas en el
Plano Desarguesiano

4.4,

En § 414, a partir de una polaridad en una linea
horizonte, dedujimos la geometria euclidiana vista
en perspectiva; en particular, se obtuvo una nocion
de perpendicularidad. Y también funciona al revés:
si tenemos una nocion de perpendicularidad en un
plano afin, se obtiene una polaridad en su horizon-
te (la que aparea los puntos de fuga de direcciones
perpendiculares). Veremos a continuacion que es-
te hecho se generaliza bien a la tercera dimension.
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ESCENA 64. Polaridad euclidiana en D?.
Consideremos un plano, A, dentro del Espacio
Desarguesiano y un punto O fuera de él.

Dado un punto A en el plano A, definimos su
linea polar en A, que denotamos a, como la inter-
seccion con A del plano ortogonal a lalinea OV A
en el punto O.

Esta asignacion de puntos a lineas en A es una
biyeccion. Efectivamente, una linea en A genera un
plano con Oy la linea ortogonal a ese plano en O



cortaa A en el polo correspondiente. Ademas:

e ningln punto incide en su linea polar.
A una polaridad que cumple esta propiedad se le
llama euclidiana. En contraste con las asociadas a
curvas armonicas en las que existen puntos inci-
dentes con su polar y que se llaman polaridades
hiperbolicas por la geometria asociada a ellas.

El nombre de “polaridad” que ya hemos usado
bastante, viene del hecho de que si se considera
una esfera alrededor de O y la “cubierta” 2-1sobre
A (que vimos en § 2.3.2), la polaridad se levanta al
apareamiento entre “ecuadores” (que parten la es-
fera por mitad y son las lineas esféricas) con sus
“polos” que son la pareja antipoda mas lejana po-
sible al ecuador (los polos norte y sur del ecuador
en la tierra son los que propician el término).

Si tomamos otro punto B € Ay llamamos b a
su linea polar (ambos de color rojo), entonces la
interseccion C = a /A b € Atiene como polar a...
lalinea c = AV B, pues la correspondencia pre-
serva incidencia (es una polaridad) ya que la he-
mos definido usando la ortogonalidad euclidiana
de lineas y planos.
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Si se lleva el punto B a la linea a (o bien, A a
b) se obtiene lo que llamaremos una terna ortogo-
nal: un triangulo ABC en el que los vértices son
polos de sus lados opuestos, pues se dice que dos
lineas son ortogonales si el polo de una esta en la
otra. En la esfera alrededor de O, se ven los ocho
“ortantes” en que tres planos mutuamente ortogo-
nales la cortan.

Obsérvese que la polaridad en A depende de la
posicion de O. .



Si tomamos como A al plano al infinito en D3,
al que denotaremos D?, obtenemos una polaridad
en D? que ya no depende del punto O. Y se tiene
que la polaridad en cualquier otro plano A segin
la escena anterior es su proyeccion desde O.

Tener esa polaridad en el plano ideal D? es equi-
valente a poder trazar lineas (planos) perpendicu-
lares a planos (respectivamente, lineas) en E3, que
fue lo que hicimos en la escena anterior. Y esta po-
laridad da lugar a dos grupos:

Primero, &ucs es el grupo de transformaciones
de D3 (y que actia en E3) generado por las refle-
xiones armonicas con espejo en un plano de E3 y
centro en el punto ideal (en D?) que es polo de
su linea al infinito (la direccion de sus lineas per-
pendiculares). Como vimos en § 3.4, ésta es la re-
flexion euclidiana en ese plano (la version abstrac-
ta de lo que hacen los espejos en el mundo real);
una isometria para la distancia clasica que invierte
orientacion. Actuando en E3 = D3 \ D?,

e &ucs esel grupo que define a la Klein
la geometria euclidiana tridimensional.
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El subgrupo de los movimientos euclidianos,
(%’uc;, consta de las transformaciones que preser-
van orientacion (las palabras pares). Al componer
dos reflexiones se obtienen traslaciones (cuando
los espejos son paralelos) y rotaciones a lo largo
de un eje que es la linea de interseccion de los
dos espejos (no paralelos). Sin embargo, aparece
un nuevo tipo de movimientos, los tornillos; pero
no ahondaremos en ello (ver Ejercicios 95y 96).

Segundo y el que mas nos interesa es el grupo
esférico, 41, de transformaciones de D? genera-
do por las reflexiones armonicas en pares polares.
Es decir, si denotamos por X <> x (mayusculas y
mindsculas) a una polaridad euclidiana fija, se tie-
ne el grupo

Esf, = (px,x | X € D? ) (4.4)

en el que cada linea x en D? es espejo de una re-
flexion generadora, que, abusando de la notacion,
denotaremos p, = Px,x suponiendo que se tiene
una polaridad euclidiana fija en el contexto.

Este grupo actuando en D? da lugar a la tercera
geometria rigida plana, que se conoce como geo-



metria eliptica o esferica (quedara claro el porqué
del nombre después). Sus lineas son las de D? y no
cumple con el quinto postulado: como cualquier
par de lineas se corta, simplemente no hay lineas
paralelas. Asi que dado un par no incidente punto-
linea: en la geometria hiperbodlica hay muchas li-
neas por el punto que no tocan a la linea, en la
euclidiana hay una Gnicay aqui en la esférica, sim-
plemente no las hay.

4.4.2. El plano proyectivo rigido

Queremos ver tres cosas: que en D? se puede
definir una polaridad euclidiana de manera intrin-
seca (sin salirse a E3); que la métrica que surge del
grupo corresponde a saber medir angulos, y que,
tanto como espacio topologico como por nuestra
experiencia cotidiana, ya conocemos al grupo.
ESCENA 65. Las rotaciones son traslaciones.

Para construir una polaridad euclidiana, partimos
de untriangulo ABC que sera una terna ortogonal.
Y se necesita algo mas de informacion: ...
un cuarto punto, D, en posicion general con los an-
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teriores. Este determina una configuracion de Ce-
va en el triangulo, cuya linea de Menelao, d, sera
la polar de D. Las dos cuartetas armonicas que se
usaron paratrazar a d, determinan polaridades eu-
clidianas en las lineas roja y azul como en la Esce-
na 42, y con ellas se extiende la polaridad a todo
el plano.

Dado un punto libre P, para construir su linea
polar, p, consideramos sus proyecciones (desde el
vértice opuesto) a las lineas roja y azul; a ellos,...



les aplicamos la polaridad en la linea (composicion
de dos reflexiones armonicas) y, finalmente, traza-
mos la linea por estos puntos: esa debe ser p.

La propiedad en que se baso esta construccion
es que una polaridad euclidiana se restringe a po-
laridades euclidianas en todas las lineas; y acaba-
mos de ver que con dos de esas polaridades eucli-
dianas lineales definidas, se determina todo.

Verifique que esta polaridad hace lo que preten-
diamos, paseando a P cerca de la cuarteta original.
Y que, aunque ciertamente depende de esa cuarte-
ta de puntos, nunca pierde su escencia; siempre es
una polaridad euclidiana en la que la polar “le hu-
ye” al polo, no hay manera de lograr que incidan.

Recordemos que la polaridad determina (como
en las otras dos geometrias) una nocion de perpen-
dicularidad: dos lineas son perpendiculares u orto-
gonales si el polo de una incide en la otra.

Consideremos ahora una linea variable x que pa-
sa por P. Para encontrar su polo, X: tomamos su
interseccion con una de las lineas en las que cono-
cemos la polaridad (la roja, c); se le aplica ésta, y
la linea al punto basico rojo (C, polo de c¢) corta a
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penX.

Para visualizar las rotaciones en &4f, alrededor
de P, debemos tomar una linea fija por P; conviene
{ =PV C, pues tanto ella como su polo L ya son
parte de la construccion. Para cualquier linea x que
incide en P, sea

Ox = Pe¢ - Px,
de tal manera que el grupo de rotaciones en P es

Rp ={o0y,|x>P}. (4.5)



Consideremos ahora a un punto libre Y, a su ima-
genbajoo, (Z =Y -0)yalaorbitadeY bajoel
grupo Rp (Y - Rp ): como en las otras dos geome-
trias, ésta curva armonica es el circulo con centro
en P que pasa por Y.

El primer hecho que queremos remarcar es que:

e las rotaciones en P son las traslacio-
nes en su linea polar p.

Pues la composicion de dos reflexiones (armoni-
cas) ciertamente deja fijo al punto de interseccion
de los espejos, pero también manda a la linea por
sus centros en ella misma y se comporta como la
reflexion en dos de sus lineas perpendiculares. (EL
haz de lineas perpendiculares a una linea dada es
el haz de lineas concurrentes en su polo).

En la escena se puede ver que p es una de las
orbitas de Rp; al mover Y hacia p: los circulos cu-
bren 2-1 a la linea y se le aproximan por ambos
lados.

Como las rotaciones en un punto son al mismo
tiempo traslaciones de su linea polar, resulta natu-
ral medir distancias en la linea p como se miden
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angulos entre lineas por un punto, relacionados a
los grupos que generan sus parejas de reflexiones
como en la Escena 46. Asi,

e la distancia entre dos puntos de p es el
angulo entre sus lineas perpendiculares

(que concurren en su polo P).

Para facilitar la medicion experimental de angu-
los y distancias, hemos anadido tres lados a la tra-
yectoria centrada en Y de sus imagenes bajo el gru-
po que genera Oy.



Cuando x es perpendicular a { (mueve la linea x
para que incida en L), el angulo entre x y { es 7;
las reflexiones py y p¢ conmutan y su composicion
(por el Lema del Triangulo de Klein) es la reflexion
en p. En este caso, la distancia de L a X es 7 (co-
mo el angulo entre x y {) y la rotacion o, es una
rotacion de 7t (es decir, media vuelta) en P; pero
restringida a p es su identidad. Si x partio de { y
continuamente se mueve a su posicion actual (que
incide en L) la linea p se traslada (bajo o) den-
tro de si misma hasta completar una vuelta entera
(regresa a su lugar) pero sus dos lados se han in-
tercambiado, pues “su vecindad es una banda de
Moébius”. Asi que

e [a longitud de la linea p es T,

pues las rotaciones son del doble del angulo entre
los espejos que la producen. Y si se mueve X un
poco mas, 0 es un paso (una reflexion en p se-
guida de una traslacion en p); o mejor dicho, esta
seria una descripcion de o, pues no hay manera
de diferenciar entre traslaciones y pasos (de nue-
vo porque las lineas no tienen dos lados, es uno
sélo y es lo que hace que D? sea no orientable).
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Localmente la linea p tiene dos lados pero glo-
balmente so6lo uno. Rotaciones, traslaciones y pa-
sos son lo mismo. .

En resumen, todas las transformaciones de §4f ,
son rotaciones. De lo cual vamos a deducir:

Proposicion 2. £sf, es isomorfo al grupo de movi-
mientos rigidos de la esfera y ademas, como espa-
cio topolégico, es homeomorfo a D3.

Demostracion. Consideremos a ID? como el plano



ideal en D3 (o al infinito de E%) y a 47, como el
grupo de transformaciones de D? que surge de la
ortogonalidad clasica en E3 y define la polaridad

euclidiana estandar en D% (como en la Escena 64).

Sea O € E3 un punto que jugara el papel de
origen y sea S? una esfera centrada en O.

Primero, vamos a extender a todo D3 la accion
de 41, (que tiene como espacio base a D?).

Dado un generador px x de &sf,, ver (4.4), sea

px : D> — D’

la media vuelta en el eje O \V X. Es decir, px es
la rotacion de 7t en la linea que pasa por O con la
direccion que define X € D?. Claramente, en D?
se tiene que px Y Px,x = Px coinciden, es decir,

Pxp2 = Px,x -

A cada generador de E4f, le hemos asignado
un elemento de &uc3 (el grupo de movimientos
euclidianos de [E3, ver pag. 216). Esta asignacion
se extiende a un homomorfimsmo de grupos

Esf, C Eucy
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que de hecho es un isomorfismo con (‘Sac;(O), el
estabilizador de O en gac;; que, a su vez, se pue-
de pensar como el grupo de movimientos rigidos
(i.e., de isometrias que preservan orientacion) de
la esfera S2. En particular, hemos descrito a este
grupo como el generado por las medias vueltas al-
rededor de todos los puntos de S? (y hay que ob-
servar que en los puntos antipodas, éstas medias
vueltas son la misma transformacion).

Por altimo, pensando a 84f, como espacio topo-
logico, debemos asignarle a cada transformacion
en 8sf,, un punto en D de manera continua y bi-
yectiva:

Primero: a cada generador px  de &4f,, le asig-
namos el punto X € ID?. Segundo: a la identidad
idp: le asignamos el origen O; y tercero, veremos
a continuacion como identificar a las rotaciones
con centro en X € D? con los puntos de la linea
proyectiva O V X que es el eje de px.

Las rotaciones con centro en X € D?, que ha-
biamos denotado Rx en (4.5), forman un subgrupo
de &sf, que tiene a la identidad, id3 como punto
distinguido. Ademas también tiene a la media vuel-



ta en X, px,x, cOMo su Gnico elemento de orden 2
(involucion)y tiene exactamente dos elementos de
orden 4 (dos rotaciones rectas, o de 7) que juntos
forman un C4 (grupo ciclico de orden 4) en Rx.

Es natural parametrizar a Rx por los puntos de
un circulo centrado en X (ver Paso 8 de la Esce-
na 65, pag. 219); que es una curva armonica, y que
a su vez, por la correspondencia tangencial (Esce-
na 59 usada en el Teorema 11), se puede identificar
naturalmente con una linea proyectiva D' de tal
manera que los cuatro elementos de C4 C Rx
forman una cuarteta armonica.

Por otro lado, la linea O \V X corta a S? en dos
puntos, Yy Z digamos, que son armonicos respec-
toa Oy X, pues son puntos antipodas en la esfera.

Usando al Teorema 12 (de 3 en 3) no es dificil
ver que entonces hay exactamente dos maneras
de identificar proyectivamente a Rx con la linea
O V X de tal manera que las rotaciones rectas (o
de angulo 7) se asignen a los puntos Y'y Z de S?
(y por supuesto, como ya habiamos quedado, idp:
a Oy pxx a X). Falta escoger una de estas dos
asignaciones, para lo cual debemos fijar una orien-
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tacion de S? y entonces sera mas facil dar la asig-
nacion al revés (de O V X a Rx).

Llamemos orientacion positiva a aquella direc-
cion de giro tal que al poner la palma de la mano
derecha sobre un punto de una superficie, se gira
con la intencion de llevar los cuatro dedos hacia el
pulgar —con la mano izquierda la orientacion posi-
tiva lleva al pulgar hacia los dedos, ponga ambas
manos en una mesa y vealo: es contra las maneci-
llas del reloj.

La asignacion entre lineas proyectivas que esco-
gemos de O V X a Rx es la que hace correspon-
deralpunto Y € (O V X) N'S?: la rotacién recta
(de angulo 5 o “90 grados”) en su orientacion posi-
tiva coneje OV X = OVY.Si escogieramos Z en
vez de Y, la rotacion seria justo la inversa —junte
las palmas de las manos y girelas positivamente—
y por lo tanto nuestra regla de asignacion es cohe-
rente y continua (pues S? es orientable). O

EJERCICIO 95. Demuestra que dos generadores de &ucy
conmutan si y solo si sus espejos son planos perpendi-
culares.



EJERCICIO 96. Se llama tornillo a una transformacion de
[E3 que se obtiene como una rotacion seguida de una
traslacion en su eje. Describe un tornillo como compo-
sicion de cuatro generadores de &uc3. Demuestra que
se puede expresar como una traslacion seguida de una
reflexion.

EJERCICIO 97. Una reflexion rotatoria es la transforma-
cion de E3 que se obtiene como una rotacion seguida
de una reflexion en un plano ortogonal al eje (invier-
te orientacion). Describe una reflexidon rotatoria como
composicion de tres generadores de &ucz. Demuestra
que se puede expresar como una reflexion seguida de
una rotacion

EJERCICIO 98. ;Cual es la distancia maxima entre dos
puntos de D??

EJERCICIO 99. Dado un punto P en la esfera S?, descri-
be a la rotacién en P de un angulo o (medido con la
orientacion positiva) como composicion de dos medias
vueltas en puntos de S2.
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Capitulo 5

Superficies regladas y polaridad

El Teorema de Polaridad de Poncelet-von Staudt
(5.2.3) confiere a las curvas de armonia una rica si-
metria de la cual deriva un gran poder teodrico. Pa-
ra demostrarlo formalmente —mas alla de exhibir
evidencias experimentales— vamos a retornar a la
tercera dimension y estudiar ahi a las lineas.

51. Superficies regladas

En un plano Desarguesiano cualquier par de li-
neas se corta. Pero en el Espacio Desarguesiano,
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ya con tres dimensiones, que dos rectas se corten
es algo muy raro y especial, una coincidencia que
equivale a que sean coplanares (PI:(1—1), pag. 62).
El caso genérico es que estén en posicion general,
esto es, que no se toquen. Y diremos que un con-
junto de lineas en D3 esta en posicion general si
dos a dos lo estan.

Las ternas de rectas en posicion general deter-
minan por simple incidencia a unas superficies que
llamaremos superficies regladas. En el mundo eu-
clidiano se les conoce como hiperboloides de una



hoja o paraboloides hiperbolicos que son a lo que
visualmente remiten los haces armonicos que he-
mos dibujado en el plano. De estas superficiesy su
rica estructura, habremos de extraer las definicio-
nes, el entendimiento y las pruebas que buscamos.

511. Reglados

A dos lineas que no se tocan, también es correc-
to llamarlas lineas generadoras, pues

e cualquier punto del espacio vive en
una linea que toca a ambas y si el punto
esta fuera de ellas, ésta linea es tnica.

ESCENA 66. Dos lineas generan el espacio.

Para probarlo, consideremos dos lineas en posi-
cion general, ay b; y sea X un punto que no esta
en ellas.

Por esto Gltimo, X V ay X V b son planos; y
ademas son distintos pues por hipotesis, ay b no
son coplanares.

Por lo tanto, se cortan en una linea

(= (XVaA(XVDb) (51)
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(por PI:(2 —2), pag. 62), que pasa por Xy también
tocaa ayab, pues esta en ambos planos.

Esto demuestra que a y b generan al espacio
tridimensional. Y de manera muy justa y precisa,
pues podemos ser alin mas explicitos. Sean:

A=(XVDb)ANa€a
B=(XVa)AbEeb;

entonces, A \V B es la (inica linea que pasa por X
y que claramente incide con ay con b. .



En términos visuales, dos lineas en el espacio
son coplanares si alguien las confunde, si hay al-
gln punto de vista que las ve como la misma li-
nea; y cuando una figura gira, estos puntos se per-
cibenal “pasar” un plano por el ojo pues estos pun-
tos especiales forman el plano que generan las li-
neas. Que sean generadoras equivale a que nadie
las confunde, siempre se ven como dos lineas. Sin
embargo, parece que se cortan en un punto: y ahi,
por esa “interseccion visual”, pasa la linea que aca-
bamos de encontrar para el ojo “X” en cuestion.

Entonces, tres lineas en posicion general siem-
pre se van a ver tresy, casi siempre, como un trian-
gulo que varia conforme se mueve el punto de vis-
ta. Pero determinan puntos especiales: aquellos
que las ven como tres lineas concurrentes (blsca
alguno). Estos puntos de vista distinguidos forman
la superficie reglada que generan las tres lineas.

Definicion. Un reglado, (R, es el conjunto de todas
las lineas que tocan a tres lineas en posicion gene-
ral. A los elementos de un reglado dado (que son
lineas) se les llama sus reglas.
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51.2. Construccion de
Hilbert-Cohn Vossen

ESCENA 67. Reglado transversal a tres lineas.

Consideremos tres lineas, a, b, c, en posicion ge-
neral. Su reglado transversal R = RJ (a,b,c)
consiste de todas sus lineas transversales, es de-
cir, las que tocan a las tres. Conviene pensar que
las lineas generadoras, a, b, ¢ son de un color, di-
gamos que rojo, para colorear de azul a las reglas



de su reglado transversal y poder distinguirlas en
los dibujos.

La construccion que sigue aparece en las prime-
ras paginas del libro clasico Geometria e Imagina-
cion de David Hilbert y Stephan Cohn Vossen, [6], y
como ahi no le dan crédito a nadie, nosotros se la
atribuimos a ellos: ahi la conocimos, como todos
los colegas a los que les hemos consultado.

Dado un punto A € a, se toma al plano que
genera con la linea b y se intersecta a éste con la
linea ¢, para darnos un punto que llamamos C. Es
decir, sea

C=(AVDb)Ac.

La linea AV C esta en el reglado transversal (R,
puestocaalastreslineas;aaenA,acenCyab
en B = (AV C)/\b que es un punto pues ambas
rectas estan en el mismo plano A \V b.

Al variar el punto A en la linea a (‘animelo!), la
regla (A V C) € R, barre una superficie reglada
que depende de las lineas generadoras a, b,c. .

Otra manera de verlo es con la observacion del
apartado anterior, pues implica que por cualquier
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punto en una de las rectas, a, b, ¢, pasa una dnica
linea que toca a las otras dos, asi que, usando (5.),
el reglado (R se puede parametrizar por los puntos
en cualquiera de las tres lineas generadoras:

R={AVD)A(AVC)|A € al
—[(BVc)A(BVa)|Bebl
—[(CVa)A(CVDb)|Cec).

De tal manera que es correcto pensar que un regla-
do es una “linea de lineas”.



Y también sera importante observar que, de ma-
nera dual, un reglado se puede parametrizar por
los planos que contienen a alguna de las lineas ge-
neradoras. Si denotamos X al conjunto de planos
que contienen a una linea x, se tiene (para b):

R={MAaQ)V(ITAc)|TTeb}. (52

Pues b esta en biyeccion natural (por interseccion)
con cualquier linea que no toca a b, en particular
se parametriza por ay entonces la expresion ante-
rior es la construccion de Hilbert-CohnVossen.
Como ya mencionamos, al juntar o dibujar las
reglas del reglado R se obtiene una superficie &
que es comin asociar con el nombre de hiperbo-
loide de una hoja (el paraboloide hiperbélico seria
un caso particular). Al ver la figura estatica de la-
do (o por fuera), el contorno es una hipérbola con
las reglas de /R como su haz envolvente; pero si
la vemos desde su interior (por las bocas) se ven
elipses, también con su haz envolvente o tangente;
veremos pronto que en esto se esta expresando vi-
sualmente el Teorema de Polaridad de superficies
regladas que implicara al de curvas armonicas.
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51.3. Axioma del Equipal

ESCENA 68. Dobles reglados.
Teniendo tanta regla azul (tantas como puntos en
una linea), se antoja escoger a tres, ...

llamémoslas p,q,1 € R = RIT (a,b,c), que
pintamos de azul oscuro, para repetir la construc-
cion de Hilbert-Cohn Vossen con ellas. Se vale, por-
que estan en posicion general; pues que dos azules
(en R) se toquen, implicaria que las tres rojas ori-



ginales (las generadoras) son coplanares y no es
asi.

De tal manera que p, d, T definen un nuevo re-
glado R’ = RT (p, q, 1), que pintamos de rojo, y
que contiene a a, by ¢, pues por definicion de re-
glado, éstastocanap, g, 1. Diremos que el reglado
R’ extiende a la terna de lineas a, b, c.

Al dibujar juntos los dos reglados, se ve que “van
en direcciones opuestas” ahi donde la superficie
no se traslapa consigo misma; pues en las zonas
en que si se traslapa, la transparencia hace que se
confundan las reglas con reglas opuestas (del otro
color) en el otro lado. Hemos dejado visible al pun-
to que controla una de las reglas azules: al animar-
lo no cambia el reglado rojo, pero parece girar pues
cambia la parametrizacion que lo dibuja.

Y con los dos dltimos pasos de esta escena:
reglado azul...
reglado rojo...
damos la posibilidad de verlos alternadamente. .

Nuestra intuicion del espacio fisico indica que
estos dos reglados definen a la misma superficie;
y en la geometria real (la asociada a los nimeros
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reales, con la que modelamos nuestros dibujosy al
Espacio Desarguesiano que extiende al Euclidiano)
se tiene que efectivamente asi es. Pero hay que de-
mostrarlo en ese contexto explicito, pues no es po-
sible probarlo a partir de los Principios de Inciden-
cia (pag. 62) que es lo Gnico que quisieramos usar
y es lo Gnico que hemos usado en este capitulo —
al final del libro veremos un ejemplo que prueba
esta afirmacion.

La demostracion de que los dos reglados gene-



ran la misma superficie consiste en ver que se de-
finen por un mismo polinomio de segundo grado;
corresponde a la Geometria Analitica clasica. Asi
que nosotros debemos incorporarlo como axioma.

Otra manera de expresar que la superficie ob-
tenida como union de reglas es la misma, y que
por tanto es doblemente reglada, es que el regla-
do rojo sea Unico, que no dependa de las tres re-
glas azules que se escogieron de manera arbitraria
para definirlo, y lo llamaremos:

Axioma del Equipal. Tres lineas en posi-
cion general se extienden a un Gnico re-
glado.

El nombre viene de los reglados dobles en que
se sustentan los “equipales™: un estilo artesanal
mexicano de sillones y muebles cuyas bases estan
hechas de tiras burdas de madera que “circulan”
inclinadas en dos direcciones (Figura 5.1).

El Axioma del Equipal —que supondremos como
cierto en adelante— implica que un reglado, R, tie-
ne bien definido a su reglado opuesto (R’, que es el
reglado transversal de cualquier terna en (R (pues
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Figura 5.1: Equipal de un maracame huichol.

estos extienden a la terna generadora). Entonces,
su superficie reglada & es, mas ain, una superficie
doblemente reglada; es decir,

s=Jt=v.
teRr Uer’

Y por lo tanto, pintando a las reglas de (R de rojo



y a las de R’ de azul, se cumple que:

e Por cualquier punto en & pasan dos reglas:
una roja en (R y una azul en R’.

e Dos reglas de & de color distinto se tocan.

e Dos reglas de & del mismo color son genera-
doras (no se tocan).

51.4. Planos tangentes, curvas
armonicas y haces envolventes

Concluimos con un poker de definiciones.

Sean & una superficie doblemente reglada y P
un punto en ella. Por P pasa una regla de cada co-
lor (o de cada reglado). Al plano que generan esas
dos lineas se le llama el plano tangentea & en P, 0
bien el plano polar de P respecto a &§.Y se cumple
que este plano tangente corta a la superficie justo
en esas dos lineas: las reglas de distinto color que
se cortan en P.

ESCENA 69. Curvas armonicas.
Definicion e Una curva armonica C es la intersec-
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cion de una superficie doblemente reglada & con
un plano TT que no es tangente a &. Es decir,

C=8nNII.

e Para cada punto P € C, la linea tangente a C
en P es la interseccion de TT con el plano tangente
aS enP.

e Y el haz envolvente o tangente a C es la fami-
lia de sus lineas tangentes. .

En los capitulos anteriores, a veces usamos el



término curva arménica como sinonimo de curva
de armonia (que definimos a partir de cuatro pun-
tos en posicion general y ordenados ciclicamente).
Pero ya no: de aqui en adelante las curvas armoni-
cas seran secciones de superficies regladas, como
encimita, pues debemos demostrar que son lo mis-
mo que las curvas de armonia definidas como lu-
gar geométrico dentro de un plano, para lo cual es
conveniente tener términos distintos para los dos
conceptos y ser escrupulosos en su uso.

EJERCICIO 100. Demuestra que un puntoy un plano no in-
cidentes generan a D3. Es decir, que por cualquier pun-
to pasa una linea que incide en ambos, y que si el punto
no incide en ellos, esa recta es (nica.

EJERCICIO 101. Escribe al reglado R = RJ (a, b, ¢) co-
mo conjunto parametrizado por los planos que contie-
nenaayac.

EJErcicio 102. Dadas dos lineas x,y generadoras, de-
muestra que los planos por x, X, estan en biyeccion na-
tural por incidencia con los puntos dey. Escribe las for-
mulas de las funciones correspondientes.

EJERCICIO 103. Un paraboloide hiperbolico es una su-
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perficie doblemente reglada que tiene al plano ideal
(al infinito) como plano tangente. Haz una construccion
que dibuje paraboloides hiperbolicos, adaptando la de
Hilbert-Cohn Vossen a que una de las tres lineas sea
ideal.

EJERCICIO 104. Demuestra que si las lineas p y q son co-
planares y transversales a las lineas a y b, entonces a
y b son coplanares.

EJERCICIO 105. Demuestra que si un plano TT contiene
a una regla { de una superficie doblemente reglada &
entonces también contiene a una Gnica regla {’ del re-
glado opuesto. Y que su interseccion con & es la union
de esas dos reglas.

EJERCICIO 106. Continua la escena anterior dibujando la
linea armonica de la linea tangente a C en P respecto a
las dos reglas en P. Observa experimentalmente, que to-
das esas lineas son concurrentes usando la herramien-
ta Curva-Familia. ;Qué ve el punto de concurrencia?



5.2. Teoremas de Polaridad

Recordemos que nuestra mision en la vida (de
este capitulo) era demostrar que las curvas de ar-
monia cumplen la propiedad de inducir una pola-
ridad hiperbolica en todo su plano. Veremos que
para las superficies regladas, la polaridad se ex-
presa de manera muy natural y que demostrar sus
propiedades es... no seria correcto decir que facil,
pero si muy directa y natural: sin recovecos ni tru-
cos. Las ideas van hilvanandose con fluidez y los
argumentos se enlazan con claridad y contunden-
cia sorprendentes.

En el primer apartado enunciamos el Teorema
de Polaridad para Reglados y demostramos que
la polaridad existe. En el segundo, probamos que
preserva incidencia; esta demostracion es un poco
mas abigarrada pero necesariay reveladora. Abun-
daremos entonces en la interpretacion visual de
la polaridad. Y para concluir, demostramos lo que
pretendiamos: la version bidimensional del teore-
ma. Primero para las curvas armonicas como sim-
ple restriccion de la polaridad de superficies re-
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gladas a un plano, y por ltimo queda por probar
que las curvas armonicas coinciden con las curvas
de armonia, pero para entonces ya tendremos un
buen trecho avanzado y mucho cayo.

5.21. Polaridad en superficies regladas

Empezemos por recordar de §4.2.2 que una po-
lardidad en D3 es un apareamiento (es decir, una
biyeccion) entre puntos y planos que preserva in-
cidencia (es decir, que voltea la relacion de con-
tencion). Mas precisamente, el apareamiento polo-
polar debe ser tal que si un punto Q esta conteni-
do en un plano TT entonces el plano polar de Q
contiene al polo de TI. Esta propiedad implica en
abstracto que la polaridad se extiende a las lineas.
Pues se define a la linea polar de una linea { como
la interseccion de todos los planos polares de sus
puntos, que resulta coincidir con la union de los
polos de todos los planos que contienen a {, que
habiamos denotado Z.

De nuevo, como en el plano y en la linea, se di-
ce que una polaridad es euclidiana si no existen



parejas polares incidentes, y que es hiperbolica si
existe alglin punto contenido en su plano polar. Ve-
remos a continuacion, que las superficies regladas
producen de estas ultimas.

Teorema 13 (Polaridad de superficies regladas).
Una superficie reglada, &, induce una polaridad en
D3 que cumple:

i) Para P € &, su plano polar es el plano tan-
gentea & en P (y contiene a P).

ii) SiP & &, entonces P no esta en su plano
polar y la reflexion armonica con centro en P
y espejo en su plano polar, deja invariante a
la superficie §.

La demostracion, que consiste de diferentes es-
cenas y elementos, abarcara lo que queda de este
apartado y el que sigue; al final haremos un resu-
men de ella.

Sea & una superficie reglada. Para un punto
P € &, ya definimos su plano polar como el plano
tangente a & en P (el generado por las dos reglas
ahi) y queda establecido el inciso (i).
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ESCENA 70. La polaridad de una superficie reglada.
Consideremos ahora el caso genérico en que

PLS.

Consideremos tres lineas rojas, a, b, ¢, en posi-
cion general y que generan a &; es decir, tales que
sureglado transversal R7 (a, b, ¢) (que constade
las lineas transversales a las tres y pintadas de
azul), tiene como union a §. Sabemos ademas, que
hay un reglado opuesto de &, el rojo, que extiende



a a, b, c. Convendra cambiar la notacion que usa-
mos en el apartado anterior: denotemos por (R al
reglado rojo que extiende (y contiene como reglas)
a a, b, c para usar primas en el reglado azul opues-
to a [R; es decir, sea

R'=RT (a,b,c),

de tal manera que R es el reglado transversal a
cualquier terna de reglas en R’ y esta bien defini-
do por el Axioma del Equipal.
Vamos ahora a definir el plano polar de P.
Consideremos al plano

ax=PVa;

notese que hemos violado nuestra convencion no-
tacional. Habiamos dicho que los planos eran le-
tras griegas mayusculas, pero aqui corresponde-
ria A (maylscula de « en griego) y se confundiria
con un punto; y lo mismo sucederia con b. Asi que
en esta seccion las griegas minlsculas también las
usaremos para planos.
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Sabemos que en « vive una regla azul que es
a=(aAb)V(xAc)e R,
por (5.2). Y sea
A=aANd es.

Obsérvese que el punto A y la regla a’ dependen
del punto P, pues el plano o« € @ depende de él.
Ademas, A € & es el polo del plano tangente «.



Analogamente, los planos
B=bVP vy y=cVP

definen otras dos reglas azules b’, ¢’ € R’ por la
propiedad de que

PebVb =B v PecVc=y.
Lo cual da dos nuevos puntos en la superficie,
B=bAb y C=cAc,

que son polos de 3 y Y respectivamente. Los tres
puntos en & que hemos nombrado, generan un
plano

n=AVBVC,

que definimos como el plano polar de P respecto
ad.

Notese que hemos seguido la “preservacion de
incidencia” que debe cumplir la polaridad, pues
por ejemplo, que el plano polar de A € & pase
por P implica que A esta en el plano polarde P.Y
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este argumento en las reglas generadoras nos dio
tres puntos en el plano polar de P.

De manera dual, pudimos haber empezado con
un plano 7t que no es tangente a &, su interseccion
con las tres reglas rojas generadoras nos da tres re-
glas opuestas y tres puntos de & cuyos planos tan-
gentes se intersectan en el polo P. Asi que hemos
establecido una biyeccion entre puntos y planos.

Para concluir con el inciso (ii) del teorema debe-
mos probar ahora que



e la reflexion arménica, p = Pp 5, CON
centro P y espejo 7t deja invariante a §.

Las seis reglas que tenemos (3 rojas y 3 azules)
definen por interseccion a nueve puntos en &. Con
ellos —y la configuracion de lineas y planos que
generan— bastara para demostrar (ii).

Enelplano « = aV d’ (que es el tangente a &
en A = a/\ a’) tenemos a otros cuatro de esos
nueve puntos. A saber,

(aAB), (bAa), (aNc), (e Na’),

que forman un cuadrangulo plano. Pero ademas,
con este orden ciclico tiene precisamente a A co-
mo punto distinguido en su triangulo diagonal;
pues sus dos diagonales son ay a’. Es decir, en «
tenemos lo que habiamos denominado una loseta
(ver §772).

Otro de los puntos del triangulo derivado o dia-
gonal es P. Pues P es la interseccion de los planos
&, 3,v;y dos de las lineas de interseccion de es-
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tos planos se pueden expresar

a/A\B=(aAb)V(bAd)
a/ANy=(aNc)V(cNd).

Por lo tanto, éstas son rectas que pasan por P.
Para ver que la linea opuesta a P en el triangulo

diagonal, es & /\ 71, demostraremos que el vértice

del triangulo diagonal que falta es o« /A (B \VV C).



Para ello, consideremos a los planos tangentes

(b\Vc) y (eVb).

Se cortan en la linea B \V C pues ambos planos
contienen a ambos puntos. Ademas, sus intersec-
ciones con « dan a la otra pareja de lados opues-
tos de la loseta:

aAbVc)=(bAd)V (aNC)

XA VD) = (cAd)V (aAb),

pues los dos puntos del lado derecho de las ecua-
ciones estan en los dos planos de su correspon-
diente lado izquierdo.

Asi que donde estas lineas se cortan (el tercer
punto diagonal de la loseta en &) es la interseccion
de los tres planos, quees Q = a /A (BV C).

Tenemos entonces que la reflexion armonica
con centro P y espejo 7 (que habiamos llamado
P = pp,x Y que deja invariante al plano & pues
P € «), deja fijo a A € 7 e intercambia a las
reglas a 'y a’, es decir, a - p = a’ pues son las
diagonales de la loseta.
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Como p también deja fijos a los puntos By C,
pues estan en el espejo; podemos concluir que in-
tercambia a los pares de lineas b, b’y c, ¢/, porque
ya sabemos que intercambia a sus respectivos pun-
tos de interseccion con el plano «.

Por lo tanto, la reflexion armonica p intercam-
bia a las reglas rojas a, b, ¢ con las reglas azules
a’,b’, ¢/, respectivamente. Le traspone el color a
la configuracion pero la deja en su lugar. .

Vamos a demostrar que p intercambia los regla-



dos de &. Sea x € R una regla roja cualquiera.

Como x toca a las lineas a’, b/, ¢/, suimagen ba-
jo p, es una linea que toca a las lineasa = a’ - p,
b=Db'-p,c=c"-p.Yporlotanto, tiene que ser
una linea del reglado azul, es decir,

xXER — x-peR.

Ya sabemos que x - p es una regla azul. Podemos
decir cual es, pues en una reflexion armonica el
punto de interseccion con el espejo se queda fijo.
Asi que x - p es la regla azul que pasa por x A 7ty
que conviene denotar x’ = x - p.

Se tiene por definicion que x /A X’ € 7. Pero
también que P € x V X/ pues el plano que gene-
ran cualquier linea y su imagen bajo una reflexion
armonica, contiene al centro. Asi, hemos demostra-
do que:

e Todos los planos tangentes a & en
puntos de 7t pasan por P.

Y de aqui podemos concluir que la definicion de 7t
no depende de las tres reglas con que arrancamos;
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con cualquier otra terna de reglas rojas (o azules),
hubieramos obtenido al mismo plano.

Como la reflexion armonica p es una involucion
(es su propia inversa), tiene que mandar a cada re-
gla azul en la roja de la que viene, x = X’ - p. En
fin, ya tenemos lo que buscabamos, que p deja in-
variante a la superficie &, pero sabemos ahora que
es asi porque intercambia a sus dos reglados; es un
apareamiento entre Ry R,

Para remachar que la polaridad es un aparea-
miento (biyeccion) entre puntos y planos de D3,
podemos reinterpretarla en abstracto. Cualquier
punto P fuera de & y cualquier plano 7t no tangen-
tea & (pensados ahora libresy sin relacion aparen-
te entre ellos), definen por simple incidencia una
correspondencia 1-1 0 apareamiento natural entre
los dos reglados de &

Dos reglas de colores opuestos se apa-
rean segin un punto P si P esta en el
plano que generan; y se aparean segin
un plano 7t si su interseccion esta en Tt

Las parejas polares punto-plano respecto a & son



aquellas en las que estos apareamientos entre los
dos reglados coinciden. Pero ademas, cuando es-
te es el caso, la biyeccion entre reglados se rea-
liza también geométricamente como transforma-
cion de todo el ambiente: es la reflexion armonica
en la pareja polar.

EJERCICIO 107. Demuestra que un plano 7t es un plano
tangente de una superficie reglada & siy sélo si contie-
ne aunaregladed.

EJERCICIO 108. Dada una superficie reglada & y un plano
7T que no es tangente a &, define el polo de 7t respecto
ad.

5.2.2. Preservacion de la incidencia

Primero para los puntos de &' y luego para todos
los demas, definimos su plano polary hemos visto
que esta asignacion es una biyeccion entre puntos
y planos de D3. Veremos ahora que efectivamente
es una polaridad (aunque hayamos usado ese tér-
mino desde su definicion) en el sentido de que el
apareamiento preserva incidencia.
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Supongamos, para continuar usando la misma
terminologia que en la escena anterior, que un
punto P tiene como plano polar a 7t; y queremos
probar que:

e si un punto Q esta en 7t entonces el
plano polar de Q contiene a P.

Por la manera en que esta definido el aparea-
miento, tenemos que ver tres casos segin si los
puntos Py Q estan o no en la superficie §.

Primero, cuando ambos estan en &. Uno esta en
el plano polar del otro, s6lo cuando ambos estan
en una misma regla y la conclusion se cumple.

Segundo, el caso en que alguno de los puntos
esta en la superficie y el otro no. Se vio, se estudio
y se uso de manera protagonica en el apartado an-
terior para definir la polaridad como funcion. Que
un punto Q dentro de la superficie & esté en 7t es
equivalente a que el plano polar de QQ pase por P.

Y tercero, cuando ambos puntos (P y Q) estan
fuerade & yademas Q € 7. Si llamamos 1 (léase
“eta”) al plano polar de Q, tenemos que probar que
Pen.



ESCENA 71. Caso general, P, Q & &.

Sea A un punto cualquiera en & N 7t (existen mu-
chos de estos pues 7t corta a cualquier regla). Y co-
mo antes, sean ay a’ las reglas de & que cumplen

A=aAden y PcaVd =«x.

Sea B el reflejado armonico de A con centro en
Q y espejo 1. Y supongamos primero que B # A
(el caso general), que equivale a que A € .

Sabemos que B esta en la superficie & (pues Q
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y 1 son polares respecto a & y se cumple (ii) del
teorema) y que también esta en 7t (pues el centro
de la reflexion, Q, esta en 7). Por lo cual, de nuevo,
existen reglas by b’ para las cuales

B=bAbemry PecbVb =8.

Como reglas de distintos colores siempre se cor-
tan, tenemos dos nuevos puntos en &

C=aAb  y D=bACJd.

Notese que P € « A B = CV D, pues ambos
puntos estan en ambos planos.
Los respectivos planos tangentesa & en Cyen
D son
aVb' y bVd,

y ambos contienen a A y a B. Por lo tanto, también
contienena Q € AV B. Entonces se tiene que C
y D estan en el plano polar de Q, que es 1. Pero
P estaenlalinea CV D y por lo tanto en 1, como
queriamos demostrar. .

Nos queda por ver el caso particular en que
A = B en la demostracion anterior, donde B se



definio como la imagen de A bajo la reflexion ar-
monica con centro en Q y espejo en su plano polar
1. Como estamos suponiendo que el centro Q no
esta en la superficie &, que A = B solo puede
suceder cuando A esta en el espejo 1.

ESCENA 72. En un plano tangente.

Cuando A € 1, tenemos el caso especial en que
tanto P como Q estan en el plano tangentea & en
A, que hemos llamado «. Pero entonces Q V Ay
PV A tienen que ser lineas armonicas respecto a
ay a’ (pues tenemos que ay a’ lo son respecto a
PV Aya/Am=QV A).Locual demuestra que
Pen.

Las dos reflexiones armonicas (de las parejas
polares Pyt y Q,m) intercambian a ay a’; pero
punto a punto son muy diferentes: restringidas a
estas reglas una es la proyeccion desde Py la otra
desde Q. Los correspondientes planos polares, 7t
y 1, cortan al plano tangente acen las lineas QVA
y PV A, respectivamente. .

Esto concluye con la demostracion del Teorema
de Polaridad para superficies regladas. [
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La prueba consistio en definir primero el aparea-
miento entre puntos y planos de D3 al que da lu-
gar una superficie regalda &; luego, ver que cum-
ple con los incisos (i) y (ii) del teoremay, por Gltimo,
ver que también preserva la incidencia como se les
exige a las polaridades.

Vamos a ver brevemente como la polaridad res-
pecto a la superficie reglada & también se extien-
de a las lineas del espacio. La linea polar de una li-
nea es la interseccion de los planos polares a dos



de sus puntos. Que esté bien definida equivale a
que al mover un punto en una linea, los planos po-
lares correspondientes giran alrededor de su linea
polar.

Hay varios casos. Las reglas de ambos reglados
son lineas polares de si mismas, pues al variar un
punto en una de ellas el plano tangente correspon-
diente gira en torno a la regla.

Para una linea tangente (que esta en un plano
tangente y pasa por su polo pero no es una regla)
su polar es la linea armonica respecto a las reglas
como vimos en la escena anterior.

Para lineas que cortan en dos puntosa & (como
A V' B en la Escena 71), su linea polar se obtiene
con las reglas por ellos (es C V' D en esa escena).
Pero ademas, hay lineas que no tocan a & y sus
polares quedan en el otro lado de la superficie.

Antes de pasar a ver como la polaridad en re-
glados implica a la polaridad en curvas armonicas,
vamos a interpretarla en términos visuales.
ESCENA 73. Secciones y proyecciones.

Hemos definido a una curva arménica C como la
interseccion de un plano 7t (verde) con una super-
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ficie reglada &,...

y a su linea tangente en un punto A € C como la
interseccion del plano polar a A, que llamamos «,
con el plano 7.

Ahora sabemos que, dentro de «, la linea armo-
nica a la tangente respecto a las dos reglas de &
pasa por el punto polar de 71, que seguimos deno-
tando P y ahora él es el que depende de 7t en la
construccion (esto explica lo que se experimentd
en el Ejercicio 106).



De tal manera que lo que ve P como el contorno
de & es a la curva armonica C (la interseccion de
& con su plano polar 7). Justo por los puntos de
C (animese a X que es un punto libre en una regla
roja), es por donde pasan los rayos visuales que
salen de P y rosan apenas, o son tangentes, a &.
Y es ahi donde se debe trazar un contorno cuan-
do un pintor dibuja un cuerpo soélido; pero en este
caso muy especial de las superficies regladas, los
puntos en la superficie que forman ese contorno
para el punto de vista P son también una seccion,
la interseccion con su plano polar 7t

Si pintamos esa familia de lineas, obtenemos el
cono con apice P que define C y en esta curva pla-
na es tangente a &; de alguna manera es el cono
visual de & desde P.

Ademas, a P como voyeur se le enciman los dos
reglados. Cada regla roja se aparea con una azul de
la que no la puede distinguir; y ambas reglas que
se cortan en C se proyectan desde P en una linea
tangente a C en 1. Por eso es dificil distinguir a los
dos reglados en los dibujos fijos: ambos se dibujan
(o se ven) como el haz envolvente (o tangente) a C.
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En resumen, si se proyecta a & al plano 7t desde
el punto P, el contorno es C y ambos reglados se
proyectan al haz tangente a C. .
EJERCICIO 109. Demuestra que, para una polaridad cual-
quiera (no necesita ser hiperbdlica), la linea polar de
una linea esta bien definida como la interseccion de los
planos polares de cualesquiera dos de sus puntos.



5.2.3. Polaridad en curvas armonicas

Veremos ahora, que la polaridad en superficies
regladas se hereda a las curvas armonicas.

Sea C una curva armonica en un plano 7t. Enton-
ces existe una superficie reglada & tal que

C=8Nm,

y sea P el polo de 7t respecto a &. Sabemos que &
define una polaridad en D3 y esto determina na-
turalmente una polaridad en 7, llamada la restric-
cion al plano 71, como sigue:
e Dado un punto Q € T, su linea polar respecto
aCes
q=nAm,

donde 1 es el plano polar de Q respecto a §.

e Dada una linea q C T, su polo respecto a C
es el polo del plano q \/ P respecto a & (que es un
punto en 7).

De aqui, se sigue inmediatamente nuestro anhe-
lado Teorema de Polaridad (??) para curvas armo-
nicas. Veamoslo a vuelo de pajaro o a manera de
repaso y conviene volver a enunciarlo.
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Teorema (Polaridad de curvas armonicas). Una

curva armonica C induce una polaridad en el

plano, tal que para cualquier pareja polar P <+ p,

se cumple:
) Pep < PecC.

ii) Si P & p, la reflexion arménica pp , deja in-
variante a C.

Demostracion. Siguiendo a los parrafos anteriores,
que la polaridad en 7t que acabamos de definir pre-
servaincidencia, se hereda directamente de que lo
hace en el espacio.

Que distingue a la curva como los puntos inci-
dentes en su polar (inciso (i)) es consecuencia de
las definiciones de planos y lineas tangentes, asi
como de (i) en el Teorema 13.

Y que las reflexiones armonicas correspondien-
tes a pares polares no incidentes en el plano T,
preservan a la curva, se sigue de que en el espacio
preservan tanto a 7t como a la superficie (incisos
(i) de ambos teoremas). O



Pero el Teorema que originalmente enunciamos
y que usamos extensamente en el Capitulo 1V, no
es éste sino el que se refiere a curvas de armonia.
Entonces lo que nos falta demostrar es que las dos
acepciones de curva arménica que hemos emplea-
do son la misma.

Teorema 14. Las curvas armonicas (como seccio-
nes de superficies regladas) coinciden con las cur-
vas de armonia (definidas por una cuarteta de pun-
tos en un plano).

Demostracion. Para ver que una curva de armo-
nia C es la seccion plana de una superficie reglada
(una curva armoénica) usaremos una construccion-
A (Escena ??) que la definay de ahi, con dos puntos
auxiliares, produciremos un doble reglado.
ESCENA 74. Reglados para una curva de armonia.

Supongamos que tenemos los datos A, B, C, L
(donde L es la interseccion de las tangentes en A
y B) para trazar a la curva de armonia C con la
construccion-A en un plano 7.

Escogemos un punto P fuera de 7t que jugara el

papeldesupoloy,enlalineal = PVL,unpunto S
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por donde pasara la superficie reglada. Y con esta
informacion, todo queda determinado.

De Sy su arménico, S, respecto a Py L, debe-
mos trazar lineas a A y a B, y colorearlas con dos
colores rojo y azul como corresponde; éstas seran
reglas de la superficie. Entonces, ya determinan los
planos tangentes a ella en los puntos A 'y B (y que
ademas, se intersectan en £).

Por el punto C pasa una Gnica linea que toca a
las dos reglas azules, la pintamos de rojo; y una



Unica linea azul que corta a las dos rojas.

Ya tenemos tres reglas rojas y tres azules que se
tocan como deben. Con la construccion de Hilbert-
CohnVossen se obtiene una superficie reglada &
que, aunque depende elegantemente de los pun-
tos Py S alineados con L, siempre cortaa wen C
como veremos con detalle a continuacion.

En la Escena 50 de la Construccion-A, vimos que
la reflexion armonica del punto C con respectoala
pareja polar con espejo X V L (con X € (A V B)
como punto variable) daba al punto Z que reco-
rre la curva C; y habia que tener cuidado con los
puntos A, B. A esa reflexion armonica la podemos
expresar ahora usando a la superficie &. Primero
notemos que X € (A B) también parametriza a
los planos que contienen a { (linea polar de AV B),
que habiamos llamado 1: sea nx =LVXe 7.

Para encontrar la imagen de C bajo la reflexion
de & con espejo M, hay que trazar las dos reglas
por C; intersectarlas con 1 y ahi trazar la regla
de color opuesto: estas dos reglas se cortan en Z
(que esta en 7t pues el polo de nx esta en AV B).
Pero esta Gltima definicion coincide con la de la
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curva armonica (como seccion de &) pues al correr
nx € 1 se obtienen todos los puntos en una de
las reglas por C, digamos que la azul, y entonces
se estan considerando a todas las reglas rojas e
intersectandolas con 71; y eso es & M 7L .

Falta probar que una curva armonica es de ar-
monia, pero acabamos de ver como obtenerla por
la construccion-A. [l



5.3. Teoremas clasicos

En esta Gltima seccion, demostramos dos teo-
remas clasicos siguiendo la idea de Germinal Pie-
rre de Dandelin (Francés, 1794-1847), que influyo de
manera crucial en la demostracion de la polaridad
de las curvas conicas que hemos presentado aqui.

El objetivo principal del articulo de Dandelin, [5],
era demostrar el Teorema del Hexagono de Pascal.
Una buena parte del trabajo se enfoca a construir,
en el espacio euclidiano, una superficie reglada
que tenga a una curva conica dada como seccion
plana.Y unavez logrado esto (que para nosotros se
facilitara gracias a la construccion de Hilbert-Cohn
Vossen que data de un siglo después), las hipotesis
del teorema dan lugar a una configuracion de seis
lineas en el espacio, que es justo la que ya usamos
con éxito en la demostracion de la polaridad. Asi
que empezamos dandole su lugar a esta configura-
cion notable en si misma y para hacer énfasis en
lo que se usa unay otra vez de ella.

Después, damos la demostracion de Dandelin al
Teorema de Pascal y una aplicacion de éste. Por Gl-
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timo, veremos que se relaciona naturalmente con
el Teorema de Pappus como un interesante caso
limite al pasar de un plano general a un plano tan-
gente de una superficie reglada. Pero este resulta-
do, muy lejos de ser un caso particular o especial,
es sobresaliente y notable en si mismo.

Pappus (o Papo) de Alejandria (290-350) lo enun-
cio y demostro mas de un milenio antes de que
apareciera la perspectiva. Tiene la particularidad
de que es el primer teorema geométrico que se
refiere unicamente a cuestiones de incidencia. De
tal manera que historicamente es el primer resul-
tado de la geometria proyectiva (o de incidencia)
que se enuncia y demuestra —aunque las demos-
traciones clasicas siempre usan nociones meétricas.
Quedo como un resultado aislado; sin compane-
ros aparentes. Pero resulto ser un enunciado fun-
damental pues, como pronto veremos, es equiva-
lente al Axioma del Equipal. Con el paso del tiem-
po, ha cobrado tal magnitud que John Stillwell, en
[9], lo propone como enunciado embajador de la
humanidad ante el cosmos. Es decir, que si hemos
de mandar en sondas espaciales algo que indique



nuestro avance intelectual a posibles seres inteli-
gentes, el enunciado del Teorema de Pappus —que
se puede expresar en lenguaje grafico— es un can-
didato idoneo. Veremos hacia el final del libro mas
razones para tan alta distincion.

5.31. La configuracion de Dandelin

Llamaremos configuracion de Dandelin a seis li-
neas en D3, llamadas sus reglas, pintadas de dos
colores (rojo y azul) de tal manera que dos reglas
del mismo color son generadoras y dos de color
distinto se tocan.

Dicho de otra manera, una configuracion de Dan-
delin consiste en escoger tres reglas de cada regla-
do de una superficie (doblemente) reglada. Pues,
como la definimos arriba, el Axioma del Equipal
asegura que las dos ternas se extienden a reglados
Unicos, y ademas opuestos, de la misma superficie.

Notese que parte sustancial de la demostracion
del Teorema 13 (de Polaridad en Reglados) consis-
tio en encontrar una configuracion de Dandelin y
estudiarla. Sin embargo, estabamos enfocados en
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la polaridad y ahora queremos ver a la configura-
cion en si, con mas libertad para apreciar su sime-
tria.

ESCENA 75. Configuracion de Dandelin.

Se puede armar una configuracion de Dandelin
a partir de dos triangulos en perspectiva y toman-
do como las seis lineas de la configuracion a las
diagonales de los cuadrilateros en los lados de la
piramide triangular que se forma. Y, por supuesto,
coloreadas adecuadamente.



Visto asi, el Teorema de Desargues nos da un eje
de perspectiva axial para los dos triangulos “tapa”
de la piramide.

Resulta que el plano por los tres puntos “diago-
nales”, el del triangulo “de en medio”, también pa-
sa por ese eje; pero ademas, los lados de ese trian-
gulo inciden en los tres puntos distinguidos del eje
(en la demostracion vimos esto para uno de ellos).

De tal manera que cada una de las tres parejas

de triangulos (las dos tapasy el de en medio) estan
en perspectiva axial. De nuevo por el Teorema de
Desargues, ahora en la otra direccion, tenemos que
el triangulo de en medio esta en perspectiva con
las dos tapas...
y esto da dos nuevos puntos de perspectiva (ver-
des); que resultan estar alineados con el original.
Y por ese nuevo eje (verde) pasan los otros tres pla-
nos transversales que se pueden formar con pun-
tos de la configuracion.

Los dos ejes son un par de lineas polares respec-
to a la superficie reglada y que no la tocan, caso
que no habiamos visto en las figuras. .

También conviene pensar a una configuracion
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de Dandelin en abstracto como una matriz de 3 x 3;
las columnas y los renglones son las lineas. Enton-
ces, las nueve entradas dan lugar a 9 puntosy ¢
planos (por intersecciony generacion de las reglas,
respectivamente) que son parejas polares.

|

T

Llamemos terna transversal a tres de las en-
tradas que cubran a todos los renglones y todas




las columnas. Entonces, correspondiendo a los su-
mandos de un determinante, tenemos que hay 6
ternas transversales que se parten naturalmente

e

+

en dos clases de equivalencia. Dos ternas de la mis-
ma clase no se intersectany dos de clases distintas
tienen una entrada en comdan.

Cada terna transversal da lugar a un nuevo
plano y a un nuevo punto de la configuracion al
pensar a las entradas como puntos y tomar el
plano que generan o, respectivamente y de manera
dual, al pensarlas como planosy tomar su intersec-
cion. El punto y el plano que surgen de una misma
terna son polares segin la superficie reglada.
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Lo que vimos en la escena es que los tres planos
de una clase de equivalencia tienen una linea en
comun (que es el eje de perspectiva axial de las pa-
rejas de triangulos) y que contiene a los tres pun-
tos que surgen de la otra clase de equivalencia.

En las demostraciones se usa unay otra vez un
hecho sobre las configuraciones de Dandelin, que
es que las lineas que se obtienen como intersec-
cion de dos planos tangentes, se obtienen también
como lineas entre dos puntos de la configuracion.

Lema 4 (de Dandelin). Dadas reglas aj, a; enuno
de los reglados de una superficie doblemente re-
glada, y b, by en el reglado opuesto, se tiene que

(ai\/bs)/\(aj\/bt) ((ll/\bt)\/((l)/\bs)

o Oy

S PR

La demostracion —que ya hemos usado— es que
los dos puntos del lado derecho de la igualdad es-
tan en los dos planos del lado izquierdo; si ambos
lados son lineas, tiene que ser la misma. O



5.3.2. El Teorema de Pascal

Cuenta la historia que Blaise Pascal (Francés,
1623-1662) demostro su famoso Teorema del He-
xagono a la edad de 16 anos. Sin embargo, solo
trascendio el enunciado pues su prueba se perdio.
De tal manera que era muy natural buscar nuevas
pruebas del teorema a principios del siglo XIX . En
este contexto historico es en el que Dandelin pu-
blica la demostracion que damos a continuacion.

Teorema 15 (del Hexagono de Pascal). Los lados
opuestos de un hexagono inscrito en una curva ar-
ménica se cortan en tres puntos colineales.

ESCENA 76. Presentacion del Teorema de Pascal.
Notese primero, que el enunciado no hace refe-
rencia alguna al orden ciclico que en la geometria
real induce la curva en los seis puntos. Juéguese
con ellos trastocando este orden ciclico; el teore-
ma funciona siempre, aunque la linea de Pascal (la
verde) y sus tres puntos se salgan con frecuencia
de la pantalla. En particular, llevar la figura a un
hexagono convexo (el mas tradicional) manda a la
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linea verde cerca de la linea ideal al infinito.

Lo que el enunciado nos da con la palabra he-
xagono es la estructura combinatoria de un ciclo:
distinguir a seis parejas de puntos o vertices, que
dan los lados o aristas del hexagono (y que definen
seis lineas), de tal manera que cada vértice apare-
ce justo en dos aristas y que al seguir el camino
natural que esto produce: brincando de un vertice
a otro usando las aristas como puentes... se circula
por los seis vértices antes de retornar al del princi-




pio. Por ser seis un niimero par, se pueden pintar
los vértices con dos colores que se alternan y...
se pueden nombrar con dos ternas ordenadas de
tal manera que los vértices opuestos se correspon-
dan por el orden; conviene asi, pues las aristas
opuestas ya fueron distinguidas en el enunciado.
Ademas, esta notacion de dos letras (A 'y B) con
subindices para los vértices del hexagono que es la
hipotesis del teorema, nos da nombres y formulas
muy agradables para los tres puntos de Pascal:

P; = (A2 VB3) A (A3 VB,),

P, = (A3 VBy) A (A VB3),
P; = (A1 VB2) A (A2 VBy).

(5.4)

Y lo que debemos demostrar es que éstos tres pun-
tos estan alineados. .

Como ya dijimos, Dandelin trabaja duro en la
construccion de una superficie doblemente regla-
da que tenga como seccion a la conica general de
la hipdtesis (y pensada a la antigiiita); pero aqui,
por nuestra definicion de curva armonica (que en
buena medida se inspird en aquel trabajo), esto es
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inmediato: existe una superficie reglada &, tal que
la curva armonica C en la que esta inscrito el he-
Xagono es

C=8nNII,

donde TT es el plano implicito en el que vive C.
Entonces, podemos considerar a la configuracion
de Dandelin a la que da lugar el hexagono bicolo-
reado en C. Por los puntos A7, Az, Az de la cur-
va C, pasan reglas rojas aj, a,, as; y los puntos
B1, B2, B3, estan en las reglas azules by, by, b3



respectivamente. Hemos cambiado la notacion pa-
ra referirnos a las lineas de los dos reglados de &
con dos letras diferentes y usando subindices para
reglas distintas; asi, conviene denotar R, al regla-
do rojo a cuyas reglas nos referimos como aj, y
como Ry, al reglado opuesto azul, con b; € Ry,
ESCENA 77. Demostracion del Teorema de Pascal.
Regresando a la demostracion del teorema, con-
viene cambiar a una imagen 3D que capture la es-
tructura abstracta de la configuracion de Dandelin
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que nos dio la hipotesis.

Las lineas que se generan por vértices de dis-
tinto color en la curva, se pueden expresar ahora
como la interseccion con IT de un plano tangente
ad:

Al\/B) = (al\/b])/\ﬂ,

para cualquier par de indices i,j € {1,2,3 }.
Veremos ahora que entonces los puntos de Pas-

cal se pueden expresar como la interseccion de

una linea con el plano T1. Para el primero se tiene:

Py =(A2V B3) A (A3 VB,)

(a2 VB3) ATI) A ((az V ba) ATI)
= ((a2Vb3) A (az Vb)) ATI

((a2 A'b2) V (a3 Ab3)) ATI,

(5.5)

donde se usa al Lema de Dandelin (&) en la Gltima
igualdad. Analogamente, se obtiene que

P> = ((az Ab3) V (a3 Aby)) ATI,
P3 = ((ay Ab1) V (az Aby)) ATIL

El teorema se sigue al considerar al plano genera-



do por la terna transversal “diagonal” de la configu-
racion de Dandelin; pues sus expresiones anterio-
res implican que los puntos de Pascal Py, P2, P3
estan en la linea:

((a1 Aby) V(a2 Aba) V(a3 Abs)) ATI,

que es la linea de Pascal deseada. O

Es interesante senalar que la demostracion usa
a toda la configuracion inicial (o “timbiriche”) de
Dandelin. El hexagono de la hipotesis se “levanta”

a un hexagono “dual”, en el sentido de que por ca-
davértice, hay ahora una arista (la regla del mismo
color) y por cada arista hay arriba un punto (cu-
yo plano asociado corto a IT en la linea correspon-
diente). Y al ser este levantamiento un ciclo bicolo-
reado de tamano seis dentro del timbiriche 3 x 3,
deja una terna transversal libre que es la que pro-
dujo el plano para el corte decisivo.

o5
b,

o1
O

G, S

Vamos a usar ahora al Teorema de Pascal para
obtener un resultado muy socorrido y practico so-
bre curvas armonicas.

5.3.21. La conica por cinco puntos

La herramienta mas comin en los programas de
geometria dinamica para definir conicas, como en

255



ProGeo3D, es en la que se seleccionan 5 puntos 'y
ipum! aparece una curva que pasa por ellos.

Teorema 16 (Por 5 puntos ...). Por cinco puntos en
posicion general en un plano pasa una tnica curva
armonica.

Demostracion. Dados 5 puntos en un plano TT, de-
bemos primero construir una superficie reglada
que los contenga.

ESCENA 78. Curva armonica por 5 puntos.

Pintamos tres puntos de rojo y dos de azul. ...

Por los azules, consideramos lineas generadoras
(azules) que corten al plano TT en ellos.

Entonces, por los puntos rojos pasan lineas Uni-
cas que tocan a las dos azules y son generadoras
dos a dos pues las azules lo son. Las pintamos de
rojo y consideramos a la superficie reglada & que
generan éstas tres lineas.

Por definicion, & contiene a las dos lineas azu-
les como reglas (tocan a las tres rojas); y tiene a las
tres rojas en el reglado opuesto. Ademas, el plano
ITno esun plano tangente pues al colocar 5 puntos
en dos lineas, tres quedan en unay lo que posicion
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general quiere decir es que ninguna terna de pun-
tos es colineal. Por lo tanto, la curva armonica

C=8nNII

pasa por los cinco puntos.
Esto demuestra la existencia. .
La unicidad tiene dos vertientes. La combinato-
ria que se resuelve facil. No depende C de qué par
de puntos se escogieron como azules; pues para
cualquier otro par, podemos escoger a las reglas



azules de & que pasan por ellos y obtendremos a
la misma superficie reglada. Y la unicidad geomé-
trica: no depende de qué reglas azules se escojan
en el espacio. Esto se sigue de que se puede cons-
truir la curva sin salirse nunca del plano y el Teore-
ma de Pascal nos provee de una construccion tal.
ESCENA 79. Construccion de Pascal.

Dados cinco puntos en posicion general en el
plano...
se toma una trayectoria de longitud 4 con lineas
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como aristas y ellos como vértices. Se le coloreay
nombra de acuerdo a la demostracion del Teorema
de Pascal. Hemos escogido al punto rojo A7 como
centro de la trayectoria; el azul (y opuesto en el
hexagono por armarse) By, es quien falta y al que
le tocara recorrer con brocha a la curva.

EL primer punto de Pascal ya esta determinado:

P; = (A2 VB3) A (A3 VB,).

Del siguiente, P», sabemos que esta en la linea
A7 V B3 y sera el punto variable. Pues de él se
obtiene la “linea de Pascal” y su tercer punto

P; = (A1 VBy) A (P2 VPy),

y con esto ya obtenemos al sexto vértice que cierra
al hexagono:

B1 = (A3 VP)) A (A VP3),

que al correr con parametro P, € (A7 V B3) di-
buja la curva armonica deseada. !



EJERCICIO 110. Al dual del Teorema de Pascal se le cono-
ce como el Teorema de Brianchon (lo demostrd Charles
Julien Brianchon (Francés, 1783-1864)). Enlncialo.

EJERCICIO 111. Demuestra el Teorema de Brianchon.

EJERCICIO 112. Haz la construccion dual de la Construc-
cion de Pascal (Escena 79), a partir de cinco lineas (te
conviene dibujarlas como pentagono convexo) para ob-
tener el haz armonico que las contiene.

258

5.3.3. El Teorema de Pappus

Teorema 17 (Pappus). Los lados opuestos de un he-
xagono cuyos vértices caen alternadamente en dos
lineas, se cortan en tres puntos colineales.

ESCENA 80. Configuracion de Pappus.

Por veterania historica, es claro que Pappus inspi-
ro a Pascal. Y si ademas, etiquetamos a los puntos
involucrados para hacer la similitud mas evidente,
veremos que las pruebas también son tan cercanas



como los enunciados. .
La idea de la demostracion sera la misma que
la del Teorema de Pascal. Primero, salir al espacio
y construir una configuracion de Dandelin cuyas li-
neas corten al plano en el que vive el hexagono de
la hipotesis, en sus seis vértices y con los colores
correspondientes. Pero como estos vértices ya no
estan en posicion general, sino que ahora son dos
ternas colineales, se deben incorporar a esas dos
lineas como reglas de la superficie reglada.
ESCENA 81. Demostracion del Teorema de Pappus.
Sean A1, B2, A3z, B, Ay, B3 los vértices del he-
xagono en su orden ciclico para que vértices opues-
tos en el hexagono reciban el mismo indice. Llame-
mos by y ap a las lineas que contienen a las ternas
alternadas de puntos del hexagono; de tal manera
que A1, A2, A3 € boy B;,By,B; € ap. Ade-
mas, pintamos a los puntos A; y a la linea aq de
rojoy a los Bj y a by de azul. Notese que aparece
un nuevo punto que hemos llamado O de “origen”
(O =a9p/\byg =Ay = By),yseallel plano en
el que vive la configuracion (IT = ay V by).
Lo que debemos demostrar es que los tres pun-
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tos “de Pappus-Pascal”:
Pi — (A] \/Bk) AN (Ak\/B])

con{i,j,k}={1,2,3}son colineales.
Pensando a IT como plano de D3, sean a; y a,
dos lineas rojas generadoras y que corten a IT en
los puntos A7 y A, respectivamente.
Sea Ry, el reglado transversal azul a las lineas
ap, a7, ay; es decir,

Rp = RT (ag, ar,az).



Tiene reglas by, by, by, by € Ry, que pasan por
O = By, B1, B2, B3 € ay, respectivamente.

Por dltimo, sea R el reglado que extiende a
las lineas ap, aj, a, —bien definido por el Axio-
ma del Equipal—, y sea a3 € R, laregla que pasa
por A3 € by. Vale la pena hacer notar que por la
construccion de Hilbert-CohnVossen, se puede ase-
guraruna linea por A3 que toque a otras dos de las
reglas by, by, by € Ry, pero en principio no es-
tamos seguros de que también toque a la tercera;
esto es lo que proporciona el Axioma del Equipal.

Ya tenemos una configuracion de Dandelin rela-
cionada con el hexagono de la hipotesis, y a partir
de aqui, la demostracion es verbatim la del Teore-
ma de Pascal, puessi{i,j,k} ={1,2,3} elLema

de Dandelin nos da que ((ag Aby) V (az Aba) V (az Abz)) ATIT;

Pi = (A;VBi) A (Ax V Bj) porque de hecho, son donde los lados del triangu-
((aj Vi) AT A ((ax V bj) ATT) lo “diagonal” ((a; Aby)(az Aby)(az Abz))de
((a5 Vbi) A(ax Vb)) ATI la configuracion de Dandelin, cortan al plano TT.[]
(((lj /\b]) V (ak /\bk)) ATT.

Y entonces, los tres puntos de Pappus-Pascal,
P1, P2, P3 estan en la linea
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5.3.31. El Teorema de Papus
y el Axioma del Equipal

Ya demostramos el Teorema de Pappus supo-
niendo valido al Axioma del Equipal. Por Gltimo, ve-
remos lo que nos falta para probar que

Teorema 18. El Axioma del Equipal es equivalente
al Teorema de Pappus.

Y por tanto, que la misma teoria se puede desa-
rrollar suponiendo a este teorema clasico como
axioma, y hay an otros dos enunciados importan-
tes con esta misma propiedad, que se refieren a las
tematicas que abordaremos en los Capitulos 6 y 7.

Lo que nos queda por demostrar es:

e Si el Teorema de Pappus vale en los
planos, entonces se cumple el Axioma
del Equipal.

Demostracion. La demostracion consiste de dos
partes, la primera es traducir el Axioma del Equipal
a un enunciado mas técnico y preciso, intimamen-
te relacionado con la configuracion de la escena
anterior, y entonces si: usar el Teorema de Pappus.
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Sean ag, ai, a; tres lineas rojas en posicion ge-
neral. Para ver que el Axioma del Equipal es valido,
debemos demostrar que se extienden a un Unico
reglado . Sea

mb - (R\CT(QO) as, Clz)

su reglado transversal; consiste de todas las li-
neas que tocan a las tres, y las pintamos de azul.
Tenemos que demostrar que si tomamos dos ter-
nas de reglas en Ry, los reglados transversales
que generan son el mismo (ésto es el Axioma del
Equipal). Para lo cual, consideremos una terna fija
bo, b1,b2 € Ry, vy sea

ma — mg(bO)b1>b2);

es un reglado de reglas rojas que extiende a
Qp, 1,02 € Ryg.

Afirmamos que basta probar que

bs Ry v a3 € Ry = C13/\b37é@, (5.6)

para que R, sea Unico. Pues al variar az en R,
este Gltimo enunciado (5.6) implica que

ma - my(bO)bth) - my(bO)bhbS))



ya que ambos reglados estan parametrizados por
los puntos en by. Y si podemos cambiar arbitraria-
mente una de las reglas azules sin alterar el regla-
do transversal (que extiende a ag, a, a,) enton-
ces en tres pasos podemos cambiar de by, by, b,
a cualquier terna de reglas azules en Ry, sin que
se altere su reglado transversal; es decir, éste se
mantiene igual en cada paso.

Asi que, el escenario que armamos para la de-
mostracion del Teorema de Pappus es justo el que
ahora debemos considerar:

ESCENA 82. T. Pappus implica A. Equipal.
Nos queda por demostrar (5.6), es decir, que si

bO)bth)bS S mg(aO)ahaZ) =Ry
y ap,ar,az,az < my(bO)bth) — ma

entonces a3 tocaa bs.

Sean O = ap /\ bp;yparai=1,2,3, sean:

Ai—ai/\bo V' Bi:ao/\bi.

Podemos entonces aplicar el Teorema de Pappus
enelplano IT = aq V by, para obtener que
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P; = (A \/Bk)/\(Ak\/Bj)
= ((q5 Vb)) A (ax V b)) ATI,

parai = 1)2>3 y {)>k} - {]>2>3} \ {l}r son
puntos colineales. Llamemos p C ITa la “linea de
Pappus” que los contiene (p = P; \V P, V P3).

Sea

€3 = (C11 /\b1)\/(a2/\b2)



Por el Lema de Dandelin (4), se tiene que

gg/\ﬂ: ((a1 /\b1)\/(a2/\b2))/\ﬂ
= ((a1 Vb)) A (a2 Vbi)) ATI
= (A1 VB2))A(A2VBy) =Ps.

Y por lo tanto el plano “diagonal”
A= P V €3

esta bien definido pues P; = p A L.

Sean{; = P1V(ay/\by), ¢ = P,V (a1 Aby)y
W = {;/\l; que es un punto pues {; y{, estanen
el plano A (ésta es la gran aportacion del Teorema
de Pappus).

Vamos a probar que W € a3y W € bj para
concluir que estas dos lineas también se tocan y

con eso, se completa la demostracion del teorema.
Consideremos los planos A, a3 V by, a3 V bs.

Se cortan por pares en las lineas:
AA(Qg\/b]) ZPz\/((l] /\b]) 222
(a3 Vbi)A(az Vb)) =a3
AN (azVby) =PV (a2 Aby) ={;;
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y como tres planos tienen un punto en comdn, este
tiene que ser W = {, /A {;. Por lo tanto W € as.

Analogamente, los planos A, a; V b3, a; V bs,
tienen como intersecciones a {,, bz, £; y como vér-
tice comin a W; por lo tanto W € bs. O

Con esto se cierra el ciclo de formalidad en la
Parte Il del libro. Todo ha quedado debidamente
demostrado y la suposicion extra que se hizo ya
tiene dos enunciados que a primera vista no pare-
cian estar relacionados.
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