Momentos notables en Ia historia de las matematicas

Area de un tridngulo

g

El area del triangulo es igual a la mitad del producto de su base por su altura. A
La formula para el area de un triangulo suele escribirse como: ?
P base xj altura A

) b A
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Area de un trigngulo

4/

base
El area del triangulo es igual a la mitad del producto de su base por su altura. A
La formula para el area de un triangulo suele escribirse como: ?
’ 1o
. base d altura A
i e
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El teorema de Pitagoras

4+
+/

Teorema de Pitagoras

En un triangulo rectangulo, la suma de los cuadrados construidos sobre los
catetos es igual al cuadrado construido sobre la hipotenusa.

Interpretacion A
El teorema afirma que si los catetos de un trianqulo rectanqulo son av b 1

g ﬁ | Proporciones | | x de la Esfera | Tiro Parabolico | Leyes de Kepler | Formula de Euler i » |
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El teorema de Pitagoras

+
4/

Interpretacion

El teorema afirma que si los catetos de un triangulo rectangulo son ay b

; 2 2 :
y su hipotenusa es ¢, entonces & +b’=c 0, lo que es lo mismo, que la

suma de las areas de los cuadrados rojos es igual al area del cuadrado azul. A
v
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El teorema de Pitagoras

+)
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Demostracion

Los cuadrados de ambas figuras tienen lado a+b vy, por tanto, la misma area.
Cada figura tiene cuatro triangulos rectangulos amarillos que son todos iguales.
Entonces, si eliminamos todos esos triangulos, las areas de lo que queda en

A
cada ﬁgura deben ser iguales. Como lo que queda en !a figura de la izquierqla E 4

5
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El teorema de Pitagoras

+/

4

Los cuadrados de ambas figuras tienen lado a+b 'y, por tanto, la misma area.

Cada figura tiene cuatro triangulos rectangulos amarillos que son todos iguales.

Entonces, si eliminamos todos esos triangulos, las areas de lo que queda en

cada figura deben ser iguales. Como lo que queda en la figura de la izquierda

es a +b’ y lo que queda en la de la derecha es o , resulta que @ +b=c , -
gue es lo que queriamos demostrar. . A
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La ley de las proporciones La ley de las proporciones dice que

los lados de dos triangulos semejantes
son proporcionales.

La figura exhibe dos triangulos semejantes.

La ley de las proporciones dice que
a _ b _ ¢

a’ b’ c’

Demostraremos la ley de las proporciones
para triangulos rectangulos usando
argumentos de particion de figuras planas
y areas. Luego extenderemos el resultado
obtenido al caso de triangulos arbitrarios.

y
paso E
m | Proporciones | Area de la Esfera | Tiro Parabélico | Leyes de Kepler | Formula de Euler m




La ley de las proporciones

ab’

+

i

a’' b

A
X

Los rectangulos de lados a b’ v a’ b,
tienen areas iguales.

ab’=a’'b (A)
Esto demuestra que
s & 8 5
a b J a a (B)
Usando el Teorema de Pitagoras y (B),
%
1+
F_d+ _ & Td _ &
c? al+p? a'? I+% ey
il
Por lo tanto:
a _ b _ ¢
a b c’

Lo cual demuestra la ley de las
proporciones para triangulos rectangulos.

£3
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La ley de las proporciones Para cubrir el caso general realizamos la

construccion que se muestra en la figura.

Dado que los triangulos de lados
h,aq,c v h,a-q,c

son semejantes y rectangulos, sabemos

que

h _c¢c _ a-q
k' ¢ a-q
Y dado que los triangulos de lados
h,q,b Yy h,q,b

son semejantes y rectangulos, tenemos

+|

que
b h_b_q
b g
a-q Por lo tanto:
i ¢c _ b _ a
¢ b a
Q.E.D.
paso §
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La ley de las proporciones Lensi
_ n, _n,
Si ) (A)
n,+n, n, n,
entonces: = =
d,+d, d, d,
Demeostracion
el n(I+ dz)
ﬁ "’I ‘|‘H;. _ H 1 dl' _ I dl'
Gl g a ™ d(1+i)
I I n, ] dI
b
de (A) es obvi 5
orque de (A) es obvio que: —=—
a-q porq q n, d,
o,
H N N
Por lo tanto = Q.E.D.
N d,+d, d,
B < o

m | Proporciones FArea de Ia Esfera || Tiro Parabélico | Leyes de Kepler | FFormula de Euler | l—-)_)
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La ley de las proporciones (Eudoxio y Euclides)

C

+)

Reflejar % pas %

m | Proporciones | x de la Esfera | Tiro Parabolico I Leyes de Kepler | Formula de Euler m
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La ley de las proporciones (Eudoxio y Euclides)

Reflejar $ paso %
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La ley de las proporciones (Eudoxio y Euclides)

AB= 25 AX A'B’~ 18 AX

AC= 25 AY AC’'~ 18 AY

. A A _ A
Reflejar v n=25 m=18 paso

| 4u ' | Proporciones | XE de la Esfera I Tiro Parabolico I Leyes de Kepler | Formula de Eular l » |
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La ley de las proporciones (Eudoxio y Euclides) mAXS A'B'< (m+1)AX
nAX= AB =nAX
. AB’ m+1
& " m T AR W
0 A
AF
B!‘

AB= 25 AX A'B'~ 18 AX
AC= 25 AY A'C'~ 18 AY

. A A _ A
Reflejar v n=25 m=18 paso

m | Proporciones |X de la Esfera | Tiro Parabédlico | Leyes de Kepler | Formula de Euler m
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La ley de las proporciones (Eudoxio y Euclides) mAXS A'B'<(m+1)AX
nAX= AB =nAX
m . AB < m+ 1

17 AB n

mAYS A'C'<(m+1)AY
nAY= AC =nAY
m . AC {m+f
n - AC n

AB= 25 AX A'B'~ 18 AX
AC= 25 AY A'C'~ 18 AY

- A A A
Reflejar = vinE2 m=18 paso

m Proporciones | FArea de la Esfera || Tiro Parabélico || Leyes de Kepler "Férmula de Euler m
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La ley de las proporciones (Eudoxio y Euclides) mAXS A'B'<(m+1)AX
nAX= AB =nAX
m . AB m+ 1

<
n AB i

mAYS A'C'<(m+1)AY
nAY= AC =nAY
mo - ACT ~ mtl

n - AC = n
Entonces:
AC" AB’ 1
‘ ac AB |‘i F ‘E”{H = 0
Por lo tanto:
AB= 25 AX A'B’'~ 18 AX
AC= 25 AY A C'~ 18 AY AC’ AB’
o ~ 10 - AR Q.E.D. _
Reflejar vl 20 =id paso oy

m Proporciones | rea dela Esfera Tiro Parabolico | Leyes de Kepler | Formula de Euler [T)
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Superficie de la esfera
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A
~
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Superficie de la esfera
4
£3
A A
b 4 A
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Superficie de la esfera
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Superficie de la esfera

+
-
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A A A , A A A
r E i i n i angulo v escala v paso &
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A =p k=l ok

limA = limp -L=2rrlL

h —ow H —ow

A A A A L, A A
v L1 nl angulo « escaal paso

A
r
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A =p k=l ok

limA = limp -L=2rrlL

h —ow H —ow

A, = 15.276 2rr L= 15.080

A . A A A ., A
g v nl angulo & escala paso

A
k2
(]

# —
| 4u h Proporciones rea de la Esfera Tiro Parabolico Leyes de Kepler | ' Formula de Euler
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A =p chiswik L

lim A, = lim p L=2rrl

n —o 1 —roo

A =15090  2rrL=15.080

A A A A A A
r v L v n v angulo escala v paso v

| 4u h Proporciones | X de la Esfera Tiro Parabolico Leyes de Kepler | ' Formula de Euler l » l
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A =R rli=id IR

-

= r =
%#,'/‘7// ST S
—— %
x S

lim A, = lim p -L=2rrlL

11 oo 11 —*eo

A = 15.090

A
- K3

rﬁ—j Proporciones |

2rr L= 15.080
A
O X

rea de la Esfera

A
L

, A
angulo &

T A
escala

A
paso v

—
Tiro Parabolico

ﬁ
Leyes de Kepler

"Férmula de Euler (o]
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d =p-L=nml-1

; iﬂz;? tz:m( E)r
=g 1

- -

lim A = lim p -L=2grlL

H —*m H —*oe

A, = 15.090 2rr L= 15.080

A F N FiN

o - A A L, A A
rl L1 nl angulo < escala paso
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Superficie de la esfera
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A A . A A
n v ﬁ1 escala v paso v
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/e
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A A A A
n v fi v escala v paso

r—r— ﬁ *’ *‘ —
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N\
/R ”

A=3X 2zr L
i

+/

(€}
Por triangulos semejantes,
s

h ‘
—"‘=T” Vore FAE=RAA

R
“ A=X 2nr-L=2rR3 h =4z K’

n n

A A Ao A
n v fl escala v paso v

T *‘ ﬁ ﬁ * —
| ¢ ] Proporciones | I de la Esfera Tiro Parabolico Leyes de Kepler | ' Formula de Euler r-b |
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Superficie de la esfera
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Superficie de la esfera
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Superficie de la esfera

c

A A
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Superficie de la esfera

4

+ K1
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Geometria del tiro parabolico
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A A
Construccion Envolvente o Animacién| o

-
4
m | Proporciones Area de la Esfera || Tiro Parabélico | Leyes de Kepler | FFérmula de Euler m
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Geometria del tiro parabolico

wmJ:LyAbreu

o
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A
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Geometria del tiro parabolico

4|

A A A
Constyuccion , = Envolvente = Animacion o

v

A
h 4 " A pA v
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Geometria del tiro parabolico

D

PN .
P

‘ A . | A
Constyuccion v Envalvente’ v Animacion| v

LY
4 . 4 b4
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Geometria del tiro parabolico
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Construccion de las trayectorias parabdlicas

Sea h la altura mé&ama que puede alcanzar una bala disparada verticalmente, la cual se calcula

como la altura donde toda la energia, que inicalmente es sélo cinética, se convierte en potencial,

2
J‘HYE
2

es decir: E=mgh=

Construimos la parabola con foco F vy directriz
horizontal a una altura R sobre el canon. A
cualquier posicion B de la bala a lo largo de la
parabola, le asignamos una velocidad en la
direccion de la tangente a la parabola y de

Se construye una circunferencia con centro _ 1
en O vy deradio . Dada una direccién de ha - S

N
magnitud w= BF v,. Entonces:

disparo cualquiera, se refleja el punto sobre el
/ :
h

canon auna altura It v se llama F .
Teorema. La trayectoria parabdlica con la velocidad asignada satisface la ecuacion

2

sl - _omy , -
ﬁ: e mgh = > T mg) v
up

(@) Tiro Parabélico || L F

eyes de Kepler ormula de Euler

Proporciones rea de la Esfera
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M!’ﬂ,

2

= mgh = =

+
5t mgy

que corresponde a la conservacion de la energia en el tiro parabdlico.

Demostracion. Sea d la directriz, es decir la recta horizontal con altura fr sobre el carién.
Sean (x,p) las coordenadas de una posicion arbitraria de B . Por construccion de la trayectonia,
BF=Bd=h-y . Entonces se cumple la siguiente cadena de igualdades:

WY iy BE 2 o [BF
7 tmgy = 5=V, +mgy por la definicion v 5 Vo
”"’u-z h-
== ;’ +mgy porque BF =l - .
i - ;s mvﬂz
ﬁmgﬁ—hy— + mgy por la definicion de i, tal que mgh= 3
=mgh por mera simplificacion algebraica.

<>

Lo cual demuestra el teorema. QED.

| ¢ } Proporciones rea de la Esfera Tiro Parabolico Leyes de Kepler | ' Formula de Euler [ » |
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Se puede ver el movimiento desde el punto de vista del Sol o de la Tierra.

Arriba aparece una escena interactiva que muestra al Sol y los planetas en movimiento
E Para cambiar el punto de vista basta elegirlo en el ment desplegable. E




Dia del afio: 256
Septiembre 12.64°

(o

..
Sql‘lerqun'n

) [ T T T e [T e (5




omentos notables en Ia historia de |as matematicas wnJ:LyAbreu

Dia del afio: 256
Septiembre 12.6¢"

S%EFGU rio

Ver nombres | Fijar la Tierra | Ver drbita | de todos | X ' |

Alitud (km) 2180 ] Hora 215 ] Ocutar orias]_Gontiwar ] Vel iasig) &
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Dia del afio: 256
Septiembre 12.64°

(€] - _ 2 Ver nombres | Fijar el Sol | Ver 6rbita | de todos

Alitud (km) +50 - Vel (diasfig) 3
[« ™ Proporciones | mmmm 3
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Geometria del movimiento planetario

4/

Fljar orbita

-
A4
m Proporciones | FArea de la Esfera | | Tiro Parabélico | Leyes de Kepler "Formula de Euler m
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Geometria del movimiento planetario

+/

(&)

A

N, 02

N
h, 4
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Geometria del movimiento planetario
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K3
— A
iR, 02

A
b, 4

m Proporciones | FArea de la Esfera || Tiro Parabélico | Leyes de Kepler | FFérmula de Euler m
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Geometria del movimiento planetario
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K3

A

? '0-2
MUiberar obita |

A
.4
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Geometria del movimiento planetario

+/
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A
J 7 '0-2

Ver areas

A
h 4
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Geometria del movimiento planetario

4/

€
A

A
4
m | Proporciones FArea de 1a Esfera || Tiro Parabélico || Leyes de Kepler | FFérmula de Euler m




Momentos nutal_:iias en la historia de las matematicas o J:L.yAbreu
Teorema:
Sean:

J = |MF], es decir, la distancia entre los focos
de la elipse,

m un punto cualquiera de la elipse,
r=Mm vy r=|Mm|,

P el punto de interseccion de la recta por M

y m, con la circunferencia de radio R, =
q =FP y q=|FP|
@ el angulo formado por r v v,
Entonces:
T = (R-£)(R~r) (1)
r
3’ A
. R- -
raseno= 250 (2) v

uff (<>

Proporciones | rea de la Esfera Tiro Parabolico Leyes de Kepler | | Formula de Euler { » |
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Demostracion

Es facil ver que |mP| = |[mF| =R —r. Sea @ el angulo formado por r y ¥. Entonces:

= .
sen @ 3 (R-F) (A)
Sea ¢ el angulo FPM. Usando la ley de los cosenos en el trigngulo MPF, cuyos lado son

R, qv f, obtenemos:
f= R*+ qz—ZRq cos @

despejando cos ¢ v observando que es igual a sen @, tenemos que:
_R+gd -7
sen @ 2Ry (B )
Combinando ( A ) con { B ), obtenemos:
A e S
2(R-r) 2Ry

Multiplicando ambos miembros por los denominadores y eliminando el 2, obtenemos:

Re=(R*+q¢ -y*)(R-r)

"

+| Il 2

—'

— —
Proporciones rea de la Esfera Tiro Parabolico Leyes de Kepler | | Formula de Euler
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Extrayendo g de la suma,

Re=(R*-f°)(R-r) + ¢(R-1)

Pasando el término en q2 al miembro 1Zquierdo de la igualdad y eliminando terminos iguales de
signo contrario, obtenemos:

=B~ ) (R ~7)

Dividiendo ambos miembros por r se obtiene (1 ).

Para demostrar { 2 } multiplicamos ( A ) por rq obteniendo:

i r
Fq sen a qu
Sustiyendo el valor de q’ dado en { 1 ), obtenemos las siguientes igualdades:

r (R-f)(R-r)

rgsene = 2(R-7)

que al simplificarse { 2 ), lo cual completa la demostracion del teorema.

A
K4 Q.E.D.
o

] Proporciones rea de la Esfera Tiro Parabolico Leyes de Kepler | Formula de Euler
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Interpretacion fisica

Supongamos que el punto M representa una masa grande y m una pequena. Sea ¥ un vector
tangente a la elipse en m, cuya magnitud es proporcional a ¢, concretamente:

2GM
y = ___q |: C :|
\/ R(R-f)
Entonces:
m 2 2GMm
2 2R(R-F)
K3 | . | (%]
y sushituyendo q2 por su expersion dada en ( 1 ), obtenemos:
m 2 R-r
3 v =GMm R
que puede escribirse como la férmula de la conservacion de la energia mecanica:
mv' _ GMm _ _ GMm
2 r R
A Esto demuestra que la trayectoria definida conserva la energia. Por otro lado, el momento angular A
7 es claramente perpendicular al plano de la elipse y su magnitud es: ?
| dm } Proporciones rea de la Esfera Tiro Parabdlico Leyes de Kepler | ' Formula de Euler [ » |
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Esto demuestra que la trayectona definida conserva la energia. Por otro lado, el momento angular
es claramente perpendicular al plano de la elipse v su magnitud es:

2GM
L=m rv sen B=md— rqsen@
R(R-f)
que. usando { 2 ). puede escribirse:
L m\/ SR (D)

lo cual es constante a lo largo de toda la trayectoria y por tanto el movimiento definido conserva
también el momento angular. En particular, queda claro que la trayectoria eliptica que construimos
geomeétricamente con la velocidad dada por { € ), satisface las dos primera leyes de Kepler.

Veremos ahora que la tercera ley de Kepler es una consecuencia de (2). El area de la elipse es:

A= "R‘*’fz'f

Usando { D ) obtenemos que la velocidad es:

p =

L =\j GM{;;-J"?]

A 2m

P —y : - | —
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El movimiento definido satisface la segunda ley de Newton

A continuacidn probaremos que este movimiento también satisface la segunda ley de Newton::

F=-ma {(F)
donde F= - s r vy @& eslaaceleracion, ie a= ;2 r
r f

La definicion vectorial del momento angular es: Z=rxm v . Por (L ), lamagnitud L de L es
constante, y como su direccion siempre es perpendicular al plano del movimiento, L es constante.
Derivando con respecto al tiempo obtenemos que rx @ =0, yaque v x v = 0 . Esto implica que
a esparaleloa r yporlotanto F v a son paralelos.

Recordando que E es constante y derivando { E ) con respecto al tiempo, obtenemos:

- G':_f" 7V =v-(ma - G*:g"" r)=v-(ma - F)

=3

O=mv-

Esto demuestra que F =ma, excepto cuando ambos vectores son perpendiculares a v, lo cual
ocurre solo en dos puntos de una travectoria eliptica no circular. Como F y a son funciones
continuas y son iguales, excepto posiblemente en dos puntos, resulta que también deben ser iguales
en esos puntos, es decir, son iguales a lo largo de toda la trayectoria. Esto demuestra ( F ) para
trayectorias no circulares.

el

J:L.yAbreu
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Proporciones raa de la Estera ' ' Tiro Parabolico Leyes de Kepler ' ' Formula de Euler

Recordando que E es constante v derivando { E ) con respecto al iempo, obtenemos:

0=m¥-a - TG =V (md - ZF)=F-(md - F)

Esto demuestra que F =m a, excepto cuando ambos vectores son perpendiculares a v, lo cual
ocurre solo en dos puntos de una trayectoria eliptica no circular. Como F y a son funciones
continuas y son iguales, excepto posiblemente en dos puntos, resulta que también deben ser iguales
en esos puntos, es decir, son iguales a lo largo de toda la trayectoria. Esto demuestra ( F ) para
trayectorias no circulares.

En caso de que la trayectoria sea circular, el argumento anterior no es valido. Para completar el
argumento recurrimos a la definicién ( D ) de . En este caso la distancia entre los focos =0,

q =R vladstanciade m alongen r =% . Sustituyendo en { D ) y elevando al cuadrado

obtenemos:

‘,2 _ EG.g-f q2= 2G6M _ GM _
R R r
"}
La aceleracién centripeta del movimiento circular uniforme es a= —— . por lo tanto:

ma= m‘i = GMm _

1‘2

lo cual que demuestra que ( F ) se cumple también en el caso de una trayectoria es circular.

. E—ees —a.
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nE-Z

f(r)=G-r"

E=-0.279994

L= 1240000 \

()

Limpiar Avanzar/Pausa Reiniciar
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E=-0.679998
L=0.800000

)

v 208 | dt 20025 N 2000
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n E-2.5

f(r)=G-r"

E=-0.510403
L=0.800000

dt 20.025] N 22000
) e T e T e s Faanaen MCaver ae oo WPSTOWVEINF (5
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E=-0.728828
L=0.800000

{'F

g | v 208 | dt 2005 | N 211000
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E=-0.680475
L=10.800000

{T

gt 20.05 | N 1000
(@) [ Proporciones || Area de 1a Esfera || Tiro Parabelico | | Leyes de Kepler || Formula de Euler | | = |
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E=-0.720517
L=10.800000

3

U | v 208 | dt 50.05 | N 11000
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E=-0.680346
L=10.800000

{T

N 411000
) [ T T T T | e (%




E=-0.862117
L=10.600000

{T

gt 20.05 | N {1000
) T T T T T R T R [
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Se dice que €sta:

[+e™=0

es la formula mas bella de las matematicas.

L.
A 4
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La identidad de Euler

gs consecuencia directa de la llamada formula de Euler

5 |
e’ =cos O + isen

que todos conocemos de la teoria de las funciones complejas.

Pero, ;la formula de Euler es un feorema o una definicion? 'y
v

{ e ] Proporciones rea de |a Esfera | Tiro Parabolico Leyes de Kepler ormula de Euler f 3 ]
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Leonhard Euler obtuvo la formula

e’=cos O + isen
a partir de su definicion de

oo
Zil
e’= 2 o
n=0""
y de las expansiones en series de Taylor del seno y ¢l coseno,

con las cuales prueba que

e‘=cosz + isenz

Pero ;porqué define asi e” ?
En parte porque sabe que
© xn
e*= 2 —+ paraxreal
n=120 *

A
a4

1 ] Proporclones rea de la Esfera Tiro Parabolico Leyes de Kepler | ' Formula de Euler f » 1
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Pero la serie de potencias define una funcion analitica
exp(z)
Que nos da derecho a decir que exp(z) =e” ?

., No hay acaso ofra defincion de exponenciacion compleja?

INo hay otra manera mas elemental, mas algebraica de
definir z" para cualquier par de nimeros complejos zy w ?

En realidad si la hay.

(@) Tiro Parabélico F

Proporciones rea de la Esfera Leyes de Kepler ormula de Euler
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Construyamos una funcion f: C xC - C tal que:

1. flzw,+w,)=flzw;) flzw,) V zw,,w, €C
2. flz,1) =z V zeC
3. Axy)=x" V x>0y VYyreal

Suponemos que w=u+iv con u, v reales, y definimos
f(z,w) en coordenadas polares, 1.€. su magnitud y argumento:

In|flzw)|=In(|z|) u-barg(z) v
arg(zw) ) =barg(z) u+in|z| v

donde b es un numero real arbitrario. Es facil ver que esta
funcion satisface las tres condiciones 1, 2 y 3.

{ (-] Proporciones | FArea de la Esfera || Tiro Parabolico | Leyes de Kepler | FFérmula de Euler f » |
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Usamos entonces f(z,w) para definir z" , es decir:
In|z"|=In(|z|) u-barg(z) v

arg(2”) =barg(z) u+in|z| v

Esta definicion nos lleva a la formula de Euler s1 sélo s1 6=1
en general nos lleva a:

I

e’ =cos bO + isen bl

. Algo que nos lleva a 5= 1 aparte de la simple sencillez y de
que queremos que se cumpla la formula de Euler?

T *‘ ﬁ ﬁ * —
| ¢ ] Proporclones | I de la Esfera Tiro Parabolico Leyes de Kepler | ' Formula de Euler r-b |
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Si, queremos que se cumpla la regla de dertvacion:

j{ew:fem
do
Pero
e’ =cos bO + isen bO

la satisface siy sélosi b=1 .

En resumen, si hay una manera algebraica de extender la

la exponencial real a los complejos, pero para que sea unica €s
necesrio pedir algo mas. Para llegar a la formula de Euler
pedimos que la extension sea dertvable 1.€. que sea holomorfa
y por lo tanto que sea analitica... ;Definicion o teorema?

| 4u h | Proporciones | x delaEsfera| Tiro Parabolico Leyes de Kepler Fﬁrmula de Euler
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