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Capitulo 1

Resumen historico

1.1. Introducciéon

La tradicién nos dice que los primeros desarrollos matematicos se hicieron en el antiguo Egipto,
en Sumeria y Babilonia hace unos cuatro o cinco mil anos. En realidad los primeros elementos de
las matematicas surgen mucho antes con el desarrollo del lenguaje. Por ejemplo las palabras que se
usan para contar pequenos conjuntos de objetos, e incluso la manera de representar esos niimeros,
aunque fuese muy rudimentaria, por ejemplo haciendo marcas en un hueso, tantas como ovejas
hay en un rebano, surge mucho antes de que las culturas del oriente mediterraneo se establecieran.
Surgen como parte integral del lenguaje humano. Keith Devlin (Ref. 1), un conocido investigador
en el tema del pensamiento matemaético piensa que las habilidades matemaéticas son las mismas que
las lingiifsticas, ambas se ocupan de abstracciones, la unica diferencia es que las de las matematicas
tienen un grado de abstraccién mayor que las del lenguaje ordinario. Pero las relaciones entre los
conceptos abstractos que manejan las matematicas son, si no més simples, por lo menos mas claras
que las que ocurren entre las abstracciones mas mundanas como podrian ser las personalidades de
los miembros de una tribu o las plantas y sus productos o los animales y sus costumbres, asuntos
con los que hay que lidiar en la vida diaria.

A lo largo de este libro nos adherimos a la idea de que las matematicas constituyen un lenguaje
especializado en el manejo de conceptos abstractos entre los que hay unas relaciones bien definidas.
De hecho el nombre mismo de las Matematicas proviene del griego MATHEMATA que significa
aquello que se puede entender racionalmente. Y entender algo significa tener claras las relaciones
que operan entre los elementos de un sistema y poseer la capacidad de deducir que otras relaciones
también se cumplen a partir de las primeras mediante un proceso de deduccién légica. Esto es, a
grandes rasgos, lo que se entiende por un sistema axiomatico. Sin embargo no deseamos reducir las
matematicas a sistemas axiomaticos ya que éstos suponen una claridad ab-initio de las relaciones
entre los conceptos abstractos de que se ocupan, mientras que en el desarrollo de las matematicas
la formacién de conceptos y la clarificacion de las relaciones entre ellos y la bisqueda de las més
bésicas a partir de las cuales las demds pueden deducirse, suele ser un proceso complejo que lleva
tiempo y esfuerzo. Consideramos que estos procesos son parte integrante del quehacer matemético
y que describir a las Matematicas como un conjunto de sistemas axiomaticos deja de lado lo que
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6 CAPITULO 1. RESUMEN HISTORICO

puede ser, quizas, su aspecto mas importante.

Las matemadticas constituyen una de las actividades humanas més refinadas. Fueron desarrolladas
en muchas culturas diferentes por gente que observaba el mundo en que vivia, tratando de reconocer
orden y coherencia, con la esperanza de predecir y tal vez controlar eventos futuros.

1.2. Los origenes (3000 - 350 aec)

Las matemadticas nacieron cuando el hombre primitivo tuvo necesidad de contar y evolucionaron
como un lenguaje escrito hace unos cinco mil anos cuando los creadores de calendarios calcularon
el inicio de las estaciones e hicieron marcas en tabletas o papiros para registrar esos datos. Siglos
después, el escolar renacentista Galileo Galilei escribié que el gran libro de la naturaleza esté abierto
ante nuestros ojos y la filosofia verdadera esta escrita en él, pero no podemos leerlo sin antes aprender
el lenguaje y los simbolos con los que esta escrito; esta escrito en lenguaje atemético y los simbolos
son triangulos, circulos y otras figuras geométricas.

Pero los simbolos matematicos més antiguos no fueron figuras geométricas sino marcas en tabletas
de barro babilonias que se usaban como calendarios o jeroglificos cavados en piedra en los templos
mayas. Con el desarrollo del comercio, la necesidad de medir y contar acompané a las caravanas de
viajeros comerciantes.

La medicién de la tierra, de donde la Geometria toma su nombre, tuvo que satisfacer las necesidades
de la irrigacion y el célculo de impuestos en el antiguo Egipto y en Mesopotamia. Al construir las
pirdmides y tener que orientarlas debidamente exactamente al norte o al oriente, los arquitectos
egipcios descubrieron relaciones entre tridngulos, rectdngulos y circulos. En la antigua Alejandria,
la Geometria y la Trigonometria se usaron para medir el tamano de la Tierra y las distancias al Sol
y a la Luna.

Grandes desarrollos ocurrieron cuando los antiguos griegos como TALES DE MILETO (620 - 546 aec)
o PITAGORAS (569 - 475 aec) y sus discipulos llamados “los pitagéricos” trataron a los nimeros y
las figuras geométricas como abstracciones puras. Estos juguetes mentales generaron las bases para
toda la ciencia y tecnologia con que contamos en la actualidad. ;Cémo ocurrié esto?

1.3. Las matemadticas griegas, época de oro (350 - 100 aec)

El desarrollo de los conceptos de darea y volumen como entes cuantificables por medio de los niimeros,
y del conceptos de razon, también expresable mediante nimeros llevan al inicio de la época de
oro de las Matematicas griegas en las que se descubren el teorema de los triangulos semejantes
(los tridngulos semejantes tienen sus lados proporcionales) y el Teorema de Pitdgoras. También
se formaliza el numero m como la razén del perimetro de un circulo a su diametro y se obtienen
buenas aproximaciones de su valor. Estas y otras ideas importantes que siguieron desarrollandose
a lo largo de estas lineas culminaron en el siglo XVII en la creacién del Calculo dando un impulso
sin precedentes al desarrollo de la Ciencia y la Tecnologia.

Sin duda el libro méas importante en toda la historia de las Matematicas y uno de los méas importantes
en la historia de la humanidad es “Los elementos” de EUCLIDES DE ALEJANDRIA (325 - 265 aec),
escrito alrededor del ano 300 aec. La aparicién de esta obra marca un momento decisivo en la
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historia de la humanidad. Es una admirable coleccién de trece libros que contienen casi todo el
conocimiento matemético de su tiempo, incluyendo los trabajos de EuDoxo DE CNIDO (390 - 337
aec), uno de los tres mateméaticos més importantes de la antigiiedad griega, junto con ARQUIMEDES
DE SIRACUSA (287 - 212 aec) y APOLONIO DE PERCA (262 - 190 aec). Bien presentado y organizado
en orden 16gico, es un logro cultural extraordinario que ha influido en el pensamiento cientifico de la
humanidad durante mas de dos mil anos. Asent6 las bases del método deductivo, mostrando que el
intelecto humano puede descubrir verdades matematicas utilizando inicamente la razén y la légica.
“Los Elementos” se escribié originalmente en griego sobre rollos de papiro, pero fue traducido a
muchos idiomas y publicado en incontables ediciones.

Entre los logros mas importantes que se atribuyen a EUDOXO estan la teoria de las proporciones
(Libro V de Los elementos), la férmula para el volumen de una pirdmide y el método de exhaucién
para calcular o estimar areas y volumenes de regiones acotadas por curvas y superficies que no son
planos.

Entre los principales logros de ARQUIMEDES se consideran su estimacién de , la cuadratura de la
pardbola (utilizando en ambos casos el método de exhaucién) y los célculos del volumen y la super-
ficie de la esfera. El método de exhaucién también lo utilizé en China, de manera independiente,
Liu Hui en el siglo IIT aec para encontrar el area del circulo, logrando obtener un valor de m mas
preciso que el de Arquimedes.

A APOLONIO se le conoce principalmente por su exhaustivo y elegante trabajo sobre las secciones
coénicas, que solo podra sera superado casi dos milenios més tarde en el siglo XVII con las geometria
analitica de FERMAT y DESCARTES.

1.4. Alejandria, siglos I al IV

Durante el apogeo del Imperio romano que controlé la cuenca del mar Mediterrdneo desde unos
anos antes de Cristo hasta el siglo IV, el desarrollo de las matematicas decayd. Esta época estd
dominada por personajes que mas que desarrollar conceptos, ideas y métodos, lo que hacian era
comentar o recopilar los conocimientos de sus predecesores. Sin embargo la ciudad griega de Ale-
jandria, fundada por ALEJANDRO MAGNO (356 - 323 aec) en la desembocadura del rio Nilo, en
Egipto, se convirtid en la capital y refugio cultural de la época y especialmente durante los siglos IT
al V hubo importantes desarrollo en matematicas. Entre los personajes méas notables de esta ciudad
y en esta etapa (no olvidemos que Euclides vivi6 en Alejandria, pero mucho antes, alrededor del 300
aec) que hicieron contribuciones a las matemadticas destacan MENELAO DE ALEJANDR{A CLAUDIO
PTOLOMEO (100 - 170), DIOFANTO DE ALEJANDRIA (210 - 290 aprox), PAPPUS (siglos III y IV),
TEON DE ALEJANDRIA (335 - 405) y su hija HIPATIA (370 - 415). Entre quienes hicieron principal-
mente comentarios a las obras de sus predecesores, sobre todo a las de EUCLIDES y ARQUIMEDES,
destaca sobre todos PROCLO (412 - 485).

1.5. Del siglo V al Renacimiento (siglo XVTI)

De manera independiente, en Asia los matematicos indios y chinos crearon sus propios simbolos
matematicos, incluidos los nimeros indo-arabigos que usamos en la actualidad. De las manos de
matematicos como AL-JUARISMI (780 - 850) y OMAR JAYAM (1048 - 1131), surgieron nuevos
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métodos matemdéticos que hoy conocemos como algebra, de acuerdo con su nombre arabe que
significa reintegracién o recomposicién.

En China, el siglo V, Zu CHONGZHI usé lo que més tarde serfa llamado la teoria de los indivisibles
por el matemético italiano Bonaventura Cavalieri para encontrar el volumen de una esfera.

Cerca del ano 1000, el matemdtico isldmico ALHACEN fue el primero en derivar la férmula para la
suma de la cuarta potencia de una progresién aritmética, usando un método a partir del cual es
facil encontrar la férmula para la suma de cualquier potencia integral de mayor orden. Esto senté
las bases para obtener mas adelante el area bajo las gréaficas de las funciones polinomiales.

En el siglo XI, el polimata chino SHEN KUO desarrollé ecuaciones que se encargaban de integrar. En
el siglo XII, el matematico indio, BHASKARA II, desarrollé una derivada temprana representando
el cambio infinitesimal, y describié una forma temprana del llamado teorema de Rolle.

También en el siglo XII, el matematico persa SHARAF AL-DIN AL-TUSI descubrié la derivada de la
funcién cubica, un importante acontecimiento que abre el camino hacia el cdlculo diferencial.

En el siglo XTIV, MADHAVA DE SANGAMAGRAMA, en conjunto con otros matematicos y astrénomos
de la escuela Kerala de matematicas y astronomia, al sur de la India, describieron casos especiales
de lo que hoy se conocen como las series de Taylor.

Las rutas comerciales llevaron a Europa la notaciéon indo-ardbiga y los algoritmos para realizar
operaciones con ella, desplazando rapidamente el incomodo sistema de niimeros romanos que se
habia usado durante casi toda la edad media. Es importante reconocer la contribucién de LEONARDO
DE P1sa (FiBoNAccI) (1170 - 1240) en este proceso.

Esto generd un fuerte interés en el algebra de los arabes que culminé con la creacién del algebra
simbdlica en la que se utilizan letras para denotar cantidades desconocidas o variables genéricas. La
creacién de la notacién algebraica fue impulsada principalmente por FRANGOIS VIETE (1540 - 1603)
y dio un nuevo impulso al desarrollo de las matematicas que por fin encontraron un leguaje simbdlico
que ademads de simplificar la notacién de las ecuaciones y férmulas, ayudaba a manipularlas con
una eficiencia nunca antes experimentada.

1.6. Siglo de oro, el XVII

Pronto las ideas renacentistas se unieron a la antigua Geometria griega con lo que PIERRE DE
FERMAT (1601 - 1665) y RENE DESCARTES (1596 - 1650) crearon la Geometria Analitica.

Ya con la notacion algebraica y la Geometria analitica en el saco de herramientas, los matematicos
del siglo XVII, es decir, de la generacién de ISAAC NEWTON (1643 - 1727) y GOTTFRIED LEIBNIZ
(1646 - 1716), estuvieron en posicién de domar los procesos continuos como el movimiento y el
calculo de areas y volumenes de figuras arbitrarias. Nace asi el Célculo diferencial e integral que
serd aprovechado por las ciencias, en especial por la Fisica, para modelar sus leyes y procesos y
predecir el comportamiento de muchos sistemas, usando casi siempre los conceptos de funcién,
limite, derivada e integral.
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1.7. Expansiéon en el siglo XVIII

Durante el siglo XVIII la actividad matemaética se ocup6 principalmente de extender sus conceptos
y sus aplicaciones, especialmente las del Célculo. En este tultimo aspecto destacan los nombres de
los matemadticos suizos JACOB BERNOULLI (1654 - 1705), JOHANN BERNOULLI (1667 - 1748) y
LEONHARD EULER (1707 - 1783), los primeros dos hermanos, el tercero discipulo del segundo y
todos ellos procedentes de Basilea, que dedicaron sus vidas a profundizar en el estudio del célculo,
las funciones, los limites, las sucesiones infinitas y las ecuaciones diferenciales y a aplicar estas ideas
a la modelacién de muchos problemas cientificos.

A partir del siglo XVIII las Matematicas no han dejado de avanzar, creando nuevos conceptos, nue-
vas disciplinas, encontrando nuevos retos y nuevas aplicaciones. Casi todas las actividades humanas
del mundo moderno estan rodeadas de procesos matematicos. Desde la Fisica tedrica que confia a
las matematicas todos sus modelos del mundo material, pasando por la Biologia que las necesita
para modelar muchos aspectos del comportamiento de las poblaciones de animales y plantas, hasta
los sistemas informaticos que las usan en sus sofisticados algoritmos.

1.8. Consolidacion en el siglo XIX

Desde principios del siglo XIX comenzaron a aparecer signos de una preocupacion por los funda-
mentos, por entender las raices mas profundas de las matemaéticas. Una de estas manifestaciones fue
la preocupacién por determinar si todas las ecuaciones polinomiales tenfan o no soluciones, se vio
que si las tenfan, siempre y cuando se aceptara que estuvieran definidas en los complejos. Esto dio
mayor impulso a los nimeros complejos, que también se analizaron detalladamente, se formalizaron
e incluso se creo una fructifera teoria de funciones de variable compleja que complementa el dlgebra
de polinomios complejos y extiende incluso el Célculo. SIR WiLLIAM ROWAN HAMILTON (1805 -
1865) dedic6 una buena parte de su vida intelectual a resolver el problema de la existencia o no de
nimeros mas generales que los complejos, llegando a la conclusiéon de que si se queria extender el
concepto de nimero mas alld de los complejos, era necesario prescindir de la conmutabilidad en la
multiplicacion y asi descubri6 los cuaternios.

Otra manifestacion del interés en los fundamentos es la preocupacién por el quinto postulado de
Euclides en la Geometria que llevé al descubrimiento de su independencia y de la existencia de geo-
metria no euclidianas, es decir, que no satisfacen el quinto postulado. Esta preocupacién llevé hacia
finales del siglo a una formulacién axiomaética rigurosa, por parte de DAvID HILBERT (1862 - 1943),
de la Geometria euclidiana que sent6 las bases para el concepto moderno de sistema axiomaético.
Quizas la mayor preocupacién de los matematicos del siglo XIX fueron los fundamentos del Calculo.
A pesar de sus innegables éxitos en las aplicaciones, el Céalculo sufria de un grave problema, usaba
infinitesimales, entes mal definidos que promovian discusiones interminables acerca de su existencia
misma. Los matematicos sintieron necesidad de aclarar estos conceptos y la solucién vino de la
mano de matemdticos como AUGUSTIN Louis CAUCHY (1789 - 1857), KARL WEIERSTRASS (1815
- 1897) y RicHARD DEDEKIND (1831 - 1916) que acabaron desterrando el concepto y uso de los
infinitesimales, sustituyendo en cambio el de limite. Asi se desarrollé una extensa y detallada teoria
sobre las funciones, sus limites y sus derivadas que dejaron perfectamente aclarados los conceptos y
los fundamentos del Calculo, aunque a costa de perder la simplicidad original con la que en el siglo
XVIII se enfrentaban los problemas usando los infinitesimales de manera intuitiva.
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1.9. Siglos XX y XXI

Las Matematicas siguieron avanzando en el siglo XX de una manera impresionante. Lo hicieron
creando nuevos conceptos, nuevas disciplinas, encontrando nuevos retos y nuevas aplicaciones y
analizando los rincones mas recénditos de sus fundamentos.

Hoy en dia casi todas las actividades humanas del mundo moderno estan rodeadas de procesos
matematicos. Desde la Fisica tedrica que confia en las matematicas todos sus modelos del mundo
material, pasando por la Biologia que necesita a las matematicas para modelar muchos aspectos
del comportamiento de las poblaciones de animales y plantas, hasta los calculos que hace un GPS
para determinar su posicién exacta sobre la superficie de la Tierra o los cédlculos que hacen las
computadoras para dibujar a los personajes y objetos en las peliculas hechas por computadora, sin
olvidar los sofisticados algoritmos que Google para encontrar los sitios de interés que pueden ser
de mayor interés para quien hace una busqueda o los que utilizan las redes sociales para ofrecer un
funcionamiento 1til y eficiente a sus usuarios, utilizan matemaéticas.

Sin embargo es preocupante comprobar que al mismo tiempo los estudiantes de todo el mundo,
en su mayoria temen a las matematicas y tratan de huir de ellas eligiendo carreras en funcién del
menor uso que hacen de las matematicas. En opinién de los autores esto se debe a que en general la
ensenanza de las matematicas no aprovecha sus logros histéricos para motivar y guiar el aprendizaje
de la materia.

1.10. Presente y futuro de las Matematicas

Durante toda la historia, las matematicas han sido un espejo de la civilizacién. Desde aquellas
marcas primitivas que se usaron para anotar el inicio de las estaciones, las matemdticas fueron
evolucionando convirtiéndose en un lenguaje cada vez mas 1til y preciso. Quienes hicieron descu-
brimientos importante en relacién con el movimiento de los cuerpos celestes, como Kepler y Newton,
la convirtieron en un lenguaje atin mas poderoso que se convirtié en la lingua franca de las Ciencias.
Este hecho unido a la creciente utilizaciéon de las matematicas en muchos aspectos de la vida mo-
derna, debe ser motivo suficiente para que los jévenes se interesen en ellas. Uno de los objetivos de
este libro es proporcionar material que ayude a motivar el interés en las matematicas echando mano
de los detalles més apasionantes de su desarrollo historico y mostrar que coinciden precisamente
con lo que la sociedad espera que los jovenes aprendan de matematicas, a pesar de que los planes
y programas de estudio muchas veces no lo reflejan.

Bibliografia
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Capitulo 2

Los numeros

Una extension del lenguaje natural

2.1. Los sistemas de numeracion

Cuando una cultura se desarrolla forma una organizacién mas compleja con divisones de trabajo. Se
intercambian bienes, se registran cantidades, un sentido para la historia des desarrolla y se anotan
fechas. Por ello no debe sorprender que hay diferentes sistemas de anotar niimeros: esta idea se tuvo
que inventar varias veces. En lo que sigue veremos los sistemas de enumeracién de algunas culturas.
Nos interesa en particular, si el sistema facilité el cdlculo o maés bien lo limité.

En casi todos los sistemas de numeracién se observan repeticiones, la excepcion de los que presen-
tamos aqui es él de los griegos. El uso repetitivo de un simbolo disminuye el niimero de simbolos
usados y asi facilita el empleo ya que no hay que memorizar tantos de ellos. Al final de esta seccién
haremos una comparacion y un analisis sobre el uso para hacer calculos.

La Cuneiform

Lo usaron diferentes culturas en asia occidental, entre ellos los sumerios y los babilonios. Con una
herramienta sencilla, como cufia, se grababa en arcilla himeda. Luego se horneaba la tablilla. La
cuneiforma se desarroll6 a partir de pictogramas. La escritura se desarroll6 alrededor de 3300 a.C.
como pictogramas y se transfromé en una forma cada vez mas abstracta. Hay tablillas con la forma
que cuneiforma que presentaremos abajo de alrededor de 2200 a.C.

Para denotar niimeros, se usaban dos simbolos sencillos. Para el Uno: un tridngulo con punta hacia
abajo, que a veces se alargaba con una raya y para el Diez un angulo abierto hacia la derecha.

MR

Numeros hasta el 59 se obtenian por repeticén, por ejemplo

11
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T (T «F «H ¢

Numeros mas grandes que 59 se escribian en forma posicional en base 60. Por ejemplo, el ntimero
81 = 60 + 21 se escribe como se muestra en la siguiente figura.

1«

1-60

59

El primer 1 estd en la segunda posicién e indica que hay una vez 60 y luego se suman los 21 del
segundo grupo de simbolos. Mds representaciones en cuneiforme de nimeros se ven en la siguiente

Cr¢qm @«

1-60 40 33 -60 2-60% 46-60 40

1-60+ 40 =100 33 - 60 + 26 = 2016 2607 4 46 - 60 + 40 = 10000

Los babilonios también usaron sesentavos y el nimero en la figura arriba a la izquierda también
podia significar 1 4+ 40 - 60~! = % El punto decimal se tenia que concluir del contexto y no se
indicaba en la notacién.

La siguiente tablilla, que se llama YBC7289 de alrededor de 1800 a.C., muestra un cuadrado con
la diagonal.

lonian Collection

Yale Babylan
e TTTTIT 1rrrrrr|1'rrrm11;rrrl Ly 1 Copyright: 4. Asboe

La anotacién sobre la diagonal es interesante. Si se interpreta con un punto decimal después del

| T VVV & T (

1 24-601 51-6072 10-60~°

1424-6071+51-6072+10-60"2 = 1.41421296 ... ~ /2
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se obtiene una aproximacién extremadamente buena de raiz de 2.

De los babilonios heredamos la divisién del tiempo: la hora en 60 minutos, el minuto en 60 segundos.
Ademas también la medicién de dngulos en 360 grados.

Los jeroglificos egipcios

Los egipcios usaron un sistema que se basaba en pocos simbolos y posiblemente muchas repeticiones.
Se basaben en la base 10: por cada potencia de diez tenian un simbolo distinto, tal como se muestra
en la siguiente figura.

1 1000 10000 100000 1000000

El simbolo del 1 es totalmente abstracto, sobre el significado del 10 hay diversos opiniones, pero el
1000 es representado por una planta de agua como un lirio. Vemos en estos simbolos la transfor-
macién que transcurrieron con los jeroglificos: al principio eran imagenes y por el frecuente uso se
abstrajeron cada vez mas. El uno, por ser el mas usado es una simple raya, mientras el simbolo del
millén sigue siendo una imagen.

Para representar nimeros se repetian los simbolos las veces que eran necesarias.
1l 'l NI “I 'l'l'l
| [ —ali] 111 ™
2 6 13 2015 213000

La siguiente ilustracién muestra una parte de los anales de Thoutmosis III del ano 1437 a.C. que
indica que en el momento el rey contaba con 4622 ganados.

El sistema no era posicional. Por ello necesitaron una idea diferente para representar fracciones.
Estas las expresaron como suma de fracciones unitarias, es decir con numerador 1. Para indicar que
se trataba de una fraccién y no de un nimero escribian el simblo de un ojo encima o a un lado del
nimero. La siguiente figura muestra algunas fracciones unitarias en la denotacion egipcia.
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T o <99
m - Nl

1 1 Rl

3 13 200

21

Los egipcios tenfan simbolos especiales para las fracciones 3, 5 y en general para fracciones unitarias

cuyo denominador es una potencias de 2.

Las varillas de los chinos

En China se desarroll6 un sistema posicional en base diez. Se encontré en tumbas del periodo de
los Reinos Combatientes (alrededor desde 480 a.C hasta 220 a.C.). El sistema usa un sélo simbolo:
una varilla. Para ntimeros hasta 9 una varilla vertical significa 1 y se repetia hasta por maximo 4
veces. Una varilla horizontal significa 5 y se escribia encima de las varillas verticales.

L om =
1 2 4 5 8

El sistema era posicional, pero el significado de horizontal y vertical cambiaba de posicién en
posicién. En la posicion de las decenas una varilla horizontal significaba 1 decena mientras una
vertical representaba 5 decenas. La siguiente figura muestra algunos nimeros.

I=1 ETLI 1THES01Lm
222 4672 524288

No tenian un simbolo para representar el cero, pero como se muestra en la siguiente ilustracién, se
usaba una rejilla para indicar las posiciones.

Asi, el nimero 2015 se escribia de la siguiente manera.

2015

La adicién con varillas es muy sencillo ya que estas se pueden juntar fisicamente. En este sentido, el
sistema de las varillas era més préctico que nuestro sistema decimal actual. En la dinastia Song (del
ano 960 al 1279) se usaban las varillas con eficacia: se tenfan algoritmos para llevar a cabo las cuatro
operaciones basicas, se conocian los nimeros negativos y las fracciones. La siguiente ilustracion, del
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ano 1303, muestra lo que nosotros conocemos por “tridngulo de Pascal” (era conocido siglos antes
en China). Los nimeros se representaron con varillas, pero ya se puede ver un pequefio circulito
para indicar el cero y que ya no siempre se cambiaba de direcciéon de las variallas de posicién en
posicién.

BENEAS m}m

b
v

|3 Sn e 8

*F K Y ¥

N
B

Este sistema numérico de varillas se abandoné por el uso del abaco.

Letras de los griegos

Los griegos es la cultura, que descubri6 la argumentacion, el sistema axiomatico, la observacion en
medicina, la filosoffa, la democracia, la poesia y el teatro tenian el peor sistema de numeracion.
Adoptaron sus letras de los fenicios, igual que los judios y con ello también el sistema de numeracion.
Usaron muchas de sus letras como simbolos para expresar nimeros. Para distinguirlos de las letras
las adornaron con un acento, es decir o denota la letra y o’ denota el nimero 1. La siguiente tabla
muestra los simbolos que usaron, tres de ellos ya no se usan hoy: digrama, copa y sampi.

« By 5 e F T
(alfa) (beta) (gama) (delta) (épsilon) (digama) (dseta)  (eta) (theta)

1 2 3 4 ) 6 7 8 9
L X A U v 12 ) s ?
(iota)  (kappa) (lambda) (mi) (ni) (xi)  (6émicron) (pi) (koppa)
10 20 30 40 50 60 70 80 90

o c T ) ¢ X v ® A
(tho)  (sigma) (tau) ({psilon) (fi) ) (psi)  (omega) (sampi)

100 200 300 400 500 600 700 800 900

Con ello podian representar nimeros hasta 999. Por ejemplo



16 CAPITULO 2. LOS NUMEROS

w’ OINcY o’
11 532 888

Para nimeros méas grandes usaron un simbolo de acento en la linea base. Por ejemplo 2015 se
representaba por fie’. No obstante que su sistema de nuemarcién era poco ttil para hacer ope-
raciones matematicas, investigaron sobre los nimeros y se sirvieron de la geometria para hacerlo:
asi descubrieron que cada ntimero podia factorizarse en primos, que habia un nimero infinito de
primos y que existian nimeros que no eran fraccionarias que hoy se llaman irracionales.

Mas tarde, alrededor de 140 a.C. se sirvieron de un sistema posicional en base de 60, posiblemente
adoptado de los babilonios, para denotar fracciones menores que 1. Para ello usaron un simbolo
especial para el 0. Esto lo usaron para hacer calculos astrénomicos.

Letras de los romanos

Los romanos usaron algunas letras para denotar nimeros. La siguiente figura muestra los cinco
simbolos que se usaron an la antigiiedad.

I v X L C { D M }
1 5 10 50 100 L 500 1000

Las letras I, X y C se podian repetir hasta 4 veces. S6lo méas tarde se anadieron las letras D para
denotar 500 y M para denotar 1000. También se introdujo la regla que un simbolo de menor valor
a la izquierda de uno de mayor valor significa que el primero se tenia que restar del segundo: IX
denota el nimero 9 y CM el nimero 900. Aqui hay algunos ejemplos.

XXIIT LIX XCVI DCCCLXXXVIII MCMXLV MMXV
23 59 96 888 1945 2015
El sistema romano usa pocos simbolos y es parecido al de los egipcios, solo que no se podian

denotar nimeros muy grandes. Esto no se hizo hasta en la edad medieval. Los niimeros romanos se
encuentran con frecuencia para denotar anos y los niimeros en los relojes.

Los jeroglificos de los mayas

Los mayas usaron sélo dos simbolos para denotar nimeros: un punto y una raya que representaban
el nimero 1 y 5 respectivamente. Estos simbolos lo repitieron para representar nimeros hasta 19.
La siguiente figura muestra los primeros niimeros en la escritura maya.
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) ° () (XYY I YYY)

0 1 2 3 4
° o o 000 o000

5 6 7 8 9
° o o 000 o000

10 11 12 13 14
° o o o000 o000

15 16 17 18 19

Los mayas usaron un sistema posicional en base de veinte. La siguiente figura mustra algunos
nimeros en este sistema numérico.

= 12x20* = 1920000
o 0x20% = 0

0000
ooo 3x202 = 1200 = 19x20% = 7600
o 0x20 = 0 eee g3x200 = 160

[ ]

= 16 x 200 = 16 = 11x20° = 11
1216 1927771

Los mayas usaron este sistema de numeracién alrededor de 300 a. C. hasta la llegada de los conquis-
tadores espafioles para anotar fechas. Como anotaron eventos astronémicos, como eclipses solares,
fue posible descifrar que su conteo de dias iniciaba el 11 de agosto de 3114 a.C. en el calendario
Gregoriano proléptico. Contaban dia por dia en un sistema casi-vigésimal, dado que habia una
excepcion al uso de la base 20: un dia se llama k’n, 20 k’in hacen un winal, pero 18 winal hacen
un tun, luego 20 tun hacen un k’atun, 20 k’atun un b’ak’tun y hay dos niveles més. La excepcién
tiene el efecto que un tun consiste de 360 dias, lo que es cercano a un ano.

En un sistema posicional se requiere un cero, que indica que en esta posicién no hay ningtin nimero.
Los mayas usaron diferentes simbolos. La primera piedra que usa un simbolo data alrededor de 300
d. C. y por ello es el primer testimonio del cero, tres siglos antes de los arabes.

Los simbolos de los hindues y arabes

Durante los siglos I al IV d. C. los hindues desarrollaron el sistema decimal que hoy usamos, sélo
que los simbolos que usaron fueran otros. Este sistema lo adoptaron los arabes y contaron con
un simbolo para el cero. Los simbolos se transformaron con el uso y por la adopcién en otras las
culturas y no eran estandardizados.
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La numeracién moderna

En el siglo X europeos empiezan a estudiar textos arabes y adoptan de la numeracién los simbolos
del 1 al 9. Mas tarde se adopta también el cero y los simbolos toman su forma moderna en el
siglo XV, cuando los libros se empiezan a imprimir con letras méviles. El punto decimal se usa
por primera vez en 1492 en la obra Compendio del Abaco del italiano Francesco Pellos, pero tomé
alrededor de 100 anos mas hasta que se adoptara ampliamente. Hoy dia se usa en algunas paises
también la coma para separar la parte entera del fraccionario.

Comparacién

Para denotar ntimeros se inventaron diferentes sistemas, muchas veces con rasgos similares. Con
excepcién de la numeracién de los griegos, todos los sistemas usan algun tipo de repeticion. Esto
permite reducir la cantidad de simbolos. Podemos ver que en diferentes culturas se usaron ideas
muy similares. Distinguimos dos clases de sistemas de numeracién:

= Los simbolos tienen un valor fijo: egipcios, griegos y romanos.

= Los simbolos cambian su valor segiin la posicion donde se encuentran: esto es el principio del
sistema posicional. Lo usaron: los sumerios y babilonios, los chinos, los mayas y finalmente
los hindues y arabes.

El sistema posicional tiene claras ventajas: es posible representar niimeros arbitrariamente grandes
y las operaciones béasicas como la adicién o la multiplicacién se pueden hacer siguiendo un algoritmo
fijo. Los sistemas cuyos simbolos un valorfijo no tienen estas propiedades, pero a cambio son bastante
faciles de leer.

Es interesante ver que los sumerios y babilonios, los chinos y los mayas usaron muy pocos simbolos
bésicos que repetian para representar “una cifra”, es decir, el nimero en una sola posicion.

También es interesante comparar los usos que los testimonios histéricos dejan entrever. Los babilo-
nios y egipcios y también los romanos usaron los nimeros sobre todo para fines mercantiles: para
contar cantidades de ganado o de bienes en las b6vedas. Los babilonios también los usaron para
fines astronémicos: el sistema sexagésimal de los babilonios es el origen de la divisiéon del dngulo
completa en 360 grados.

Los mayas usaron los nimeros para un calendario preciso. Los chinos, hindues y drabes usaron los
nimeros de manera mas abstracta: la multiplicacion y la divisiéon de nimeros es una idea que no
se basa en una aplicacién directa de la vida cotidiana en aquellos tiempos.

No tiene sentido multiplicar ntimeros como 4622 por otro nimero cualquiera como 7765, si uno
denota el numero de vacas y otro el numero de arboles. Es decir, las operaciones aritméticas en
general solo tienen sentido, si se entiende el niimero como concepto abstracto, sélo asi se pueden
motivar las operaciones de multiplicacion y divisién entre todos los niimeros.

Ejercicio. Para comprender mejor las ventajas y desventajas de los distintos sistemas de enumeracién
sugerimos al lector representar los nimeros 832 y 57 y llevar a cabo la adicién y la multiplicacién en varios
sistemas, sin recurrir al sistema decimal.
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2.2. Numerologia y Teoria de numeros.

La teoria de ntimeros nace alrededor de 600 A.C. Cuando Pitdgoras y sus discipulos comenzaron a
estudiar las propiedades de los enteros positivos. Sabian que los tonos musicales estaban relacionadas
con razones de nimeros enteros. Por ejemplo si un tono tiene 440 vibraciones por segundo, el que
tiene 880 vibraciones por segundo es el mismo tono, solo que una octava mas alto. Claro que los
pitagoricos no tenian manera de contar el niimero de vibraciones por segundo de una nota musical,
pero si observaron que si una cuerda producia una nota, al hacer vibrar la misma cuerda a la
mitad de su longitud, se producia la misma nota, una octava més alta. Y si se presionaba la cuerda
para reducir su tamano a 3/4 o 2/3, los sonidos que se obtenian eran arménicos, mientras que si
se presionaba a distancias intermedias que no correspondian a fracciones simples de la longitud
original, podian obtenerse tonos disonantes. Los pitagoricos creian que todo en el universo tenia
secretos relacionados con razones de numeros enteros y que si pudieran descubrir estos secretos
entonces todo seria claro y podrian escuchar una gran armonia: la musica de las estrellas.

Para buscar esos secretos, los pitagéricos clasificaron a los enteros positivos en varios tipos de
numeros:

los pares 2, 4, 6, 8 10, 12, 14, 16, ...

los impares 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, ...

los primos 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, ...

y los compuestos 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, ...

Los griegos sabian que todo nimero compuesto es producto de primos. Euclides demostré que hay
una infinidad de nimeros primos. Hubieran estado encantados si hubieran sabido que los nimeros
primos a la larha iban a utilizarse en criptografia y en la codificacién y decodificacién de mensajes
que se enviarian al espacio exterior.

También hicieron otras clasificaciones:

Numeros perfectos como el 6=1+2+3 y 28= 142+4+7+14, que son iguales a la suma de todos sus
factores enteros. ;Existen niimeros perfectos que sean impares? Acomodando objetos en patrones
poligonales, generaron nimeros que llamaron

triangulares, 1, 3, 6, 10, 21, ... cuadrados, 1, 4, 9, 16, 25, 36, ...
pentagonales, 1, 5, 12, 22, 35, ... hexagonales, 1, 6, 15, 28, 45, ...
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etcétera.

Siglos méas tarde Pierre Fermat descubrié uno de los profundos secretos de la teoria de nimeros: que
todo nuimero entero positivo puede ser escrito como la suma de a lo més tres niimeros triangulares,
y de a lo més cuatro nimeros cuadrados y de a lo més cinco niimeros pentagonales, etcétera. Por
ejemplo:

30 = 10+ 10 + 10 suma de tres ntimeros triangulares

30 =144+ 9+ 16 suma de cuatro nimeros cuadrados
30=141+ 145+ 22 suma de cinco niimeros pentagonales
30=14+1+146+4 6+ 15 suma de seis nimeros hexagonales

Las matemadticas y el mundo, una relacién maéagica o cientifica. El interés de los pitagéricos en
los niimeros y sus propiedades representa quizas la manifestacién mas antigua de las matematicas
puras. Se trata de entender por deduccién las propiedades de unos entes abstractos (los ntimeros)
que han adquirido una existencia propia, independiente de sus humildes origenes como utensilios
para ayudar en el quehacer cotidiano. Un hecho que es interesante notar, es que esta primera
aparicién del interés matematico puro surge unido al misticismo, se atribuyen propiedades mégicas
a ciertos nimeros. Cabe preguntar qué tanto ayudd esta tendencia la misticismo a desarrollar las
matematicas. Aparte de esta etapa de los pitagdricos, caen en esta misma linea de misticismo la
astrologia de Ptolomeo y los esfuerzos de Kepler para explicar el sistema solar con los poliedros
regulares. Son intentos de entender el mundo usando las matematicas pero de una manera poco
cientifica, como esperando descubrir algunas decisiones divinas a las que podemos tener acceso solo
porque coinciden con relaciones entre niimeros o entre cuerpos geométricos. Es como suponer que
Dios es matematico y se comunica con nosotros a través de los objetos matemédticos pero sin que
haya relaciones de causa efecto en los caprichos que llevan a organizar “matematicamente” el mundo.
Esta tendencia mistica o mégica hacia entender el mundo a través de las matematicas contrasta
notablemente con la postura mas cientifica de Galileo en donde ya las leyes de la naturaleza estan
ante nosotros como un libro abierto, no hace falta adivinar, basta leerlo, pero antes hay ge conocer
las matematicas y su lenguaje. La gran diferencia es que en esta postura galileana, no hay magia, no
hay capricho ni casualidad, es una relacion factica. El mundo tiene un comportamiento matematico.
La idea de Dios deja de ser necesaria, aunque tampoco es necesariamente incompatible.

2.3. La Teoria de Numeros

Niimeros se ocupaban en todas las culturas avanzadas, ver la seccién [2.1]sobre los diferentes sistemas
de numeracion. Pero fue hasta en los griegos que se empezaron a estudiar los nimeros por si mismo,
es decir en propiedades que tienen los ntimeros respecto a las operaciones que son la adicién y la
multiplicacién.

Un ndmero era segin TALES una coleccién de unidades. Por ello no se consideraba al 1 un nimero.
Y ARISTOTELES dijo que el 1 no deberia considerarse ntimero ya que es la unidad y sirve para
medir. Y lo que se mide y con lo que se mide no puede ser lo mismo. También habia el pensamiento
de que el 2, la diada, es la caracteristica de ser par, por lo que el 2 a veces tampoco se consideraba
un nimero, sino una caracteristica de niimeros.

De ello se ve como los griegos empezaron a estudiar las propiedades y aunque difieren en las
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definiciones, encontraron muchas resultados de la teoria de niimeros.

Los pitagéricos

La teorfa de ntimeros nace alrededor de 550 a.e.c. cuando PITAGORAS DE SAMOS (ca. 569-475
a.e.c) y sus discipulos comenzaron a estudiar las propiedades de los enteros positivos.

PITAGORAS DE SAMOS

Sobre la vida de PITAGORAS se sabe poco. Nacié en la isla de Samos cerca de la costa de la actual
Turquia. Su padre era aristocrata o negociante. Se mudé a Croton, en Sicilia donde fundé un tipo
de escuela. Sobre la caracteristica de la escuela hay opionen divergentes entre los historiadores.
Algunos piensan que era una escuela abierta parecida a la escuela de PLATON, otros opinan que era
muy cerrada como una secta en las cuales los discipulos tenian que vivir segin reglas estrictas. El
problema es que las fuentes que hoy se tienen de ella, son romanos y datan alrededor de 500 anos
posteriores. Hay indicios que aceptaban hombres igual que mujeres entre sus discipulos y que eran
vegetarianos.

De lo que se cuenta de la escuela de PITAGORAS es que se interesaban en las mateméticas, en
particular en los nimeros y la geometria y con la relacion de estos conceptos con el cosmos. Reducido
al maximo, el lema de los pitagoricos era: todo es nimeros. Hay indicios que su pensamiento todavia
estaba dominado mucho por la mistica, es decir en creencias de interrelaciones y conexiones que
sblo se asumen. De lo que quedé mucha evidencia es que fue una escuela sumamente influyente,
poco tiempo después de fundar la escuela, la hermandad de los pitagéricos dominaban la ciudad y
pronto una parte importante de la extensién de los griegos. Hacia el final de su vida, expulsaron a
Pitégoras de Croton. El y sus discipulos se fueron al exilio. Influyeron el desarrollo de las ciencias
de manera profunda.

Podemos ver la manera cémo relacionaban la musica con los niimeros. Sabian que los tonos musicales
estaban relacionadas con razones de ntimeros enteros. Por ejemplo si un tono tiene 440 vibraciones
por segundo, el que tiene 880 vibraciones por segundo es el mismo tono, solo que una octava més
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alto. Claro que los pitagéricos no tenian manera de contar el nimero de vibraciones por segundo
de una nota musical, pero si observaron que si una cuerda producia una nota, al hacer vibrar la
misma cuerda a la mitad de su longitud, se producia la misma nota, una octava maés alta. Y si se
presionaba la cuerda para reducir su tamano a % o} %, los sonidos que se obtenian eran armonicos,
mientras que si se presionaba a distancias intermedias que no correspondian a fracciones simples
de la longitud original, podian obtenerse tonos disonantes. Los pitagoricos creian que todo en el
universo tenia secretos relacionados con razones de nimeros enteros y que si pudieran descubrir
estos secretos entonces todo seria claro y podrian escuchar una gran armonia: la musica de las

estrellas.

Para buscar esos secretos, los pitagéricos clasificaron a los enteros positivos en varios tipos de
nimeros: distingian entre pares, esto son los nimeros que se pueden separar en dos partes iguales,
e impares, en los que esta separacion no es posible.

A parte de los nimeros cuadrados

o0 00000

L ] o0 00000

o0 000 L ] o0 00000

o000 o0 000 L ] o0 00000

o0 0 o000 o0 000 o0 0000 o0 00000

LN o0 0 o000 o0 000 o0 0000 o0 00000

L] LN o0 0 o000 o0 000 o0 0000 o0 00000
4 9 16 25 36 49

numeros cuadrados

consideraban también nimeros triangulares, pentagonales y hexagonales etcétera.

L] LN ) o0 L]
L] o0 o000 L] L] o0 000
L] LN o0 0 o000 o0 000 o0 0000
3 6 10 15 21

nimeros triangulares

1 6

numeros pentagonales y hexagonales

Estos ntimeros ocurren cuando se consideran arreglos como si se tomaran canicas o piedras que se
colocan para formar figuras. Por ello a estos numeros también se conocen como numeros figura-
les.

Los ntmeros que no se pueden acomodar en un arreglo rectangular los llamé PHAIDOS, un discipulo
de PITAGORAS, ntimeros incompuestos, THYMARIDES, otro discipulo, los llamé rectlineales. Hoy los
llamamos primos. A los nimeros que se pueden acomodar en un arreglo rectangular se les llama
compuestos. El nimero 2 originalmente no era considerado primo, pero se sabe que Aristételes si
lo consideré ya que dijo que el 2 era el iinico niimero primo que es par. Dos nlimeros son primos
relativos si el inico niimero que divide a ambos es la unidad.

Se consideraban mas tipos de niimeros: un nimero es perfecto si es igual a la suma de sus divisores
menores que ell nimero. Un ejemplo de un nimero perfecto es 6 yaque 6 =14+2+3y 1,2,3,6 son
todos los divisores, mientras 1,2, 3 son quellos que son menores que 6. A esta suma de los divisores
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menbores que el nimero se le llama la suma aliquota. Dos niimeros que son uno la suma aliquota
del otro se llaman nimeros amigables. Es probable que estas definiciones ya se hicieron entre los
discipulos de PITAGORAS, pero la primera fuente en la que aparece algo escrito es en Los Elementos
de EUCLIDES.

2.4. El estudio de los niumeros naturales en Euclides

Se piensa que el material que trata el estudio de los nimeros naturales en Los Elementos de
EUCLIDES, esto son los tomos VII, VIII y IX| se deben a ARQUITAS DE TARENTO (430-360). Esto
porque se encontré un fragmento de Arquitas exhibiendo una demostracién que es esencialemnte
idéntica a una demostracién en Euclides.

Veamos ahora algunos resultados expuestos en Los Elementos. EUCLIDES traté los nimeros como
segmentos que son medibles por una unidad dada. Por ello el lenguaje usado en los EUCLIDES
es algo dificil de leer. Por esta razén usaremos un lenguaje y una notacién moderna para dar las
demostraciones, pero trataremos de apegarnos a la idea original lo mas posible.

Prop. VII.1: Dados dos nimeros desiguales y restando sucesivamente el menor del mayor, si
el que queda no mide nunca al anterior hasta que quede una unidad, los numeros
iiciales serdn primos relativos.

Demostracion. Es por reduccio ad absurdum, es decir, se supone que si hay un niimero e > 1 que
mide ambos nimeros dados a y b. Sea a > b. Entonces también a — b es divisible entre e. Esto
se puede repetir las veces que se quita el menor nimero del mayor. Cada vez, la diferencia que se
obtiene también serd divisible entre e. Como la tltima diferencia que se obtiene es la unidad, e debe
dividir la unidad, que es absurdo ya que e > 1.

Comentarios. En la demostracién original de Euclides, se lleva a cabo el quitar el menor nimero
del mayor tres veces de manera explicita como para dar un ejemplo.

El método de quitar el menor ntimero del mayor — lldmemosle quita-e-intercambia para poder
referirnos a él —, era conocido antes. Asi se encontraron por primera vez que hay segmentos que
no son conmensurables, ver la Seccién 77, como por ejemplo el lado y la diagonal en un pentagono
regular o en un cuadrado.

Prop. VII.2: Dados dos niumeros que no son primos relativos, hallar el mdxrimo numero que
divide a los dos nimeros (el mdzimo comin divisor).

Demostracion. Sean a > b los dos nimeros dados. Si b divide a a, entonces b es divisor comtn y
también es méximo ya que no puede haber uno mayor que b.

Si b no divide a entonces se quita repetitivamente el menor nimero del mayor. Sea e el ultimo
nimero que se obtiene. Entonces e tienen que ser mayor que 1, sino a y b serian primos relativos
por la Prop. VII.1. Asi que e > 1 es un divisior comnun de a y b.

Luego demuestra por reduccié ad absurdum que e es el maximo de los divisiores comunes, muy
similar a la demsotracion de la Prop. VIIL.1.

Comentario. En esencia el argumento aqui es igual que en la Prop. VII.1, pero EUCLIDES tiene que
diferenciar los dos casos porque el resultado, hoy lo llamariamos mdzimo comun divisor, en la Prop.
VII.1 es la unidad (que no es un niimero) mientras en la Prop VIL.2 es un ndmero.
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Este resulatdo se conoce hoy como Algoritmo de EUCLIDES. Los algoritmos son procedimientos para
calcular algo o para obtener algin resultado. Los algoritmos mas simples hoy en dia, gracias a la
notacion algebraica, pueden expresarse mediante férmulas. Por ejemplo, el algoritmo para calcular
el drea de un tridngulo es Rasexaltura ' ypa f5rmula, v para calcular la superficie de una esfera es
4

ST r2, otra férmula.

Pero no todos los algoritmos pueden expresarse mediante férmulas cerradas. El cdlculo del maximo
comun divisor de dos ntimeros enteros positivos fue quizas el primer algoritmo en la historia que
no puede describirse mediante una férmula.

Veamos ahora cémo funciona el Algoritmo de ECULIDES en un ejemplo: buscamos el maximo comin
divisior de a = 263 y b = 98. Denotamos el par como (273,98). Ahora siempre quitamos el menor
del mayor.

(273,98) 273 — 98 = 175
(175,98) 175 — 98 = 77
(98,77) 98 — 77 =21
(77,21) 77— 21 =56
(56,21) 56 — 21 = 35
(35,21) 3521 =14
(21,14) 21— 14=7
(14,7) U—7=7
(7,7) 7-7=0.

El méximo comun divisor de 273 y 98 es 7. Este algoritmo es facil de implementar y ademas es muy
rapido. Muchas veces se acorta el numero de pasos al dividir el mayor entre el menor y tomando el
resto en cada paso. En el ejemplo anterior se tendria

(273,98) 273 =298 477
(98,77) 98 =1-77+21
(77,21) 77=3.21+14
(21,14) 21=1-14+47
(14,7) 14=2-7+0.

La importancia practica de este algoritmo radica en que es rapido, el resultado puede obtenerse
realizando pocas operaciones, ain cuando los nimeros involucrados puedan ser muy grandes.

Prop. VII.31: C(Cada nimero compuesto se divide por algin nimero primo.

Demostracion. Sea a el nimero compuesto dado. Como a es compuesto, es divisible por algin
ndmero b > 1. Si b es primo entonces ya demostramos la afirmacién. Si b no es primo, entonces es
compuesto y por lo tanto existe algin divisor ¢ > 1. Si ¢ es primo, entonces ¢ divide a b y como b
divide a a entonces ¢ divide a a y demostramos la afirmacién. Si ¢ no es primo entonces se puede
seguir de la misma manera. Finalmente se encontrard un nimero primo que divide a.

Prop. VII.32: Cada nimero (mayor que 1) o es primo o se divide por algin nimero primo.

Demostracion. Sea a > 1 un numero. Entonces a es primo o a es compuesto. En el segundo caso
sigue de la Prop. VIL.31 que a es divisible entre un ntimero primo.
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Comentario. Como consecuencia se obtiene que todo nimero es producto de primos.
Prop. IX.20: Hay mds nimeros primos que cualquier numero dado de niumeros primos.

Reformulacion moderna. Hay una infinidad de numeros primos. En aquel entonces no se hablé
nunca de una “infinidad” de cosas.

Demostracion. Sean pq,...,p, los nimeros primos que estdn dados. Consideramos el producto
T=p;-P2-... Ppy susucesor y = x + 1. Por la Prop. VII.32 el nimero y es o primo o divisible
por un primo. Si y es primo, entonces, como y > p; para cualquier ¢ = 1,...,n, hay al menos un

ndmero primo més que los que estaban dados. Si y es divisible entre un primo, entonces sea z un
primo que divide y.

En el tomo VIII de Los Elementos habla de sucesiones geométricos. Esto son sucesiones, en los cuales
la proporcién entre dos nimeros consecutivos es constante. Por ejemplo 3,12,48,172 0 32,8, 2, % son
sucesiones geométricas de cuatro nimeros. En tiempos de los griegos no habia sucesiones infinitas,
sino cada sucesion tenia un numero finito de miembros.

Prop. IX.36: Si se forma una susecion geométrica a partrir de la unidad en donde los términos
estan en la proporcion 1:2 y si la suma de todos estos nimeros es un numero primo
entonces es el producto de esta suma con el ultimo numero de la sucesion es un
numero perfecto.

Reformulacion moderna. Sip = 14+2+22+. . .4+2""! es primo, entonces x = 2"~ !p es perfecto.

Demostracion. La suma 1 +2+44...4+2" ! esigual a p = 2" — 1 y se supone que p es primo. El
nimero es entonces r = (2" — 1) - 271 = 27~y Sus divisores son
1,2, ...2n72 on=t poop ..., 2" 2p 2" lp =g,

La suma aliquota s es

s=1424...2" 242" Ly piop4 .. 2" %

=2"—1=p (2n—1-1)p

— 2n71p

:x,

lo que demuestra que x es perfecto.

Comentario. LEONHARD EULER demostré que cada ntimero perfecto que es par tiene que ser de
esta forma.

Desarrollos en el renacimiento y después

Siglos més tarde PIERRE FERMAT (1601-1665) descubrié uno de los profundos secretos de la teoria
de ntimeros: que todo niimero entero positivo puede ser escrito como la suma de a lo més tres nime-
ros triangulares, y de a lo mas cuatro nimeros cuadrados y de a lo méas cinco nimeros pentagonales,
etcétera.
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Por ejemplo:

30=10+10+10 suma de tres nimeros triangulares
30=14+44+9+16 suma de cuatro nimeros cuadrados
30=14+14+1+5+22 suma de cinco ntimeros pentagonales
30=14+14+1+6+6+15 suma de seis nimeros hexagonales

Pero este resultado no lo demostré. En 1770 JOSEPH LoOUIS LAGRANGE demostré el resultado
para cuadrados. En 1796 CARL FRIEDRICH GAUSS demostro el caso para numeros triangulares.
La version general la demostré AuGUSTIN Louis CAUCHY finalmente en 1813. Esto muestra una
caracteristica de las matematicas: muchas veces sélo por el esfuerzo conjunto de varias personas es
posible avanzar en terrenos dificiles.

Fermat también pensaba que habia encontrado una férmula para primos. Pensé que F,, = 2(2") +1
es primo para cualquier entero n > 0. En efecto

Fp=2""4+1=2"41=3,
=22 41=92241=05,
=2 41=2"+1=17,
Fy=22" +1=2841=129,
F =22 +1=26+1=65537

todos son primos, pero
Fr =92 +1=23241=4294967297 = 641 - 6700417

no lo es, como demsotré LEONHARD EULER como 100 anos después. Hoy se sabe que F5,. .., Fis
no son primos, pero no se sabe de Fi3. El ntimero F33 es simplemente demasiado grande, para
poder decidirilo. No se sabe si hay mas Numeros de Fermat, es decir, mas numeros de la forma
F, = 22" 4+ 1 que sean primos.

Hay una serie de enunciados sobre niimeros naturales, que son faciles de enunciar pero muy dificiles
de demostrar.

El dltimo Teorema de FERMAT: La ecuacion a™ 4+ b™ = ™ no tiene soluciones en los nimeros
naturales si n > 2.
Fue formulado en 1637 por PIERRE FERMAT y demostrado en 1995 por ANDREW WILES.

La Conjetura de GOLDBACH: Clada numero par mayor que 2 es suma de dos primos.
Fue formulado en 1742 por CHRISTIAN GOLDBACH y no se ha podido demostrar.

La Conjetura de CATALAN: Solo existen dos potencias de numeros naturales que estin a dis-
tancia 1: esto son 3% y 23.
Fue formulado en 1844 por EUGENE CHARLES CATALAN y demostrado en 2002 por
PREDA MIHAILESCU.

La Conjetura de primos gemelos: Hay un nimero infinito de pares de primos que estdin a
distancia 2 como 11 y 13 0 41 y 43.
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En 1849 ALPHONES DE POLIGNAC formulé una conjetura mas general: que para cada
niimero natural & hay un ntimero infinito de pares de primos p y p’ tales que p' —p = 2k.
Para k = 1 se obtiene la Conjetura de primos gemelos. No se ha podido demostrar.

Primos de MERSENNE: Hay un numero infinito de primos de MERSENNE, esto son primos de la
forma 2™ — 1. No es dificli ver que si 2" — 1 es primo, entonces n tiene que ser primo,
ya que

200 1= (2% —1)(1 + 2% 4220 4 230 4 4 2(b-Day,
Si se podria demostrar que hay un ntmero infinito de primos de MERSENNE, entonces
por la Prop. IX.36 habria un nimero infinito de nimeros perfectos.

Perfectos impares: ;FEzisten nimeros perfectos impares? No se sabe hasta la fecha si esto es
cierto o falso.

Hay muchas preguntas mas que estan abiertas. Algunas involucran también conceptos mucho mas
recientes como por ejemplo la Funcion zeta de RIEMANN. Se define como

para cualquier niimero complejo s. Se sabe que ((s) = 0 para cualquier nimero entero negativo, esto
se llaman los “zeros triviales” de la funcién (. La siguiente conjetura conforma uno de los problemas
de milenio, cuya resolucién estyd dotado de mundial reconocimiento ademéas de un premio de un
millién de délares estadounidenses.

Hypétesis de RIEMANN:  Los zeros no triviales de ¢ tienen parte real de % Propuesto en 1859
por BERNHARD RIEMANN. Sigue abierto desde entonces.

Si se podria demostrar la Hipdtesis de RIEMANN, se obtendrd como consecuencia una estimacion
precisa sobre el ndmero de primos que son menores que un nimero dado. Sea II(k) el ntimero de
primos p con p < k. Por ejemplo I1(20) = 8 ya que los primos p con p < 20 son 2,3,5,7,11,13,17,19.
Se sabe que para grandes k se tiene II(k) ~ %, ma&s presico, que

lim
k—o0

Si la Hipdtesis de RIEMANN seria cierta, entonces se podria estimar la diferencia entre las dos
funciones.

La dificultad de encontrar la factorizacion en primos de un nimero natural hoy se aprovecha para
encriptar y desencriptar mensajes. Se basa en la teoria de niimeros y el hecho que es posible encriptar
a partir del produto pg de dos primos p y ¢ pero sélo es posible desencriptar si se conocen los dos
factores. De esta manera, teoria de ntmeros fue en un inicio el estudio del mundo, se volvié un
campo de estudio muy alejado de la realidad y en la era digital se ha vuelto nuevamente un area
aplicado e intensamente usado.

2.5. La irracionalidad de la raiz cuadrada de dos

Los pitagéricos crefan que todo en el universo estaba relacionado con razones de enteros, es decir,
que todo, en particular todas las distancias) se podia medir con fracciones. Sin embargo al intentar
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calcular la diagonal de un cuadrado de lado igual a la unidad, descubrieron que esto no era cierto. Era
imposible representar la longitud de esa diagonal con una fraccién. Hé aqui un par de demostraciones
de este hecho.

Los pitagoricos crefan que todo podia representarse con niimeros. Por ejemplo, descubrieron que
las notas y melodias producidas eran arménicas, y sonaban bien (en su concepcién) cuando habia
relaciones numéricas enteras simples entre las distancias de los huecos de las flautas o las longitudes
de las cuerdas. Una cuerda reducida a la mitad de tamafio, produce un sonido que es una octava més
alta que el tono original, y las combinaciones sonoras agradables para el gusto occidental guardan
relaciones numéricas simples como %, %, %. Hoy en dia decimos que se representan con fracciones
sencillas. Asi, también creian que todos los segmentos que se pudieran construir en la geometria,
guardaban relaciones fraccionarias entre ellos.

Sin embargo, un dia descubrieron una contradiccién en esa creencia. La diagonal de un cuadrado
no podia guardar una relacién fraccionaria con el lado del cuadrado. Fue un descubrimiento que
sacudié sus creencias y que, a la larga, les llevaria a construir una nocién maés precisa y completa
de la longitud, cosa que lograron sin ampliar el concepto de nimero, que es lo que se hace en la
actualidad.

He aqui una demostracion de que la razén entre la diagonal y el lado de un cuadrado no puede
ser una fraccién. Supongamos que la relacién entre la diagonal y el lado del cuadrado es 7, donde
m y n son enteros positivos. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que m y n son primos
entre si, ya que al dividir m y n por todos sus factores comunes, la fraccion = no se altera. Esta
suposicion equivale a decir que, usando cierta longitud como unidad, la diagonal del cuadrado mide
m y su lado mide n. Del teorema de Pitdgoras resulta que m? = n? 4+ n?, es decir, m? = 2n? y por
tanto m? es un nimero par. Pero se sabe que sélo los niimeros pares tienen cuadrados pares, por
lo que m debe ser par. Por tanto m = 2k para algin entero positivo k. Entonces m? = 4k? = 2n2.
Dividiendo por 2 obtenemos: 2k? = n2, por tanto n? es par y también lo es n. Hemos concluido
entonces que tanto m como n son pares, lo cual es una contradiccion, pues habiamos postulado que
m y n no tenfan multiplos comunes. Esto demuestra que es contradictorio suponer que la razén
entre la diagonal y el lado de un cuadrado es una fraccién.

Por el teorema de Pitagoras sabemos que el cuadrado construido sobre la diagonal de un cuadrado
de lado 1 es 2 y por ello decimos que esa diagonal mide v/2. La demostracién anterior prueba que
V2 1o es una fraccién, en lenguaje moderno, v/2 no es un ntimero racional. Hoy en dfa decimos
que

V2 es un nimero irracional

Pero para poder decir esto fueron necesarios 20 siglos de maduracién intelectual que llevaron a la
humanidad a concebir o inventar, poco a poco y culminando el proceso a finales del siglo XIX, los
numeros reales que es el sistema numérico que permite incluir a los nimero irracionales.

Este descubrimiento (de que la razén entre la diagonal y el lado de un cuadrado no es una fraccién)
destruyé completamente la creencia pitagérica de que todo en el universo se podia expresar con
razones de enteros positivos. De hecho, el descubrimiento produjo una gran crisis en el ambito de
los pitagéricos, al grado de que quisieron mantenerlo en secreto e incluso hay rumores de quien lo
descubrié, o lo publicé por vez primera, Hipaso de Metaponto (siglo V - siglo IV aec), muri6 en un
naufragio, quizas provocado por sus propios companeros en venganza por haber destruido la teoria
en la que habian basado todo el conocimiento; o que se suicidé para expiar su culpa buscando otra
vida en la que resolver el problema que habia creado.
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Los pitagoricos habian basado toda su filosofia en que todo en el mundo era numero. Su descu-
brimiento de que la musica y los nimeros estaban relacionados les entusiasmé de tal manera que
creyeron ver en ello una senal mistica de que todo en el mundo era asi: relaciones entre niimeros. El
hecho de que la relacion entre dos magnitudes tan simples como el lado y la diagonal de un cuadrado
no cumplieran con esta ley, trastornaba toda su filosofia. De hecho la invalidaba. No supieron ver
que ese hecho constituia un nuevo reto que hubieran podido enfrentar ampliando el concepto de
ntmero. Y es que ellos vefan a los nimeros (enteros positivos) como algo dado al hombre junto con
su propia existencia, posiblemente por alguna divinidad, en lugar de verlos como una creacién hu-
mana que, como tal, era perfectamente ampliable. Lamentablemente esa creencia, la de la existencia
a priori de los ntimeros enteros positivos, sigue vigente hoy en dia entre la gente comin, lo cual le
dificulta mucho apropiarse de las matematicas modernas. Darse cuenta de que tanto los nimeros
enteros positivos como los racionales, los reales, que incluyen a los irracionales, y los complejos son
creaciones humanas, abre la puerta de entrada al mundo de las matematicas modernas.

Quien enfrentd por primera vez y resolvié parcialmente este conflicto, fue el gran matematico Eudoxo
de Cnido (390 - 337 aec), creando una aritmética de segmentos que permitia operar con ellos, con
absoluta claridad y precision, sin asignarles valores numéricos como longitudes. Decimos que lo
resolvié parcialmente porque no generalizé el concepto de niimero sino que desarrollé una manera
de hablar y manipular de esas magnitudes que podian ser inconmensurables, sin asignarles valores
numéricos. Sin embargo el paso que le falté no era de caricter técnico ino puramente filoséfico.
Para llegar a la solucién moderna sélo faltaba definir esas magnitudes como numeros, que es, en
el fondo, lo que hicieron dos milenios mas tarde personajes como Weierstrass, Dedekind y Cauchy
para definir los ntimeros reales. Pero el hecho de que este paso hubiera tardado dos mileniso en
darse nos da una clara indicacién de que se trata de un salto conceptual muy importante y nada
facil. Es pues, natural, que su aprendizaje cause tantas dificultades a los estudiantes del mundo
moderno.

Los pitagdricos no podian aceptar que raiz cuadrada de 2 es un nimero ni una razén entre nimeros,
pero tampoco podian negar que era la medida de la diagonal del cuadrado de lado uno, lo decia su
teorema mas sélido. Los problemas logicos generados por el descubrimiento de la irracionalidad de
V/2 fueron resueltos por EUDOXO DE CNIDO, uno de los més grandes matematicos de la antigiiedad
griega, de una manera muy ingeniosa, creando lo que se conocié como la Teoria de las proporciones,
que EUCLIDES presenta en el Libro V de Los elementos. En esta teoria se construyen proporciones
que pueden usarse en lugar de los niimeros y que incluyen a la razon entra la diagonal y el lado del
cuadrado, o sea, a /2. Sin embargo, a cambio, estas proporciones, es decir estos nuevos niimeros, no
siempre pueden representarse por fracciones. Muchos de ellos no son fracciones, y aun asi pueden
usarse para realizar operaciones con ellos mediante un dlgebra geométrica que se presenta en el
capitulo de Geometria.

Siglos después, a finales del XIX, una construccién fue utilizada por Dedekind (y otra por Cauchy)
para formalizar el concepto de ntmero real, que es el que abarca tanto a los racionales como
a los irracionales. También poco mas o menos en la misma época David Hilbert reorganiza los
fundamentos de la Geometria usando el Teorema de Pitdgoras como fundamento. Asi que el Teorema
de Pitagoras es una de las piezas més importantes en la historia de las matemaéticas. No solo es uno
de los primeros teoremas descubiertos por varias civilizaciones, de los primeros en ser demostrados
l6gica y rigurosamente, sino también fue pieza clave en el descubrimiento de los niimeros irracionales
y se convirtié en el fundamento esencial de las matematicas modernas. Otra pieza clave en esta
historia, igualmente importante, tiene que ver no con tridngulos rectangulos sino con circulos, se



30 CAPITULO 2. LOS NUMEROS

trata del ntmero 7.

Las matematicas y el mundo: ;juna relacion magica o cientifica?

El interés de los pitagoricos en los nimeros y sus propiedades representa quizas la manifestacién
maés antigua de las matemadticas puras. Se trata de entender, por deduccion logica, las propiedades
de unos entes abstractos (los nimeros) que han adquirido una existencia propia, independiente
de sus humildes origenes como utensilios para ayudar en el quehacer cotidiano. Un hecho que
es interesante notar, es que esta primera aparicién del interés matemaéatico puro surge unido al
misticismo, se atribuyen propiedades méagicas a ciertos nimeros. Cabe preguntar qué tanto ayudé
esta tendencia al misticismo a desarrollar las matematicas. Aparte de esta etapa de los pitagdricos,
caen en esta misma linea de misticismo la astrologia de PTOLOMEO y los esfuerzos de KEPLER
para explicar el sistema solar con los poliedros regulares. Son intentos de entender el mundo usando
las matematicas pero de una manera poco cientifica, como esperando descubrir algunas decisiones
divinas a las que podemos tener acceso solo porque coinciden con relaciones entre niimeros o entre
cuerpos geométricos. Es como suponer que Dios es matematico y se comunica con nosotros a través
de los objetos matematicos pero sin que haya relaciones de causa efecto en los caprichos que llevan a
organizar “matematicamente” el mundo. Esta tendencia mistica o mégica hacia entender el mundo
a través de las matemdticas contrasta notablemente con la postura mas cientifica de GALILEO
GALILEI en donde ya las leyes de la naturaleza estdn ante nosotros como un libro abierto, no
hace falta adivinar, basta leerlo, pero antes hay que conocer el lenguaje en que estan escritas: las
matematicas. La gran diferencia es que en la postura galileana, no hay magia, no hay capricho
divino ni casualidad, es una relacién factica. El mundo tiene un comportamiento matematico. La
idea de Dios deja de ser necesaria, aunque no por ello se necesariamente incompatible.



Capitulo 3

Geometria y Mediciéon

Estrategias para cuantificar el espacio

La mayor parte de las aplicaciones de la geometria a la vida productiva se realizan al intentar
calcular tamanos, distancias, dreas o volimenes de objetos del mundo material cuya forma puede
describirse en términos de figuras geométricas. En estos casos resulta imprescindible poder asignarles
valores numéricos. De esto se ocupa la geometria cuando se combina con la medicion.

En este capitulo exploramos la relacion entre la geometria clasica y la necesidad de medir cosas que
se pueden identificar con algunas partes de figuras geométricas. Primero se investigan las relaciones
entre los conceptos geométricos de longitud, area y volumen con sus medidas numéricas y més
adelante se presentan algunos casos de cédlculos especifico junto con los métodos que para realizarlos
se han desarrollado a través de los siglos.

Cuando las nociones de medida se intentan aplicar a figuras geométricas formadas por curvas que
no estan acotadas por lineas rectas, o por cuerpos que no estan acotados por superficies planas, la
medicién comienza a necesitar de procesos infinitos. Los esfuerzos de Eudoxo de Cnido (390 - 337
aec) y Arquimedes de Siracusa (287 - 212 aec) en esta direccién representan los primeros avances
en lo que dos milenios mas tarde, culminaria con la creacién del cdlculo, gracias al trabajo de
matemadticos de los siglos XVII y XVIII como Isaac Newton (1643 - 1727), Gottfried Leibniz (1646
- 1716), Jakob Bernoulli (1654 - 1705), Johann Bernoulli (1667 - 1748) y Leonhard Euler (1707 -
1783).

3.1. El uso de los niimeros para cuantificar la realidad

Las necesidades del comercio, el cobro de impuestos, la construcciéon y muchas otras actividades que
realizaban los miembros de las diversas culturas de la antigiiedad requirieron no sélo la creacion de
los ntimeros sino también formas de cuantificar, asignando valores numéricos, a ciertos aspectos de
la realidad como tamano, peso, duracién, sin lo cual su utilidad era escasa. Este tipo de actividad
ha sido probablemente la mayor fuente de conceptos e ideas matematicas desde la antigiiedad hasta
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nuestros dias. Esta fue, sin duda, una de las primeras actividades humanas que requirié la aplicacién
de un pensamiento matematico avanzado.

Los registros que tenemos en tabletas y papiros muestran un interés en realizar cdlculos que permi-
tieran asignar valores numeéricos a ciertas abstracciones de utilidad practica. En particular exhiben
el conocimiento de algunos procedimientos y férmulas para calcular dreas y volimenes, a veces de
manera exacta y a veces s6lo aproximada. Por ejemplo, hay en ellas estimaciones de lo que hoy lla-
mamos el nimero m, que eran utiles en férmulas o procedimientos que se usaban para calcular areas
de terrenos y volumenes de piramides y contenedores. No hay evidencias de que se hubiera llegado
a esas estimaciones, férmulas y procedimientos mediante razonamientos deductivos, lo cual apuna a
un pensamiento mtemético muy primitivo. Esta actividad matemaética surge en la antigiiedad como
una tecnologia asociada a la cuantificacion, es decir, a la asignaciéon de valores numeéricos a ciertas
abstracciones de interés préactico. Los métodos de cédlculo se desarrollan para obtener unos valores a
partir de otros aprovechando las propiedades de los niimeros y sus operaciones, las cuales aparecen
como algo natural en esos contextos. La notacién numérica tan distinta en las diversas culturas
atestigua que estamos ante desarrollos independientes que obedecieron a necesidades practicas si-
milares y dieron lugar a sistemas equivalentes para denotar a los numeros y realizar operaciones
con ellos. Podriamos decir que se trata de una concepcion de las matematicas como una tecnologia
para cuantificar abstracciones de utilidad practica. Ain no aparece, al menos de manera explicita,
la deduccién.

Con el tiempo, esta actividad se fue haciendo cada vez mas racional, justificando de manera rigurosa
cada formula y procedimiento que se inventaba, de manera que acabé integrandose por completo
a la actividad matematica deductiva inaugurada por los antiguos griegos con la geometria, aunque
sigue dando mayor importancia a la utilidad practica que al aspecto tedrico.

Los métodos de calculo de los babilonios y los egipcios

Hemos visto que los antiguos babilonios y egipcios ya tenian sorprendentes conocimientos practicos
de matematicas y que incluso habian desarrollado formas de ensenarlos a través de la escritura en
tabletas de barro y papiros, respectivamente. Tales conocimientos se transmitian a través de ejem-
plos concretos, algunos de los cuales ya se describieron en la Seccién ?7?. El siguiente ejemplo, que
aparece en una de las tabletas babilonias, ilustra la capacidad que tenian para describir algoritmos
de célculo y realizar operaciones con su extraordinaria notacién numérica. El ejemplo ensena cémo
calcular la longitud de uno de los catetos de un tridngulo rectdngulo cuya hipotenusa y el otro
cateto se conocen. Se trata de una viga que primero se apoya verticalmente en un muro y luego su
parte inferior es separada de la pared, de manera que la superior desciende una cierta distancia.
Para reconocer el significado del contenido de la tableta hay que recordar que los babilonios usaban
el sistema sexagésimal y que en su notacion a; b, ¢ representa al numero a + b& + cﬁ. El ejemplo
se ve asi:
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Una viga 0;30

De arriba bajé 0;6

Abajo, cuanto se alej6?

0;30 elévalo al cuadrado, 0;15 lo ves
0;6 de 0;30 réstalo, 0;24 lo ves

0;24 elévalo al cuadrado, 0;9,36 lo ves
0;9;36 de 0;15 réstalo, 0;5,24 lo ves

0;5,24 tiene qué como raiz? 0;18 lo es

1

tiene la longitud 30% =3

eso equivale a 6%
(3045)% = 90055 = &5

3045 — 655 = 2445

(2455)* = 3506 = 950 + 36502
1555 — (945 + 36555) = g5 + 24552
(184)% = 32455 =54 + 2455

33

0;18 se alejo.

En las fuentes antiguas, como las tablillas de arcilla que se encontraron en Babilonia, no hay ningun
indicio de una justificacion légica de por qué esta serie de instrucciones funciona siempre, es decir
aun si se toman otros nimeros de los que se dan en el ejemplo.

Es interesante ver que en las fuentes egipcias y babilonias se encontraron dos métodos diferentes de
calcular el volumen de un tronco, es decir una piramide cuadrada a la cual se le quité la punta con
un corte paralelo a la base.

Si se traducen estos dos métodos a nuestro lenguaje algebraico, resultan las siguientes dos férmu-
las:

V =1(a®+b°)h Babilona (ca. 1900 a.e.c.)
V = 1(a®+ab+b%)h Egipto (ca. 1850 a.e.c.)

En ambas a y b son los lados de las dos bases y h es la altura. Esta claro que las férmulas no pueden
ser ambas correctas.

Ejercicio. Sugerimos al lector determinar rigurosamente si alguna de las dos férmulas es correcta; en qué
casos, si los hay, alguna de ellas puede ser correcta y, si alguna no es correcta, encontrar qué tan buenas
o malas aproximaciones produce. Este ejercicio le ayudard a apreciar el nivel matemaético de la cultura
egipcia.

Como veremos en este capitulo, cuantificar conceptos como longitud, area, volumen, peso y tiempo,
es decir aquello que no es discreto, sino continuo, no fue facil. Una de las razones por las que se
encontraron dificultades para lograrlo es que la humanidad no tenia. en en lenguaje natural, una
nocién suficientemente amplia de numero. Carecia de lo que hoy llamamos nimeros reales, que son
los que se necesitan para cuantificar lo que es continuo. En cierto sentido, este capitulo es una
historia del desarrollo paralelo de las ideas del continuo y de los nimeros reales.

Recordemos que la cultura clasica griega, que es de la que parten estas ideas, encontré muy tem-
prano en su historia que habia longitudes inconmensurables, es decir, que los niimeros fraccionarios,
que son los que habian llegado a manejar las civilizaciones mas antiguas como la babilonia y la egip-
cia, eran insuficientes para cuantificar lo continuo. La respuesta inicial ante este problema, como
veremos en las primeras secciones del capitulo, fue desarrollar los conceptos de manera geométrica,
evitando tanto como era posible su cuantificaciéon. De hecho, Los elementos de Euclides logran
una presentacion muy completa de los conceptos de longitud, drea y volumen sin asignarles valores
numéricos.
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3.2. Longitud, area y volumen

Introduccién

El volumen de un cuerpo depende de su tamano y de su forma. Por ejemplo, un cubo tiene mayor
volumen que una esfera cuyo diametro es igual al lado del cubo. Esto lo sabemos porque la esfera
cabe dentro del cubo y no lo llena. Tenemos una idea intuitiva de lo que llamamos volumen y
sabemos que, independientemente de como lo midamos, debe tener ciertas propiedades. Concreta-
mente:

= (a) Si un cuerpo A cabe en otro cuerpo B, el volumen de A es menor que el de B.

s (b) Si Ay B son cuerpos ajenos, el volumen de la unién de A y B es la suma de los volimenes
de Ay B.

Al hacer estas afirmaciones suponemos inconscientemente que el volumen de un cuerpo es un ntime-
ro. (a) dice que uno de esos nimeros es menor que otro y (b) habla de sumar dos de esos nime-
TOoS.

Lo mismo que con el volumen ocurre con las longitudes de segmentos y las areas de figuras pla-
nas.

Sin embargo Euclides, en su libro Los elementos, hace un tratado muy completo de longitudes,
areas y volumenes sin asignar valores numéricos a tales conceptos. De hecho ni siquiera introduce
palabras equivalentes a longitud, area y volumen.

;,Cémo es eso posible?

Simplemente crea un concepto de igualdad diciendo que dos segmentos son iguales si se pueden su-
perponer exactamente, es decir, si uno de ellos se puede mover rigidamente (mediante traslaciones
y giros) hasta superponerlo exactamente sobre el otro (en el lenguaje moderno: si son congruen-
tes).

En el caso de las figuras planas dice que dos de ellas son iguales si una se puede cortar en partes
que puedan acomodarse, mediante movimientos rigidos (sin deformarlas), hasta cubrir exactamente
la otra.

La educacién matemdtica actual tiene una fuerte tendencia a tratar los conceptos de longitud,
area y volumen en términos estrictamente numéricos, lo cual propicia un ocultamiento de algunos
aspectos geométricos muy profundos de estos conceptos y redunda en una presentacién superficial
del tema.

Usemos el Teorema de Pitdgoras para ejemplificar este hecho. El teorema de Pitagoras dice, segiun
Euclides, que

En un tridangulo rectangulo
los cuadrados construidos sobre los catetos
son iguales al cuadrado construido sobre la hipotenusa

En este enunciado los cuadrados son figuras geométricas. Lo que quiere decir es que hay una manera
de cortar esos dos cuadrados cuyos lados son los catetos y acomodar las partes de manera que cubran
exactamente el cuadrado cuyo lado es la hipotenusa. El enunciado habla de figuras geométricas y
de operaciones geométricas consistentes en cortes y movimientos rigidos de los pedazos. En ningun
momento habla de nimeros asignados a esos cuadrados ni de sumarlos para compararlos con el
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nimero asignado al otro.
En cambio, el enunciado que se usa en general en la educacién matemética actual es:

En un triangulo rectangulo,
la suma de los cuadrados de los catetos
es igual al cuadrado de la hipotenusa

Los cuadrados que se mencionan en este enunciado son nimeros que se obtienen al elevar al cua-
drado otros nimeros (multiplicindolos por si mismos) que son las longitudes de los catetos. Y
la suma se entiende como una operacién aritmética, suma de niimeros, y no como una operacién
geométrica.

Sin duda la creacién de la Geometria Analitica y en general la aritmetizacién de la geometria fue
un gran logro de la humanidad. Pero al reemplazar la ensefianza de la geometria clasica con su
forma aritmetizada se ha perdido profundidad, se han empobrecido los conceptos y ha quedado un
estudio que privilegia el calculo por encima de la comprensiéon conceptual.

Es perfectamente posible desarrollar los conceptos matematicos de longitud, area y volumen sin
necesidad de asignarles valores numéricos. Para ello es necesario tratarlos como propiedades de los
objetos geométricos, que se relacionan unas con otras. Por ejemplo, se pueden comparar y agregar
y, cuando uno de ellos esta contenido en otro, se puede tomar su diferencia.

En las proximas secciones nos apartamos del tratamiento numérico con la intencién de recuperar,
al menos en espiritu, el enfoque euclidiano, y exhibir con claridad los aspectos geométricos de la
medicién. El tratamiento numérico ird apareciendo poco a poco, de manera parecida a como ocurrié
histéricamente.

3.2.1. Los conceptos de longitud, area y volumen

En el antiguo Egipto, se calculaba el volumen de pirdmides y otros cuerpos geométricos, tanto para
estimar la cantidad de grano que podian guardar en sus trojes, como la cantidad de material y
tiempo que iba a requerir una construccién.

Desarrollaron el concepto de volumen como una generalizacién del de area, y dejaron claro que el
volumen de un prisma es el producto de la superficie de la base por la altura. Esto no se limita a
prismas rectos sino que aplica a los oblicuos. Este hecho es una generalizacién, en tres dimensiones,
de la relacién ya conocida entre en un paralelogramo y el rectangulo con la misma base y la misma
altura.

Los egipcios supieron calcular el volumen de las piramides, tomando la tercera parte del area de la
base por la altura. Se desconoce si tenfan argumentos racionales para deducir esta férmula, pero la
usaron incluso para calcular el volumen de pirdmides truncadas.
Observaron la analogia entre
base x altura
Area = —

para el célculo del area de un triangulo y

4rea de la base x altura
3

Volumen =

en el calculo del volumen de una piramide.
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Como veremos mas adelante, la primera demostracién conocida de esta férmula la dio Eudoxo de
Cnido (390 - 337 aec). Pero para llegar a esto, conviene antes hacer una presentaciéon conceptual de
los conceptos de longitud, area y volumen que nos acerque al pensamiento griego de aquella época
en relacién a estos conceptos.

Longitud de segmentos

Partiremos de las nociones de segmento recto, que llamaremos simplemente segmento y de transfor-
macion rigida, entendida como aquella que no cambia ni el tamano ni la forma de las cosas. Cada
segmento queda determinado por dos puntos que se denominan los extremos del segmento. Los
segmentos pueden estar sobre una linea recta, en un plano o en el espacio. Un segmento determina
una unica linea recta, la que determinan los puntos extremos del segmento, segun los dos primeros
postulados de Euclides.

Decimos que dos segmentos a y b tienen la misma longitud si se puede aplicar una transformacién
rigida a uno de ellos de manera que lo superponga exactamente sobre el otro. Para ello basta que
la transformacion rigida lleve los dos extremos del primer segmento a los dos extremos del segundo.
Cuando dos segmentos a y b tienen la misma longitud, podemos escribir a L.

aZp

Es f4cil demostrar que £ es una relacidn de equivalencia, es decir, que:
= para todo segmento a, a L
= siay bson dos segmentos tales que a < b entonces b < b
= sia, by cson tres segmentos tales que a £ by b < ¢, entonces a Z c.

También podemos comparar las longitudes de dos segmentos a y b. Decimos que la longitud de a es
menor que la de b si es posible hallar una transformacién rigida que lleve a a a estar contenido en b
sin que los dos extremos de a coincidan con los de b. Cuando la longitud del segmento a es menor

g
que la del segmento b podemos escribir a < b

1La letra g sobre los signos de igualdad y desigualdad indicard en esta seccién que no se trata de relaciones
numéricas sino geométricas
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g9
a<b
7z . g Lre LS . . g g g
Es facil ver que < es una relacion transitiva, es decir, que si a < by b < ¢ entonces a < c.

Bajo ciertas circunstancias dos segmentos se pueden sumar. Concretamente, si dos segmentos a y
b se encuentran sobre una misma linea recta y son ajenos excepto por un extremo de a coincide
con uno de b, entonces el segmento ¢ determinado por los dos extremos libres (o sea los que no

coinciden), se puede llamar la suma de a y b, y se puede escribir: a + b L.
En general no es posible sumar segmentos. Sin embargo, si a y b son dos segmentos cualesquiera,
se puede construir un segmento b’ sobre la linea recta determinada por a tal que o’ Ly que tenga

la misma longitud que b y quede en posicion de poderse sumar con a. Tal construcciéon se puede
hacer con regla y compas como se indica en la siguiente figura.

cZa+

Podemos definir una “funcién” Long que asigne a cada segmento un ente abstracto que podemos
llamar longitud, entendida no como un nimero sino como

la clase de equivalencia de todos los segmentos a’ tales que a’ L

Con esta definicién queda claro que la longitud Long(a) de un segmento a no es un nimero pero
podemos hablar de ella absoluta precisiéon, como veremos a continuacién.

Todos los segmento que constan de un sélo punto, es decir, cuyos extremos coinciden, tiene la misma
longitud. En efecto, uno de estos segmentos puede hacerse coincidir exactamente con cualquier otro
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de ellos mediante una traslacion. A estos segmentos los llamamos segmentos nulos. La longitud de
los segmentos nulos es Unica y la consideramos como el cero aditivo de las longitudes.

Hemos establecido una manera de hablar de las longitudes de los segmentos sin necesidad de asig-
narles valores numéricos. Podemos comparar las longitudes de dos segmentos, saber si son iguales
o si una e menor que la otra y hasta podemos sumar las longitudes de dos segmentos. Todo ello sin
asignarles valores numéricos.

A continuacién enunciamos las propiedades més importantes de la longitud de segmentos. Dejamos
al lector los detalles de las demostraciones, algunas de las cuales utilizan propiedades de las trans-
formaciones rigidas que ain no hemos especificado y que estan intimamente relacionadas con los
axiomas referentes a la homogeneidad del espacio.

Propiedades de la longitud de segmentos

Sean a, b, ¢, ... segmentos cualesquiera.
Simetria: Si Long(a) = Long(b), entonces Long(b) = Long(a).

Transitividad: Si Long(a) = Long(b) y Long(b) = Long(c),
entonces Long(a) = Long(c).

Conmutabilidad: Long(a) + Long(b) = Long(b) + Long(a).

Cero aditivo: Si o es un segmento nulo (que es vacio o bien consta de un solo punto) entonces
Long(a) + Long(o) = Long(a) para cualquier segmento a.

Tricotomia: Sucede una y sélo una de estas tres posibilidades:

(1) Long(a) < Long(b)

(2) Long(b) < Long(a)

(3) Long(a) = Long(b).

Transitividad de la desigualdad: Si Long(a) < Long(b) y Long(b) < Long(c), entonces
Long(a) < Long(c).

Propiedad arquimediana: Dados dos segmentos a y b existe un entero n tal que Long(a) <
nLong(b).

Notas

1)Podemos extender la definicién de nLong(a) al caso n = 0 definiendo 0Long(a) = Long(o) donde
o es cualquier segmento nulo.

2) Se puede definir la resta o diferencia Long(b) — Long(a) de longitudes, pero sélo en el caso en
que Long(a) < Long(b).

3) En Los elementos, Euclides hace esencialmente lo mismo que hemos hecho aqui, pero sin hablar
de longitud, sino que dice que dos segmentos son iguales si uno se puede superponer sobre el
otro. Euclides y sus contemporaneos no distinguieron entre el segmento y su longitud. Hablaban
de ambas cosas como si fueran la misma. En nuestra presentacién, en cambio, dos segmentos son
iguales Unicamente si ocupan el mismo sitio, es decir, si tienen los mismos extremos. Si no, pueden
tener la misma longitud, pero no ser iguales.

Armados ya con el concepto abstracto, no numeérico, de la longitud de un segmento, podremos
desarrollar en las siguientes secciones los de area y volumen, y mas adelante el de longitud de una
curva.
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Es interesante observar que el concepto no numérico de longitud, que es esencialmente el que usa
la geometria euclidiana y que hemos formalizado con la funcién Long, puede dar lugar al concepto
numérico de longitud que se usa en la actualidad con sélo asumir la existencia de los nimero reales,
como veremos en el siguiente parrafo.

Dado un segmento a podemos definir 2Long(a) como Long(a 4+ ') para un segmento o’ tal que
a' Z a que se encuentre en posicién de ser sumado con a, es decir, que sea ajeno con a, excepto por
un extremo de cada uno de ellos. Podemos extender esta definicién y dar significado a nLong(a) para
cualquier entero positivo n. Igualmente se puede extender la definicién a gLong(a) para cualquier
ntimero racional ¢ = m/n y finalmente, por continuidad, a rLong(a) para cualquier nimero real .
Si se adopta un segmento cualquiera v como “unidad”, se puede demostrar, usando el axioma de
Arquimedes, que para cada cada segmento a, existe un tnico nimero real r para el cual Long(a) =
rLong(u). Asi es posible definir una funcién que asigne a cada segmento a el nimero real tal que
Long(a) = rLong(u). Esta es la funcién que se usa en la actualidad para hablar de longitudes de
segementos. Lo que hemos intentado mostrar en esta seccion es que es posible hablar de longitud sin
usar numeros, y eso es esencialmente lo que hacian los antiguos griegos cuando hablaban de igualdad
de segmentos. Lo mismo ocurria cuando hablaban de igualdad de figuras y cuerpos, queriendo
significar la igualdad de sus areas o sus volimenes, como veremos a continuacion.

Area de figuras planas

Decimos que dos figuras planas tiene la misma &rea si:

(a) podemos sobreponer exactamente una sobre la otra mediante traslaciones, rotaciones o reflexio-
nes respecto a una recta.

Ejemplos de tridngulos con areas iguales, segin (a)

(b) podemos partir una de ellas y mover los pedazos hasta cubrir exactamente la otra
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Ejemplo de dos paralelogramos con &reas iguales, segin (b)

(c) podemos formarlas a partir de figuras con la misma drea quitando de ellas partes que también

tienen la misma area.
Z/ 7

L—"] /

Ejemplo de dos paralelogramos con dreas iguales, segin (c)

Nota: Las reflexiones de una figura plana respecto a un eje pueden considerarse rotaciones en el
espacio tridimensional. Sin embargo cuando mas adelante hablemos de cuerpos en el espacio, las
reflexiones respecto a un plano no podrdn considerarse rotaciones, a menos que éstas fueran en un
espacio de 4 dimensiones. Por ello resulta mas conveniente pensar en las reflexiones respecto a un
eje como transformaciones en el plano que conservan el area.

Nota: Las traslaciones, rotaciones y reflexiones se llaman transformaciones rigidas o de congruencia
y forman un grupo no conmutativo respecto a la operaciéon de composicién.

Si A y B tiene la misma &rea, segun los criterios (a), (b) y (¢), entonces escribimos:
ALB

El criterio (b) nos plantea un problema que es importante resolver de entrada. ;Qué significa partir
una figura? Tomemos el ejemplo de un tridngulo que partimos mediante un corte recto que pasa
por uno de sus vértices y por el punto medio del segmento opuesto. El segmento que determina el
corte jen cual de las dos partes queda? ;En una, en la otra, en ambas o en ninguna? Esta duda se
relaciona también con la de si una figura poligona plana incluye o no su orilla. Lo primero que hay
que aclarar es que estos problemas surgen porque pensamos en las figuras planas como subconjuntos
del plano formados por puntos y, dada una figura, que concebimos como un conjunto de puntos,
cada punto del plano debe estar en ella o en su complemento.

La comparacién y la suma de dreas puede tratarse de manera andloga a como se hizo con las
longitudes.

Decimos que el drea de A es menor o igual que la de B si es posible hallar una particién de A tal
que sus pedazos puedan meterse (mediante transformaciones de congruencia) dentro de B. Cuando
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el area de A es menor o igual que la de B podemos escribir:

g

A<B

De momento nos limitaremos al estudio de figuras poligonales. La orilla o frontera de una figura
poligonal es un poligono (segmentos “encadenados”) cerrado.

De la misma manera en que se hizo en la seccién anterior para la funciéon Long aplicada a segmentos,
en esta secciéon podemos definir la funcién Area(A) para una figura poligonal como la clase de
equivalencia de todas las figuras poligonales A’ tales que A’ £ A. Asi, si A y B son dos figuras
planas ajenas, la figura C' que consta de ambas tiene drea igual a la suma de las dreas de A y B.
Es decir:

Area(A) + Area(B) = Area(C)

Nota: Igual que con los segmentos, es posible definir para las figuras poligonales una funcién
numérica si se asume la existencia de los ntiimeros reales y se adopta alguna figura poligonal como
“la unidad”. En el caso de las areas es costumbre usar como unidad un cuadrado cuyo lado es
congruente con la unidad adoptada para medir longitudes.

Area del triangulo

;Cudl es el drea del tridngulo ABC? Podemos decir que es “la mitad” de la del paralelogramo
ABCD. ;Pero cudl es el area del paralelogramo ABCD?

\»)

B

Si F' es la interseccién de C'D con su perpendicular por B, decimos que el area del paralelogramo
ABCD es AB - BF. Lo justificamos porque si cortamos el rectangulo BC'F' y lo trasladamos a la
posicién ADG, como se indica en la figura, obtenemos un rectangulo de lados AB y BF, al cual
asignamos AB - BF como area, por definicién.
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o)

I

Pero igualmente podemos construir el rectangulo BCJK y decir que el area del paralelogramo es
BC-BK. ;Cuél es la buena? ;Son iguales las dreas de ABF Gy BCJK? Los triangulos BCF y ABK

son congruentes y esto implica que % = %, que es equivalente a AB - BF = BC' - BK

Vemos que para tener una medida de area para tridngulos y paralelogramos es necesario usar la
ley de las proporciones de los tridngulos semejantes. Pero también podriamos demostrar esta ley
postulando la existencia de una medida del area de las figuras poligonales, la cual asigna como area
a un rectangulo el producto de sus lados y asigna el mismo valor a dos figuras cuando una de ellas
puede obtenerse de la otra cortando una parte y pegandola en otro sitio.

Esta situacion, en la que podemos formular la teoria de areas a partir de la semejanza de tridngulos
o la teoria de los tridngulos semejantes a partir de la teoria de areas, es tipica de los modelos
matematicos de la fisica. Otro ejemplo, muy apreciado por los fisicos, es la equivalencia de las
formulaciones de la mecanica cldsica a partir de las leyes de Newton o a partir de las leyes de
conservacion o a partir del principio de minima accién.

Areas de poligonos

Todo rectangulo puede transformarse en un cuadrado mediante cortes y traslaciones sin superpo-
sicion. Este hecho, que demostraremos en la siguiente escena, permite demostrar que toda figura

2
Recordemos la discusién presentada en la seccién H K

?7? relacionada con esta figura, en la que se exhibe
la equivalencia entre la semejanza de tridangulos y el

concepto de area para rectangulos, lo cual ayuda a /7

justificar la equivalencia de las igualdades:

AB _ BC Q
CD DE c

AB-DE =BC-CD
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poligonal se puede transformar, mediante cortes y traslaciones sin superposicién, en un cuadrado,
con lo cual se le pude asignar como medida de su area la del cuadrado. Esto permite completar
facilmente la teoria de areas de figuras poligonales planas.

La ilustracién prueba este lema: Todo rectdngulo se puede transformar, mediante cortes y trasla-
ciones sin superposicién, en otro cuyo lado més largo no sea mayor que el doble del otro. Si un
rectangulo, como el de la figura, tiene un lado més largo que el doble del otro, podemos partirlo a
la mitad por su lado mas largo, tantas veces como sea necesario hasta llegar a uno en el que el lado
mas largo no sea mayor que el doble del otro. (En este paso se usa el axioma de Arquimedes o de
continuidad.)

Pero con esta operacién no podemos transformar un rectangulo arbitrario en un cuadrado. Para
lograr esto hace falta un corte particular, como se muestra en las siguientes figuras.

Probaremos que un rectangulo cuyo lado més largo no es mayor que el doble del otro, se pue-
de transformar en un cuadrado mediante cortes y traslaciones sin superposicién. Sea ABC'D un
rectangulo cuyo lado més largo es AB y éste es menor que el doble de BC. Sea P la interseccién
de AB con la circunferencia de centro A y radio BC' = AD. Entonces PA = BC.
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Sea R la interseccién de AD con la circunferencia de didmetro PB. El dngulo PRB es recto (esto se
demuestra en la unidad sobre el circulo) y los tridngulos PAR y RAB son semejantes. Por lo tanto
Z—‘é = %, que equivale a PA-AB = AR?. Y como PA = BC, se tiene que AB-BC = AR?.

Sea E la interseccién de DC' con la circunferencia de centro A y radio AR. Entonces AE = AR
y el cuadrado de lado AF tiene la misma area que el rectangulo ABCD. Pero ademas ABCD se
puede transformar en el cuadrado AEFG. Para ello definimos J como la proyeccién de B sobre AE
y K como la interseccién de C'D con F'G. Trasladando el tridngulo ABJ a la posiciéon KEF' y el
cuadrilitero JBCE a la posicién GADK se convierte ABCD en AEFQG.

Dejamos como ejercicio para el lector la demostracién de que una figura poligonal se puede transfor-
mar en un cuadrado mediante cortes y traslaciones sin superposicién. Para ello se sugiere considerar
las siguientes proposiciones:

1) Toda figura poligonal se puede partir en tridngulos.
2) Todo tridngulo se puede transformar en un rectdngulo.
3) Un cuadrado se puede transformar en un rectdngulo con un lado dado.

3.3. El método de exhaucion

Areas de otras figuras

Para obtener el drea de una figura plana que no es poligonal, es decir, que su frontera puede incluir
partes curvas, hace falta recurrir al método de exhauciéon de Eudoxio que, a grandes rasgos, se
puede describir asi: el area de una figura plana se puede encontrar como el “limite”de las dreas de
una sucesion de figuras poligonales contenidas en ella, si cualquier punto del interior de la figura
cae en alguna de las figuras de la sucesion.
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El resultado més importante con respecto a las areas las figuras planas que no son poligonales, y
que es facil de demostrar siguiendo la idea sugerida en la siguiente figura,

Vs

ANRN

—

k..‘_“:‘
E——
\

\ /

es que si dos figuras planas Fy y F, son semejantes y la razén de homotecia de (las dimensiones
lineales de) Fy a (las de) Fy es 2, entonces

Area(Fy) = 4Area(Fy)
Este resultado puede hallarse en el libro XII de Los elementos de Euclides. Ambos célculos se

presentan mas adelante en este mismo capitulo.

La demostracién es una aplicacion simple de la idea descrita en el método de exhausion. Los resul-
tados mas importantes que se obtuvieron en la antigua Grecia utilizando el método de exhausién
son la cuadratura de la pardbola y el célculo del drea del circulo y ambos deben su realizacién a
Arquimedes.

Volumen

El volumen de un cuerpo se define de manera anéloga al drea de una figura plana.
Aqui hay que demostrar algunos teoremas sobre volimenes de prismas. Por ejemplo:

(a) Si las dreas de las bases de dos prismas son iguales y las alturas también son iguales, entonces
los dos prismas tienen el mismo volumen.

(b) Si dos prismas tienen alturas iguales y el drea de la base de uno de ellos es el doble que la del
otro, entonces el volumen del primero es el doble que el del segundo.

(c) Si un prisma cuya base es un paralelogramo se corta en dos prismas triangulares mediante un
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plano que pasa por una diagonal de la base y es paralelo a las aristas del prisma que no son de las
bases, entonces los prismas resultantes tienen igual volumen y éste, por lo tanto, es la mitad del
volumen del prisma original.

El resultado méas importante que usaremos, y es ficil de demostrar siguiendo la idea equivalente al
caso del drea, es que:

(d) Si dos cuerpos Cy y Cs son semejantes y la razén de homotecia de (las dimensiones lineales de)
Cy a (las de) C; es 2, entonces

Vol(Cy) = 8Vol(Ch).

Armados con estos resultados se puede enfrentar uno de los problemas més importantes del cdlculo
de voliimenes de poliedros: el volumen de una pirdmide, que puede reducirse al de un tetraedro. La
conocida férmula

Volumen — area de la b3ase X altura (3.1)

es analoga a la del area del tridngulo: Area = , pero es bastante mas dificil de obtener.
Sabemos que los egipcios la conocian, pero no hay ninguna prueba de que tuvieran alguna demos-
tracién de ella. A continuacién presentamos su demostracién, que se debe a Eudoxo de Cnido (390
- 337 aec) y aparece en el libro XII de Los elementos de Euclides, donde ademds se generaliza a las
pirdmides y al cono.

basexaltura
2

El volumen de un tetraedro

Sea ABCO un tetraedro.
Sean D, E, F los puntos medios de BC, CA y AB, respectivamente.
sean P, ), R los puntos medios de OA, OB y OC, respectivamente.
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B

Sea V el volumen del prisma con base triangular ABC'y lado OA. Sea T el volumen del tetraedro
ABCO. Demostraremos que T = %

El tetraedro puede partirse en cuatro cuerpos: dos tetraedros AEF Py PQRO, semejantes al original
con razén de homotecia %; y dos prismas triangulares cuyas bases son DBQ y EDC.

El volumen de cada uno de los tetraedros AFEP y PQRO es % y el de cada uno de los prismas

triangulares de bases DBQ y EDC' es %. Por tanto:

T
T=2-+2—
8 °%

de donde resulta que

-V

3

Es importante reconocer que uno de los hechos méas importantes que se utilizan en esta demostracién
es que el volumen de un cuerpo cuyas dimensiones lineales son el doble de las de otro, tiene un
volumen igual a ocho veces el del segundo (que probablemente aprendieron los griegos en relacién con
el famoso problema de duplicar el cubo) y esto se demuestra usando el método de exhaucién.

Nota: En realidad Eudoxio demostré la féormula V = “g € para un tetraedro rectangular utili-

zando el método de exhaucion y un proceso recursivo. Es la demostracién que puede hallarse en
Los elementos de Euclides. La que presentamos aqui no requiere del proceso recursivo pero si del
método de exhaucién. Sin embargo, el proceso recursivo que utiliz6 Eudoxo probablemente ins-
piré a Arquimedes para resolver el problema de la cuadratura de la parabola, como se ve méds
adelante.
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A partir de este resultado no es dificil demostrar la férmula

area de la base x altura
3

Volumen =

para el volumen de cualquier pirdamide con base poligonal.

Ejercicio. Demostrar la férmula para el volumen de una pirdmide y calcular los volimenes de
un tetraedro, un octaedro y un icosaedro regulares, descomponiendo estos poliedros en pirdmides
y hallando en cada caso las areas de sus bases y sus alturas.

Volimenes de poliedros

Ejemplo. El volumen del octaedro inscrito en un tetraedro, con lados la mitad de los del tetraedro,
tiene la mitad de volumen porque resulta de quitarle al tetraedro cuatro tetraedros iguales, cada
uno con la octava parte de volumen del original.

Este resultado es valido tanto si el tetraedro inicial es regular como si es irregular. Lamentablemente,
este procedimiento para obtener volumenes de poliedros no es muy general. A diferencia del caso
plano, no siempre es posible descomponer un poliedro en partes que puedan recomponerse en un
cubo. Este resultado apenas se demostrd en el siglo XX. Fue el tercer problema de los que planted
David Hilbert en el congreso de mateméticos del ano 1900.
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El tercer problema de Hilbert

En el ano 1900 David Hilbert presenté a la comunidad matemética 23 problemas que atn no se
habian podido resolver para esa fecha. Uno de ellos, €l tercero, era la pregunta de si con los poliedros
sucederia lo mismo que con los poligonos en el sentido de que toda figura poligonal se puede partir
en otras las cuales puedan recomponerse en un cuadrado. Es decir, ;es cierto que todo cuerpo en el
espacio formado por poliedros se puede partir en otros que puedan recomponerse en un cubo?

La formulacién original del problema era ésta:

Tercer problema de Hilbert. Dados dos poliedros de igual volumen, jes posible cortar el primero en
una cantidad finita de piezas poliédricas que puedan ser ensambladas de modo que quede armado
el segundo?

Este fue el primero de los 23 problemas que se resolvié. En 1903 MAX DEHN (1878-1952) encontrd
un invariante ante seccionamientos de poliedros que no es el mismo, por ejemplo, para un tetraedro
regular que para un cubo. Por tanto, por mucho que partamos el tetraedro, sus partes tendran
siempre el mismo valor del invariante esas partes no podran juntarse para formar un cubo.

El invariante de Dehn es lo que se llama el producto tensorial de las longitudes de las aristas por el
angulo definido por las caras que se unen en cada arista.

3.4. La cuadratura de la parabola

Sin duda la aplicacion estelar del método de exhausién de Eudoxio la realizé6 Arquimedes al calcular
el drea de un sector de parabola. Un sector de pardbola es la regiéon acotada por una parabola y
una recta que la corta en dos puntos.

El resultado de Arquimedes puede expresarse de manera muy simple y general:
El drea de un sector de pardbola es % del minimo paralelogramo que lo contiene.

Arquimedes produjo al menos dos demostraciones de este resultado. Aqui nos ocuparemos tnica-
mente de la que se apoya en el método de exhausion. Esta demostracion se basa en una propiedad
de la parabola que describimos a continuacién. Sea F' el foco de una parabola y sea d su directriz.
Sean P y ) dos puntos sobre la pardbola y sea N el punto sobre la pardbola cuya proyeccion
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ortogonal M sobre la directriz d es el punto medio de las proyecciones ortogonales A y B sobre d
de Py Q, respectivamente. Entonces:

La tangente a la pardbola en N es paralela a PQ

Para demostrar esta propiedad definimos X como el punto de interseccién de las tangentes a la
parabola en P y Q. Sabemos que X estd sobre M N porque su distancia a A es la misma que a B,
ya que las tangentes a las pardbolas en P y @ son las mediatrices de F'A y F' B, respectivamente.
Esta ultima es un propiedad bésica de las tangentes a una pardbola que se el lector no, conviene
que la demuestra como ejercicio.

X

Utilizando el mismo argumento puede verse que el punto Y, definido como la interseccién de las
tangentes a la pardbola en P y N, también se encuentra a la mitad entre las paralelas AP y M N.
Por tanto los triangulos PRY y X NY son congruentes y PR = NX — donde R y S son los puntos
de interseccion de la tangente a la pardbola en N con AP y BQ, respectivamente. Andlogamente,
NX = @S. Por lo tanto PR = @S. Esto completa la demostraciéon de que la tangente en P es
paralela a PQ.

De hecho, como PR = KN = @5, donde K es el punto medio de P(Q, resulta que N es el punto
medio de KX y por lo tanto el area del tridngulo PNQ es la mitad de la del tridngulo PXQ.
También es claro que el drea del tridngulo PN(Q es la mitad de la del paralelogramo PRSQ.
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Arquimedes demostré que el area del sector de pardabola PNQ es igual a % del area del triangulo
PNQ@, o lo que es igual, % del area del paralelogramo PRSQ.

La demostraciéon de Arquimedes procede por exhausién, agregando primero el tridngulo PNQ y
luego dos tridngulos PUN y NV @Q donde U y V son los puntos sobre la pardbola que estan también
sobre las perpendiculares a d en los puntos medios de AM y M B, respectivamente. Y asi se contintia
dividiendo cada uno de los sectores de pardbola en dos, y agregando sus tridngulos inscritos.

El drea ag del tridngulo PN(Q se puede calcular explicitamente:

_ AB-KN
B 2

Las dreas de los dos tridngulos PUN y NV @, sumadas, tienen el valor:

ao

MY AB-NK _ay
2 8 4

Procediendo por iteracion, los cuatro tridngulos siguientes tienen un area conjunta:

(11:2

A BK AB.NK  a

= 4 = = —
= 2 2.42 2
En general:
AB NK
e AB-NK
a"I’L = 2’]’L 2n 4 = = @
2 2 - 4n 4n

Asi, agragndo todos estos términos, llegamos a una serie infinita para expresar el drea s del sector
de pardabola PNQ:

1 1 1
8:a0—|—a1+a2+...:(1—1—1—1—4—2—&—4—3---)@0:#@0
donde
b=yt
B 4 42 43

Para calcular esta suma infinita observamos que

t—1+1(1+1+1+ )—1+1t
B 4 4 42 N 4
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Por tanto, despejando t de esta sencilla ecuacién, obtenemos t = %.

Sustituyendo en s =t - ag obtenemos:

4 4AB-NK 2
s=-ay=-——— =ZAB-NK
3 32 3

que es lo que queriamos demostrar.

3.5. El nimero 7 a través de los siglos

Una de las contribuciones més notables de Arquimedes al pensamiento matematico fue su manera
de estimar el valor del nimero 7, o mas precisamente, de calcular el perimetro de la circunferencia.
Para hacer justicia a este trabajo vamos a presentarlo enmarcado en un relato detallado de las
distintas maneras en que se ha enfrentado este problema antes y después de Arquimedes, desde las
primeras férmulas usadas en Babilonia y Egipto hasta los trabajos que probaron que 7 no es un
ntmero racional y los métodos que se usan en la actualidad para estimar con muchisima precisién
su valor. En toda esta historia la intervencién de Arquimedes es fundamental y marca un hito en
la historia del pensamiento matematico porque muestra cémo realizar estimaciones tan precisas
como uno necesite, de cantidades que no pueden calcularse con total exactitud. En el fondo el
trabajo de Arquimedes respecto al niimero 7 marca el nacimiento de lo que hoy llamamos Anélisis
Matematico.

El niimero 7 en la antigiiedad

Las culturas antiguas sabian que el perimetro de una circunferencia es un poco mayor que el triple
de su diametro y que el area de un circulo es algo mayor que tres veces la del cuadrado de lado
igual al radio. Est4 mas o menos claro que sabian que esas razones eran constantes, pero no que
supieran que son iguales. De hecho las estimaciones que usaban para una y otra no siempre eran
las mismas.

Los babilonios usaban unas veces 3 y otras 3% = 3.125. No estd claro si uno de estos valores era
para la razdén de los perimetros y el otro para la de las dreas o si usaban 3 en los ejercicios escolares
y 3% cuando querian mayor precisiéon. No se sabe como obtuvieron esas aproximaciones. Nada hay
que indique un intento para justificarlas. Es probable que las obtuvieran experimentalmente (por
ejemplo rodeando una columna cilindrica con una cuerda o midiendo las marcas que deja una
protuberancia en el perfmetro de una rueda).

El niimero 7 entendido como la razdén entre el perimetro y el didmetro de una circunferencia o como
la razoén entre el drea de un circulo y el cuadrado de su radio, no aparece en las primeras civiliza-
ciones, pero en cambio casi todas ellas conocian férmulas para calcular, de manera aproximada, los
perimetros y las dreas de los circulos. Un ejemplo es la formula

A= (8/9d)?

que usaban los egipcios para el drea de un circulo de didmetro d. Como puede apreciarse por su
aspecto, esta férmula es mds bien una “cuadratura del circulo” (solo aproximada, por supuesto), es
decir, exhibe un cuadrado (de lado 8/9 d) cuya drea es mds o menos igual a la del circulo. Esta
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férmula es una muestra clara de lo que interesaba a los egipcios: tener un método simple de calcular,
de manera aproximada, el drea de un circulo. Muchos otros ejemplos de los items encontrados
en los papiros egipcios que datan de mas de 1500 anios A.C. Muestran que su interés era tener
procedimientos o férmulas para calcular algo. Se desconoce si el procedimiento era producto de un
razonamiento o fue encontrado de manera empirica y su justificacién residia tnicamente en que
funcionaba bien en la practica. Justificar procedimientos de calculo por su utilidad y no por su
racionalidad, ha subsistido hasta nuestros dias y constituye una de las maneras no ortodoxa de
hacer matematicas y que muchos justifican por los beneficios practicos que aporta.

En su afdn por justificar racionalmente las férmulas de la antigiiedad, los historiadores de las
matematicas han inventado a veces argumentos factibles que hubieran podido haber usado quienes
las inventaron. Por ejemplo, la figura muestra un circulo con didmetro d y un cuadrado con lado
%d. A simple vista puede apreciarse que la diferencia entre sus dreas es pequena. El exceso en las
esquinas del cuadrado parece compensarse con los sectores del circulo que le sobresalen. De acuerdo
con esto, el drea del circulo (77% donde 7 = £) es “casi” igual a (§d)?. Tomando d = 2 (o sea r = 1)

obtenemos una estimacién para 7 de (32)? = 256/81, que en decimales nos da 7 ~ 3.16.

El razonamiento es éste: si se parte el cuadrado circunscrito al circulo de didmetro d en nueve
cuadrados, cada uno de lado éd, como muestra la figura.

Salta a la vista que el octagono irregular en la figura debe tener un area muy parecida a la del
circulo. Los 8 excesos alrededor de sus vértices parecen compensarse con los 4 de la circunferencia
sobre los lados diagonales del hexdgono. El area del octdgono es igual a 7 veces la de los cuadrados
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de lado %, 0 sea

d\? 7 63
7(5) =22 = a2
(3) 9 81

que es un valor muy cercano a %d? Pero % tiene la ventaja de ser el cuadrado exacto de % y

proporciona una cuadratura aproximada del circulo que ayuda a simplificar los calculos.

Que la razon entre la circunferencia y el diametro es la misma para todos los circulos parecia ser
conocimiento comun en Babilonia y Egipto. La primera demostracion documentada de que la razén
del area del circulo al cuadrado de su radio es constante corresponde a Euclides en el libro XII de sus
Elementos. Sin embargo Euclides no proporciona el valor de dicha razén. Y es que esta constante
fundamental de la naturaleza que denotamos por 7 es dificil de calcular, ademas de que la notacién
numérica de los griegos no fomentaba el andlisis numérico El

El tratamiento de Arquimedes del numero 7

La primera estimacién razonada de 7, con cotas bien definidas, la realizé Arquimedes (Siracusa,
Sicilia 287 — 212 a.e.c.). Arquimedes fue a la vez fisico, ingeniero, inventor, astrénomo y, sobre todo,
matematico. Se le considera uno de los cientificos mas importante de la antigiiedad clésica. Pero por
lo que mas se le admira es por sus trabajos matematicos, que son los unicos que él mismo considerd
suficientemente importantes como para escribirlos y legarlos a la posteridad.

«Domenico-Fetti Archimedes 1620» de Domenico Fetti.

Arquimedes murié durante el sitio de Siracusa (214-212 a.e.c.), ejecutado por un soldado romano.
Se dice que el soldado le ordené levantarse y seguirlo, pero Arquimedes se mantuvo absorto en sus
pensamientos dibujando en la arena, lo cual irrité al soldado que, enfadado, le asest6 un golpe de
espada, a pesar de que tenia 6rdenes de no hacerle dano.

3Los primeros en usar la letra m para denotar esta constante fueron los mateméticos ingleses Oughtred (1647),
IsAAC BARROW (1664) y DAVID GREGORY (1697).
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«Cara de la medalla Fields, Archimedes» de Stefan Zachow.

Sus ideas, sus métodos y el rigor de sus demostraciones siguen siendo hoy motivo de asombro y
admiracién, la cual ha quedado patente en el hecho de que la medalla Fields, que es el premio més
importante de las matematicas, lleva su efigie.

Si p, y P, representan los perimetros de los poligonos regulares inscrito y circunscrito de 6 - 2™
lados, entonces, segin Arquimedes

Dn P,
5 < < 9

Esto nos dice que el niimero 7 se encuentra en todos los intervalos

53]
272

Ademds Arquimedes da argumentos geométricos para demostrar que {p,} es creciente y {P,} es
decreciente. Lo primero es bastante evidente porque dos segmentos consecutivos del poligono inscrito
de 6 - 2™t lados une los extremos de un solo lado del de 6 - 2™ lados.

Para lo segundo basta observar que en la siguiente figura
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\ v

el lado del poligono anterior puede partirse en dos partes, una de ellas igual al lado del poligono
siguiente y la otra claramente mayor por poder convertirse en el lado opuesto a un angulo obtuso
en un tridngulo en el que uno de los lados adyacentes al angulo obtuso es precisamente el lado del
poligono anterior.

Si probaramos que la longitud de esos intervalos tiende a cero cuando n tiende a infinito, ob-
tendriamos una manera de estimar el valor de 7w con tanta precisién como quisiéramos. Para ellos
bastaria tomar poligonos con un numero de lados n suficientemente grande. Para lograr esto Ar-
quimedes calcul6 explicitamente esos perimetros para los poligonos regulares inscritos y circunscritos
de 6 - 2™ lados y demostré que su diferencia tiende a cero cuando n tiende a infinito.

Sea [, el lado del poligono inscrito de 6-2™ lados y a,, el apotema correspondiente. Entonces, usando
el Teorema de Pitagoras, obtenemos

l2n

Nl:
w|§"

Qn Qn

an =1/1— (l;>2 (3.2)

=y (5) + 0 9

El lado L,, del poligono circunscrito de 6-2" lados puede hallarse por tridngulos semejantes a partir
del, y ay:

L,=" (3.4)
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Sumando la mitad de los lados de los poligonos, Arquimedes obtiene estas cotas para m que permiten
estimar su valor con la precisién que uno quiera
Pn

P,
;m_3.9".7, LN 2
> 3 <m<3 5

va que la diferencia entre estos valores es

3-2"(Ly —1p) =3-2" - L(1 — ay)

que tiende a cero cuando n tiende a infinito porque 3-2" - L,, est4 acotado (por ejemplo por 3-2%- L,
que es el semi-perimetro del hexdgono circunscrito) y obviamente a,, tiende a 1 cuando n tiende a
infinito.

Las férmulas recursivas (3.2]) y involucran raices cuadradas, que son dificiles de calcular ma-
nualmente, y atin con los excelentes algoritmos de nuestro sistema de decimal, hoy no harfamos
estos calculos sin contar con una calculadora. Las raices cuadradas de nimeros racionales suelen ser
irracionales y s6lo podemos expresarlas de manera aproximada en nuestro sistema decimal.

N A o
/ \ / N S 2
A\ / \ /
/’ \ / \

| | | [ .
| a ) |

\ / )
) - Y /1] P "

— -

6 lados 12 lados - 96 lados

A pesar de estas dificultades, Arquimedes, con algoritmos aritméticos menos eficientes que los
nuestros, logré obtener buenas cotas racionales para el nimero 7. Usando los poligonos inscrito y
circunscrito de 96 lados obtuvo

10 223 220 10

ﬁ = ﬁ < < 770 =3 + %

Estas cotas dan 2 cifras decimales de precision

3+

3.1408 < 7 < 3.1429 (3.5)
Con una calculadora hoy podemos obtener
3.1410 < 7 < 3.1428 (3.6)

Observemos que el promedio pesado con % de la cota inferior y % de la superior es 3.1416, que es una
excelente aproximacion para 7 con cuatro cifras decimales de precisiéon. Esto no es una casualidad,
como veremos mas adelante.

El método de Arquimedes fue aplicado por Ptolomeo alrededor del ano 100, hasta alcanzar un
poligono de 1536 = 6 - 28 lados, obteniendo la estimacién m ~ 317/120 ~ 3.1416 que es el valor que
usamos todavia en las escuelas.
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Algunos siglos mas tarde y de manera independiente, los chinos usaron el mismo método para
obtener una aproximacién atn més precisa m ~ 355/113, que en decimales corresponde a 7 ~
3.141592 y es exacta en seis cifras decimales. Este resultado constituye una hazana extraordinaria de
céalculo, dadas las limitaciones aritméticas de aquella época, y se puede considerar que dio a los chinos
el récord mundial durante mil afios. No fue sino hasta finales de la edad media europea que el uso
de los nimeros arabigos permitié mejorar los métodos aritméticos y obtener mejores estimaciones
de 7. Como veremos maés adelante, Arquimedes pudo haber obtenido la misma aproximacién que
los chinos y con casi las mismas operaciones aritméticas con que logré la suya, que fue mucho mas
modesta.

El area del circulo

Euclides demostré que la razén entre el perimetro de la circunferencia y su didmetro es constante y
también que la razén entre el drea del circulo y el cuadrado de su radio es constante. Sin embargo no
demostré que ambas constantes son iguales. Quien logra demostrarlo es, para no variar, Arquimedes.
Lo hace unos 50 anos después de que Euclides escribiera sus Elementos. Este resultado es el que
nos permite escribir las férmulas p = 27r para el perfmetro de la circunferencia y A = 7r? para el
area del circulo de radio 7.

Las siguientes figuras ilustran el método que usé Arquimedes para obtener el area de un circulo en
términos del ntimero 7, que de hecho consiste precisamente en encontrar la relacién entre el area,

el perimetro y el radio:

A=
2

Lo que hizo fue dividir el circulo en un niimero par de sectores y acomodar la mitad de ellos alineados
y paralelos, tocandose por un punto, y la otra mitad de la misma manera, pero invertidos, encajados
exactamente en los primeros. Luego fue aumentando el nimero de sectores y observé que la figura
que se obtiene, y que por construccién siempre tiene la misma area que el circulo, se va convirtiendo
en un rectangulo cuyo lado es la mitad del perimetro y cuya altura es el radio.
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Asi, resulta claro que el area del circulo es la mitad del perimetro por el radio. Dado que el perimetro,
por definicién del nimero , es 277, esto demuestra que el area del circulo es wr2. Cabe mencionar
que JOHANNES KEPLER (1571 - 1630) utiliz6 una idea similar para demostrar que el volumen V'
y la superficie S de una esfera de radio r guardan la relacién

S-r

Sugerimos al lector demostrar esta formula mediante la idea de partir la superficie de la esfera en
muchos pequenos triangulos e interpretarlos como las bases de piramides con un vértice en el centro
de la esfera y cuyas alturas se aproximan al radio de la esfera a medida que los lados de los lados
de los triangulos tienden a cero.

Otra manera de demostrar la férmula para el area del circulo de radio r es partiéndolo en muchos
anillos concéntricos del mismo espesor y desenrollarlos, sin estirarlos ni encogerlos, hasta dejarlos
rectos y horizontales. Se forma asi una figura muy cercana al tridngulo de base 27 y altura r, cuya
rea es, por supuesto, 2. Cuantos més anillos se usen, mejor es la aproximacion.

Asf se consigue ontiene demostracién de que el drea del circulo de radio r es 7r2.

Este argumento aparece en un texto medieval del matematico y astréonomo judio-catalan Abraham
Bar Hiyya (o Abraham Iudaeus Savasorda) (Barcelona, siglo XII, 1065-1070 — 1136 6 1145), pre-
cursor de la escuela de Toledo.
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Ya que que 7 puede obtenerse como la razén del area del circulo al cuadrado de su radio, resulta que
es igual al drea del circulo unitario (el de radio 1). Asf calcularemos 7 de aqui en adelante.

El nimero 7m como el area del circulo unitario

Usando la misma idea de Arquimedes de los poligonos de 6 - 2" lados, pero ahora buscando cotas
para sus areas en lugar de sus perimetros, se llega a estimaciones similares a las que se obtienen
con perimetros. Pero usar areas tiene ventajas. Nos permite aprovechar otro de los importantes
resultados de Arquimedes: la cuadratura de la pardbola (ver , es decir, que el area de un sector

de pardbola es igual a 2

5 de la del paralelogramo o rectdngulo mds pequenio que la contiene. El

promedio pesado con % de la cota inferior mas % de la exterior, que como antes vimos da una
estimacién muy buena de m, nos sugiere usar pardabolas para obtener mejores resultados.
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circulo

parabola inscrita

parabola
circunscrita

1
2

Consideremos dos pardbolas con sus ejes sobre la mediatriz del tridngulo formado por el centro del
circulo y los extremos de uno de los hexdgonos inscritos, ambas con vértice en la interseccién de
la mediatriz con la circunferencia. Sea la primera de ellas la que corta a la circunferencia en los
extremos del lado elegido del hexagono y sea la segunda la que tiene el foco en el punto medio del
radio que coincide con la mediatriz. Se puede demostrar que la segunda es exterior al circulo y la
primera es interior, entre los extremos del lado del hexagono. Las tres curvas coinciden en el vértice
de las parabolas.

V3
1--5

o
=

Se puede obtener una cota inferior para el area del circulo unitario como 6 veces el drea del tridangulo

de base 1 y apotema a = /1 — (%) = ? mas % del rectangulo de base 1 y altura 1 — a. O sea
que
a 2 V3 2 V3
7r>6(2+3(1—a)> 6<4+3(1—2)> > 3.141104 (3.7)

Si colocamos el origen en el vértice de las parabolas y hacemos coincidir el eje y con los ejes de
las pardbolas de manera que el centro del circulo quede en el punto (0,1), la ecuacién de nuestra
parabola exterior resulta ser y = 1—22 Sumando las areas del tridngulo y el rectangulo y restando la
que esta bajo la parabola, obtenemos

reo(§ra-a- () o+ (-9) -5 (4

142 .
. . . )) <3.142603  (3.8)
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Reuniendo (3.7) v (3.8)) llegamos a

3.141104 < 7 < 3.142603

Esta estimacién es ligeramente mejor que la de Arquimedes correspondiente al poligono de 96 lados,
pero ésta se obtuvo con muchas menos operaciones aritméticas y, entre ellas, sélo una raiz cuadrada,

la de 3.

La misma idea se puede aplicar a los poligonos de 6 - 2" lados aprovechando las férmulas recursivas
(13-2) v (3.3) para a, y l, que se usaron en el método de Arquimedes. Con esos valores las cotas
para 7 son

En el caso n = 4, que corresponde al poligono de 96 lados, esto da 7 digitos de precisién

3.14159264 < 7 < 3.14159267

que son 5 més que los 2 que dio el método de Arquimedes.

Resulta bastante extrano que Arquimedes no haya usado esta idea, siendo que él mismo obtuvo la
cuadratura de la parabola. Tal vez su trabajo sobre la cuadratura de la parabola haya sido posterior
al del célculo de 7.

Aunque este camino nos permite calcular muchos decimales de 7, tiene el gran inconveniente de las
raices cuadradas, que nos obligan a realizar operaciones complejas con resultados inexactos.

Si se hacen promedios pesados con % de las cotas inferiores y % de las superiores, se obtienen apro-
ximaciones con un 50 % mds de cifras decimales correctas. Esto sugiere que podria haber métodos
aun mejores. Uno de ellos lo descubrié Isaac Newton. En la siguiente seccién lo redescubriremos
nosotros mismos usando argumentos geométricos y del célculo diferencial e integral.

Calculo de 7 segiin Newton

El gran cientifico Sir Isaac Newton (1643 - 1727) encontré un método para calcular 7 que es mucho
maés eficiente que cualquiera de los que le precedieron.
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Su resultado puede escribirse asi

e (2n)!
= 3; 167 - (n))2 - (2n + 1) (39)

Esta férmula expresa m en términos de una serie rdpidamente convergente de ntmeros raciona-
les en la que cada término tiene una expresion explicita. De ella podemos obtener un algoritmo
recursivo muy sencillo para cada término de la serie a partir del que le precede. Efectivamente,
definiendo
(2n)!
= 16 (nl)?

la férmula (3.9)) se puede escribir asi

0o Cn
W7322n+1 (3.10)
n=0
donde ¢co =1y, paran=1,2,...,
B (2n —1)(2n) (2n—1)
Cp = Cn_1 Tonz =Cp_1 ™ (3.11)

La serie brinda una manera sencilla y muy rapida de obtener buenas aproximaciones de 7.
De hecho, con este método se pueden obtener 16 decimales de 7 con sélo 22 términos. Manualmente
este cédlculo puede hacerse en una hora, en minutos usando una calculadora y en fracciones de
segundo con una computadora.

Para obtener este resultado calcularemos 7 como el area del circulo unitario y usaremos el hexagono
inscrito y la aproximacién a una funcién mediante una serie de potencias, concepto que surgié apenas
en el siglo XVII gracias, entre otros, al propio Newton.
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D~

Aproximando 1 — y/1 — 2 por 25:0 apxz™, N =1,2,3,...

El area puede calcularse asi
T=6(T+R-2C) (3.12)
donde:

1
T es el area del tridngulo equilatero de lado 1: T' = @’

R es el area del rectangulo de base 1 y altura 1 — 4/1 — (%)2 y

C es el area bajo la gréﬁc de la funcién 1 — v/1 — 22 entre 0 y %
Entonces

T =

N|—=

2

1y2 2 %
_ﬂ R—1_ 1_(1) C=[1-vV1—a2dx
0

Definiendo f(z) =1 — v/1 — a2, estas férmulas pueden escribirse asi

Sustituyendo en (3.12]) obtenemos

w=o(y =T s(5) -2 [ o)

que se simplifica a 1
r=3(1+ f(%) - 4/02 f(w)dz) (3.13)

La funcién f(x) se puede escribir como

fl@) =" anz™ (3.14)

4El origen se colocé una unidad abajo del centro para que la grafica coincida con la circunferencia.
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donde los coeficientes a.,,, que mas adelante obtendremos usando la serie binomial, son positivos.

Sustituyendo en
(1 + Z an — 4/ Z anxQ"dx)

Calculando la integral término a término

1 2n+1

7T:3<1+Zan( ) —42%5 -)
n=1
Reuniendo las dos sumas y sacando como factores comunes a a, (3)?"
> 1\2n 1
=3(tr X e(3) (1-45759))
" + ngl 3 2n+1
Lo cual podemos reescribir asi

> 1 2
=314 Y (1 5,77))
n=1

Usando 2n + 1 como denominador comiin, podemos simplificar y escribir

7T—3(1+Zan 2”2;}r1)) (3.15)

. 1 . . .
Para obtener los coeficientes a,, desarrollamos (1 — x2)2 en serie binomial

1.1 1.1.3
N S S N A D S e R I
flz)=1-(1-2*)2 =1 1+2x+ 2'x+ al 0+ ...
Simplificando
1 1.1 1.1.3
flo)=-a? 42 2,4 27272,6,

2 2! 3!

De lo cual se puede ver que a; = % y, paran > 1

13- (2n—3) 1-3-----(2n—1)

2n7) - 2n.ql. (2n -1)
Multiplicando numerador y denominador por 2-4 - - - 2n obtenemos
(2n)! _ (2n)!

Ay =

(2-4-----2n)-2n-n!-(2n—1) 27.pl.27.pl.(2n — 1)

y finalmente

(3.16)
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paran =1,2,... Sustituyendo (3.16)) en (3.15)

> (2n)! (2n —1)
— 3(1 . )
i +n¥14n~(n!)2~(2n71) 4 (2n+1)
Lo cual puede escribirse finalmente como

> (2n)! 1
7T:?’(anl 167 - (n!)? (2n+1)) (3.17)

Como la férmula para los coeficientes en (3.17) es vdlida para n = 0 y da 1, esto nos lleva a (3.9)),
que es lo que queriamos demostrar.

Calculos de 7 con muchos decimales

Utilizando (3.10) y (3.11)) en una computadora con aritmética de alta precisién se puede obtener la
siguiente aproximacién de 7 con 600 cifras decimales de precisién.

T =3.
141592 653589 793238 462643 383279 502884 197169 399375 105820 974944
592307 816406 286208 998628 034825 342117 067982 148086 513282 306647
093844 609550 582231 725359 408128 481117 450284 102701 938521 105559
644622 948954 930381 964428 810975 665933 446128 475648 233786 783165
271201 909145 648566 923460 348610 454326 648213 393607 260249 141273
724587 006606 315588 174881 520920 962829 254091 715364 367892 590360
011330 530548 820466 521384 146951 941511 609433 057270 365759 591953
092186 117381 932611 793105 118548 074462 379962 749567 351885 752724
891227 938183 011949 129833 673362 440656 643086 021394 946395 224737
190702 179860 943702 770539 217176 293176 752384 674818 467669 405132

El célculo tarda unos 25 segundos.

Para obtener 1,200 decimales se requieren unos 3 minutos, para 7,200 decimales, 4 horas y para
12,000 decimales, 22 horas.

Actualmente se conocen métodos ain més eficientes con los que se han llegado a calcular miles
de millones de cifras decimales de 7. Esos calculos tardan meses en realizarse. Hace mucho tiempo
habia interés en esto porque no se sabia si 7 era racional y se intentaba descubrir un patrén que
se repitiera, en la esperanza de descubrir la fraccién que lo representaba exactamente. Pero desde
que se descubrié que 7 no puede ser un nimero racional (siguiente seccién), este tipo de esfuerzos
perdié relevancia porque para la mayoria de los calculos que hay que realizar, basta conocer unos 16
decimales de 7, que es lo que ofrece la aritmética de una computadora personal. Para calculos mas
delicados, un centenar de decimales serian més que suficientes. Asi que en realidad el cdlculo de 7
con miles o millones de cifras decimales no tienen ninguna utilidad practica, se trata de un mero
desafio. Algunos investigadores tienen interés en estudiar la distribucion estadistica de los digitos
en una expansién larga de m, por ejemplo, en saber si todos aparecen con la misma probabilidad.
Con la riqueza de las matematicas es imposible saber si ese tipo de investigaciones daré alguna vez
un resultado interesante.
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La irracionalidad de 7

Durante siglos los matemaéticos se preguntaron si 7 seria o no racional. Si lo fuera habria una perio-
dicidad en sus decimales. Esto fomenté el interés de obtener muchos decimales de 7. A medida que
se calculaban més y maés se iban buscando patrones que se repitieran. Pero nunca se encontré uno.
En el siglo XVIII, el matematico suizo JOHANN HEINRICH LAMBERT dio la primera demostracién
de que nunca se encontraria tal patrén porque 7w es un numero irracional. A continuacién presenta-
mos una demostracién de la irracionalidad de 7 publicada por IVAN NIVEN de Purdue University
en 1946, la cual requiere inicamente de conceptos elementales de cédlculo.

La demostraciéon procede por contradiccién. Supongamos que 7 = 7, donde a y b son enteros
positivos. Definamos
x™(a — bx)™

n!

fz) =

F(z) = f(x) = fP(2) + fD(2) — o 4+ (=1)"fC(2)

donde n es un entero positivo cualquiera. Entonces n!f(x) es un polinomio con coeficientes enteros
de grado no mayores que n, ast que f(x) y sus derivadas f(*)(z) toman valores enteros en x = 0 y
en r = ¢ = m. Por célculo elemental sabemos que

% [F'(z) sen(z) — F () cos(z)] = [F"(z) + F(z)] sen(z) = f(z) sen(x)

y por tanto

/OTr f(z)sen(z)dx = [F'(z) sen(z) — F(x) cos(z)]; = F(r) + F(0) (3.18)

F(m)+F(0) es un entero porque £ (7)y f()(0) son enteros para todo i. Pero para0 < 2 < 7

n,n

m™a
0 < f(z)sen(x) < —;
n!
asi que el valor de la integral 1D es un entero positivo y sin embargo es menor que w% para

todo entero positivo n. Pero 77 tiende a cero cuando n tiende a infinito, lo cual nos lleva a una

contradiccién. Por lo tanto es imposible que 7 sea racional.

Ahora se sabe que el nimero 7 no solo no es racional sino que tampoco es algebraico, es decir,
que no es solucion de alguna ecuacién algebraica con coeficientes racionales. Los nimeros reales
que no son algebraicos se llaman trascendentes. La primera demostracion de que 7 es un nimero
trascendente la dio CARL LOUIS FERDINAND VON LINDEMANN en 1882.

El enorme interés que se puede apreciar a través de lo expuesto en esta seccién por comprender
al nimero 7 y los grandes esfuerzos realizados por estimar con gran precisién su valor, se deben a
la enorme importancia que ha tenido para el desarrollo de las mateméticas. No sélo el perimetro
y el area del circulo estdn intimamente relacionados con el nimero 7 sino también el volumen y
la superficie de la esfera guardan una intima relacién con este niimero, como demostré el mismo
Arquimedes.
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3.6. El volumen y la superficie de la esfera

Arquimedes obtuvo el volumen y la superficie de una esfera y demostré que el volumen de la esfera
es igual a 2/3 del volumen del minimo cilindro que la contiene. También demostré que la superficie
de la esfera es igual a 2/3 de la superficie de ese mismo cilindro. Estaba tan orgulloso de este
resultado que pidi6é se inscribiera en su tumba. Gracias a que aparente se cumplié su deseo, fue
posible localizar su tumba, que estuvo perdida durante varios siglos.

El célculo del volumen de la esfera utiliza el Teorema de Pitdgoras de una manera muy ingeniosa.
Consideremos tres cuerpos: media esfera, un cono circular recto y un cilindro circular. Las bases
del cono y el cilindro tiene el mismo radio que la esfera ambos tiene altura también igual al radio.
Lo que Arquimedes demuestra es que el volumen de la semiesfera més el del cono es igual al del
cilindro. Como ya sabia que el volumen del cono es % del del cilindro, resulta que el de la semiesfera
debe ser % del del cilindro.

—
— P —
I : VR R
\(y o —— 7
/—_——_\\‘\
\______——____/
A=al’ A=na(R?-1?) A=aR’

Sea R el radio comun de la semiesfera y de las bases del cono y el cilindro. Coloquemos los tres
cuerpos apoyados en un plano horizontal, con los ejes del cono y el cilindro perpendiculares al plano
el vértice del cono a la altura de la base de la semiesfera.

Ahora cortamos los tres cuerpos por un plano horizontal a una altura h de la base de la semiesfera.
Los cortes del plano en el cono y en la semiesfera son circulos de radios h y v R? — h? respecti-
vamente. Por tanto la suma de sus dreas es 7h? + 7(R? — h?) = 7R?, que es el area del corte en
el cilindro. Como esto ocurre para todos los planos horizontales, lo que queriamos probar resulta
evidente. Esta idea fue utilizada sistematicamente por BONAVENTURA CAVALIERI (1598 - 1647)
calcular los voliumenes de otros cuerpos a partir de las areas de sus secciones paralelas a un plano,
por lo que en la actualidad se reconoce como el Principio de Cavaliers.

El célculo de la superficie de la esfera depende de la siguiente observacién. Consideraremos sectores
de pirdmides cuyas bases son poligonos regulares. Entonces sus caras son trapecios iguales. Todos
los sectores de piramidales que tienen el mismo perimetro medio y la misma longitud lateral L,
tienen la misma superficie.

Esto se debe a que el area de los trapecios que los forman depende sélo de L y de la anchura media.
Por tanto el drea del sector piramidal depende sélo de la longitud del poligono cuyos vértices son
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los puntos medios de las aristas laterales. De hecho el drea del sector de piramide es PL, donde P
es el perimetro del poligono.

Como esto sucede independientemente del niimero de lados que tengan las orillas del sector pira-
midal, lo mismo va a ocurrir con los sectores conicos.

Los que tengan el mismo radio medio r y el mismo tamano de sus elementos laterales L, tendran
la misma superficie: 27rL.

Para calcular la superficie de la esfera Arquimedes la cubre con N sectores de cono como el de la
figura. La superficie de la cubierta sera igual a

N
Z 2mry, Ly,
n=1

=
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Luego observa que, por semejanza de triangulos:

N N N
> 2mrnLy, =Y 2wRh, =2rRY _ h, =2rRH
n=1 n=1 n=1

donde H es la altura total de la cubierta. A medida que la cubierta se hace més fina, H tiende a
2R y por lo tanto, la superficie de la esfera debe ser

A R?

En realidad el argumento de Arquimedes es més riguroso, acota la superficie de la esfera por una
sucesién que converge a 4mR? desde arriba y por otra que converge al mismo valor desde abajo. Su
método satisface los criterios de rigor mas estrictos.

La superficie del cilindro circunscrito a la esfera es la del rectangulo cuyos lados son el perimetro
27 R y la altura 2R, més las de las dos tapas, que son circulos de radio R:

21R - 2R + 27 R? = 67 R
Por lo tanto la razén entre la superficie de la esfera y la del cilindro circunscrito a ella es %, la

misma que entre el volumen de la esfera y el del cilindro circunscrito. Este es el resultado del que
Arquimedes estaba maés orgulloso, por lo que pidié se inscribiese en su tumba.

3.7. Calculos de distancias celestes

Ideas sobre el cosmos

Para poder medir distancias entre objetos celestes es necesario tener una concepcién de estos como
cuerpos fisicos. Mientras se piensa que el Sol es una rueda de fuega que es jalado por una yunta
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uno no puede pensar en medir la distancia hacia el Sol. El requisito es entonces que el pensamiento
se haya liberado en cierta medida de las explicaciones misiticas. Esto incié con TALES DE MILETO
(c. 625-547 a.C.), quién — por ejemplo — traté de explicar las inundaciones anuales del Nilo por
vientos fuertos. Una explicacion que ciertamente es equivocada, pero trata de explicar un fenémeno
fisico, y en esto se diferencia mucho de los demds explicaciones en aquel entonces, por razones de
la misma naturaleza. ANAXIMANDRO (c. 610-547 a.C.), considerado como “alumno” de TALES, dié
una explicacion diferente para estas inundaciones que era igualmente equivocada. Este pequeno
ejemplo muestra como empez6 una era diferente: se busca explicar los fenémenos de la naturaleza
por la misma naturaleza. Con ello se puede especular y discutir sobre las razones de los fenémenos
y se empieza dudar de las explicaciones dogmaéticas basadas en creencias.

Para retornar al tema de esta seccion: para poder medir distancias entre objetos celestes, es necesario
tener primero una concepcién natural del cosmos. La palabra “cosmos” origina de la palabra griega
para “adornar” ya que se pensaba que la boveda celeste estaba adornada con el Sol, la Luna, las
estrellas y los planetas.

TALES pensaba que la Tierra flota sobre agua, sin decirnos sobre qué se apoyaba el agua. Los
hindues a cambio opinaban que la Tierra reposaba sobre una tortuga, esta sobre un elefante, y este
dltimo sobre una hoja de Lotus. Nos podemos preguntar en qué se aboyaba la hoja. ANAXIMANDRO
fue el primero que resolvié el “problema de soporte”, es decir la cuestién, qué soportaba la Tierra.
ANAXIMANDRO pensé que la Tierra flotaba en el aire, aunque la pensaba todavia en forma de
un cilindro. Fue PITAGORAS (ca. 569-475 a.e.c.) el primero que pensé la Tierra como una esfera.
ANAXAGORAS, €l que afirmé que la Luna y el Sol eran rocas esféricos y que la Luna reflejaba la luz
del Sol. ARISTOTELES di6 varios argumentos en favor de la forma esférica de la Tierra misma. Dos
de ellos son: que més en el Norte o en el Sur se podian ver nuevos astros, que en eclipses lunares,
cuando la Luna entra a la sombra que proyecta la Tierra, la sombra siempre se delimita por una
arco de circumferencia. La sombra de la Tierra es redonda, por lo que se concluye que la Tierra
misma lo es también.

El primero que desarrollé un sistema celeste, que colocaba el Sol en el centro fue ARISTARCO DE
SAMOS (c. 310-230 a.C.). En este sistema se pensé a la Tierra y a los cinco planetas en aquel
entonces conocidos: Mercurio, Venus, Marte, Jupiter y Saturno como esferas que giran alrededor
del Sol. Veremos en esta seccién primero las ingeniosas ideas de Aristarco: cémo estimé los tamafios
relativos entre la Tierra, la Luna y el Sol y las distancias entre ellos. Sus estimaciones daban que el
Sol era varias veces mas grande que la Tierra y por ello colocé a €l en el centro del universo y no
la Tierra. Eso fue son casi dos mil afios antes de NicoLAS COPERNICO (1473-1543), que acredita
de manera justa el sistema heliocéntrico a Aristarco.
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Luna

Sol

Después veremos la idea de ERATOSTENES DE CYRENE (c. 275.-194 a.C.), de medir el tamafio

de la Tierra y finalmente una idea de GALILEO GALILEI (1564-1642) para medir la altura de las
montanas en la Luna.

Todas estas ideas tienen varios aspectos en conjunto: primero, se basan en mediciones que se hicieron

en una sola posicién de la Tierra, segundo, se mide una distancia inalcanzable de manera indirecta
y tercero, las ideas son muy sencillos pero no por eso menos ingeniosos.

Tamano relativo entre la Tierra y la Luna

ARISTARCO comparé el didmetro de la Tierra Dt con el didmetro de la Luna Dy, observando un
eclipse lunar. En un eclipse lunar la Tierra se encuentra en medio del Sol y la Luna y esta dltima
pasa en su érbita la sombre que proyecta la Tierra. En esta posicién se observa una Luna llena y

durante la ecplise la aparaciéon de un disco lleno empieza reducirse poco a poco hasta que la Luna
quede casi totalmente oscurecida.

ARISTARCO compar6 dos tiempos: por un lado, el tiempo t;, que tardaba la Luna desde el primer
momento que empieza oscurecerse hasta que que quede totalmente oscurecido. Por otro lado observé

el tiempo t1, que tardd en volverse como luna llena completo desputies de haberse oscurecido por
completo. La situacion se muestra esquematicamente en la siguiente figura.

!
H

>
&
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Como la Luna se mueve més o menos con la misma velocidad todo el tiempo, se tiene que

Dr it

Dy~ tL
ARISTARCO estimé o midié que % ~ 0.36. En aquel entonces no habia herramientas de mediciéon
muy precisas, lo que tal vez explica la diferencia con el valor que hoy se tiene: % ~ 0.27.

ARISTARCO obtuvo entonces la estimacién

Dy, = 0.36Dr.

Tamano relativo entre el diametro de la Luna y la distancia hacia ella

El Sol y la Luna se ven desde la Tierra bajo un cierto didmetro angular. Ambos cuerpos celestes,
el Sol y la Luna, tienen aproximadamente el mismo didmetro angular, pero sélo aproximadamente,
ya que ambos varian ligeramente durante el ano, ya que la distancia a la Tierra varia.

ar

ARISTARCO midié un didmetro angular de ambos cuerpos celestes de 2°. En realidad, el didmetro
angular es aproximadamente 0.53°. La medicién se puede hacer con una moneda chica: se tapa el
Sol, o lo que para el ojo es mas agradable, la Luna con la moneda con el brazo extendido y se le
pide a otra persona que mida la distancia a de la moneda al ojo. Luego se mide el didmetro de la

moneda d. Por semejanza se tiene
d:a= DL : ATL;

donde A1, denota la distancia de la Tierra a la Luna.

Si se toma la medicién de Aristarco, entonces se tiene

Dy, 2°

~
~

A, 360°

2,

en buena aproximacion, ya que la longitud del arco es casi igual al didmetro para dngulos chicos,
como se muestra en la siguiente ilustracién con un dngulo mucho mas grande: 20°.

[ —

Dado que el didmetro angular del Sol y la Luna son casi iguales se tiene

An, Dy
Ars  Dg’
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donde Dg denota el diametro del Sol y Arg la distancia de la Tierra al Sol.

Si se toma a 7w &~ 3, entonces se obtiene con las mediciones de ARISTARCO las siguientes estimacio-
nes:

360°

ATL% DL%30DL’R¢108DT,
2027
360°

ATS ~ WDS ~ 30 . DS.

Tamano relativo entre la distancia hacia el Sol y la Luna

Para poder relacionar todas las distancias, ARISTARCO requiri6 una idea mas. Para ello se imagind la
constelacion de Tierra, Luna y Sol cuando es media Luna. En esta situacion se ve la Luna dividida
en dos mitades: una iluminada y otra oscura, luz y sombra, dividida por una linea circular. El
plano que contiene esta linea circular pasa por el ojo del observador en la Tierra. El tridngulo LTS
formada por los tres cuerpos, tiene en la Luna L un dngulo recto. En este momento, ARISTARCO
midié el angulo

Laidea de ARISTARCO es muy buena, pero a la vez también muy dificil de llevar a cabo con precision.
Medir un angulo chico es bastante facil, pero medir un dngulo muy cercano a 90° es bastante dificil
si no se cuenta con herramientas de medicién de precision. Ademas es dificil determinar el momento
preciso cuando sucede que el dngulo SLM es exactamente un éngulo recto. ARISTARCO midi6é un
angulo de ¢ ~ 87°, cuando en realidad es ¢ = 89.95°. Eso condujo a que el Sol y la distancia hacia
ella se estimé muy por debajo del valor real.

Con la aproximacién de angulos chicos se tiene ahora

ATL 900 — @

—— x —27.
Arg 360°

Con la mediciéon de ARISTARCO se obtiene entonces

ATS ~ QO'ATL =~ 216DT

1
Dg~— - Arg = 72-D
S~ 3p 4TS T
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Se ve que las relaciones estan bien observados: el Sol es mas grande que la Tierra, la Luna mas
chica, y el Sol mas lejos que la Luna. Eso explica por qué ARISTARCO colocé en su sitsema el Sol en
el centro del universo. Si ARISTARCO hubiera tenido unas herramientas e medicién, entonces habria
obtenido estimaciones muy buenas con las sencillas, pero igeniosas ideas de relacionar los tamanos.
Con ello concluimos ahora lo que se refiere al trabajo de ARISTARCO.

El tamano de la Tierra

La primera medicién del tamaiio de la Tierra se atribuye a ERATOSTENES (276-194 a. C.). Escuché
que el dia del solsticio de verano un palo vertical en Siena (una ciudad que hoy se llama Asuan,
en Egipto) no deja sombra, es decir el Sol se encuentra justo en el Cenit. Siena se encuentra
casi exactamente en el Sur de Alejandria, lugar en el cual se encontraba ERATOSTENES. El midi6
entonces el angulo § entre un palo vertical y la linea recta entre la punta del palo y su sombra, es
decir el dngulo de los rayos de Sol con la vertical en Alejandria.

[T

l«— palo

!

ERATOSTENES midié que el dngulo § era 5—10 de un angulo completo, es decir

sombra

1
d=—-360° ="7.2°
50

Si se conoce la distancia d entre Alejandria y Siena, entonces se puede calcular la circunferencia Ur
de la Tierra por

Esto lo explica la siguiente figura.



76 CAPITULO 3. GEOMETRIA Y MEDICION

Para estimar la distancia entre Alejandria y Siena, ERATOSTENES se basé en los relatos de los
comerciantes que contaban que recorrian la distancia en caravanas en 50 dias y estimaban que se
trasladaban como 100 “estadios” cada dia. El “estadio” es una medida antigua y hoy no se sabe
bien cudnto valia, pero se piensa que deberia ser entre 157m y 211 m.

La distancia entre Alejandria y Siena se estimaba entonces en 5000 estadios y por ello la circunfe-
rencia terrestre por

Ut = 50 - 5000 estadios = 250 000 estadios,

es decir entre 39250 km y 52 750 km, una estimacién muy buena si uno piensa en la sencillez de la
medicién.

Mss tarde se perdié el conocimiento de ERATOSTENES y Cristobal Colén emprendié su viaje hacia la
India pensando que la Tierra era mucho m4s chica. Si hubiera conocido la medicién de ERATOSTE-
NES, tal vez nunca hubiera zarpado. Se volvié la imaginacién nuevamente mas antropocentrista y
con ello geocentrista.

La altura de las montanas en la Luna

Muy influyente para la Edad Media eran los libros de Aristdteles. En ciertas asuntos, él se basaba
en PLATON. Asi, al menos en parte, en su cosmologia. Segin una especulacién de PLATON, la
materia estd compuesta por tridngulos que forman sélidos regulares. Asi se explicé la existencia de
los cuatro elementos y el quinto sélido (el dodecaedro) lo atribuyeron al cosmos, a la composicién
de las estrellas, la Luna, el Sol y los planetas.

Por ello, cuenado GALILEO GALILEI usa por primera vez, en enero de 1610, de observar el cielo
nocturno con un telescopio sus descubrimientos chocan con toda esta teoria, ya que observé que
Jupiter tenia cuatro lunas, que la via lactea estaba compuesta por miles de estrellas, que el Sol
tenfa manchas y que la superficie de la Luna no estaba lisa sino presentaba irregularidades, ver las
siguientes dos ilustraciones. La izquierda es de GALILEI misma, la derecha es moderna.
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GALILEI interpreté estas irregularidades como las sombras que proyectan montanas. Midié la altura
de estas montanas al observar la media luna de la siguiente manera: Los rayos de Sol iluminan los
picos més altas aunque las valles ya se oscurcieron por completo. Por ello se puede observar los
picos mas altos mas alla que el didmetro. En la ilustracién arriba se senal6 el didmetro y los picos
mas altos iluminados del lado oscuro. GALILEI estimé que la distancia de los picos que todavia se
iluminan distan un ventésimo del didmetro de la Luna.

La siguiente lisutracién muestra un esquema de la situacion y explica el cdlculo correspondien-
te.

F d P

L rL+h

Con la estimacién de la distancia d ~ 1—101" 1, se puede calcular la hipotenusa del tridngulo rectangulo
CPF:
1
rp+h=vVr2+d?~/r2+ mﬂ =/1.01r =~ 1.0057.

Por ello se obtiene
h = 0.005r,

lo que equivale a una altura de h = 8268 m. GALILEI afirma que en la Tierra no hay montana
de semejante altura, pero esto hay que atribuir al hecho que las mediciones de la Tierra apenas
se empiezan a hacer unos 100 anos después y el Himalaya se midié a mediados del siglo XIX.
Actualmente se sabe que las montafias més altas en la Luna se erigen unos 5500m sobre la superficie.
El célculo realizado por Galileo dio un valor correcto en cuanto al orden de magnitud.
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3.8. La trigonometria

Antecedentes

Con trigonometria nos referimos hoy dia al calculo de longitudes y dngulos en tridngulos. La eti-
mologia es clara: gon significa en griego “angulo”, tri significa “tres” y metria significa “medicién”,
asi que el trigon es el tridngulo, y la trigonometria es la medicion de los tridngulos. Pero la palabra
es una creacion de la edad media: aparece por primera vez en un libro de 1590.

Los inicios de lo que hoy llamamos trigonometria son muy antiguos, provienen de los egipcios:
ellos calculaban el sequed de pirdmides, un niimero inimamente relacionado con nuestra nocién de
pendiente: el sequed es el nimero de palmas (anchos de mano) horizontales para subir 7 palmas
verticales.

\/

En la figura anterior, el sequed de la piramide es s = Za'

Hoy podemos ver el sequed —si ignoramos el factor 7 en la definicién— como la cotangente del dngulo
 entre los planos que forman un costado de la pirdmide y su base. Pero esto es una interpretacion
moderna y da una falsa impresién. En realidad el sequed sélo utiliza la semejanza de tridngulos, no
relaciona los catetos con el angulo, como lo hacen las modernas funciones trigonométricas.

La trigonometria, como muchas dreas de las matemadticas se desarrollé para poder llevar a cabo
ciertos céalculos con precisién y eficacia. En este caso, el promotor principal del desarrollo fue la
astronomia. Se pensaba que los objetos celestes se movian en circulos alrededor de la Tierra y los
astrénomos querian poder calcular sus posiciones y hacer predicciones de los futuros eclipses. Para
ello era necesario poder relacionar los angulos con las proporciones entre los lados correspondientes
de los triangulos.

Trigonometria esférica

La trigonometria que conocemos hoy es la trigonometria plana. Es interesante saber que su origen
estd en la trigonometria esférica, que se desarrolld6 mucho antes. Los griegos como muchas cultu-
ras observaban el cielo y crearon diferentes sistema para explicar los movimientos de los cuerpos
celestes.

Al observar el cielo nocturno desde un llano, uno se percata de que las estrellas se mueven res-
pecto a los arboles o las montanas. Nuestra vista nos muestra una béveda celeste delmitida por el
horizonte.
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No es dificil observar una regularidad en este movimiento: las es-
trellas se mueven como se estuvieran pegadas sobre una esfera
gigante, el orbe celeste, que gira lentamente por un eje que pasa
por el punto C en donde esté el observador.

El movimiento es de 15° a la hora, por lo que el orbe celeste da
una vuelta completa al dia.

Hay una direcciéon que queda fija: el polo celeste P, que es el punto
del orbe celeste por el cual este gira. El plano perpendicular al eje
de rotacién intersecta el orbe en el ecuador celeste.

79

Una estrella cerca del polo celeste casi no se mueve. En el hemisferio norte hay una estrella muy
cercana a este punto ideal fijo: la estrella polar. En el hemisferio sur no hay una estrella muy luminosa
cerca, pero una constelacién, llamada Cruz (o Cruz del Sur) que permite la determinacién del polo

celeste visible con facilidad.

Dado que el polo magnético de la Tierra se encuentra muy cercano
al polo norte de la rotacion de la Tierra, la estrella polar en el he-
misferio norte sirve para ubicarse tanto como una brujula.

El orbe celeste gira de tal manera que las nuevas estrellas aparecen
en el este y otras desaparacen en el oeste.

Si cambiamos en nuestro pensamiento el punto de vista y pensamos
que el orbe celeste es fijo y la Tierra se rota por su eje, entonces
hay una explicacién facil para el dngulo A del polo celeste P sobre
el horizonte: ¢ = <L PCN.

b
¥

P El angulo ¢ es la latitud del punto C' donde se

polar.

encuentra el observador, es decir el angulo entre
la recta C'Z, donde Z es el centro de la Tierra y
el plano que contiene el ecuador terrestre.

La figura lateral muestra la situacion. La esfera
es ahora la Tierra y el disco gris es el horizon-
te con los cuatro puntos cardinales. Dado que las
estrellas estdn muy lejos, el eje de rotacién de la
Tierra es en buena medida paralela a la recta que
une el espectador con el polo celeste o la estrella

En el primer paso de simplificar la situacion, se puede uno imaginar de estar en el polo norte. Ahi
las estrellas siempre estan a la misma altura. El horizonte coincide con el ecuador celeste. Dicho de
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otro modo: podemos asi ignorar la rotaciéon de la Tierra sobre su propio eje.

Ahora veremos el movimiento aparente del Sol. Si el Sol fuera opaco, podriamos ver las estrellas
a un lado del Sol, al igual que lo podemos cuando estd la Luna. Dado que el Sol es mucho més
luminoso que las estrellas, no podemos verlas de dia. Pero podemos calcular la posicién del Sol en
el orbe celeste.

Resulta que el Sol se mueve muy despacio por el orbe celeste. p
Un poco menos que 1° cada dia. Tarda un afo en comple-
tar una vuelta. Claro, el origen de este movimiento aparente
es que la Tierra se mueve alrededor del Sol y por ello cam-
bian las estrellas, que estdn muchismo mas lejos, mas alla del
Sol.

El Sol sigue una circulo maximo que se llama ecliptica y que
est4 inclinado por 23.44° respecto al ecuador. Recordemos: el
ecuador resulta por el movimiento de la Tierra por su propio
eje, la ecliptica por el movimiento de la Tierra alrededor del
Sol.

El eje de rotacién de la Tierra estd inclinado por 23.44° res-
pecto al plano en donde se mueve la Tierra alrededor del
Sol.

Los dos planos, el que contiene el ecuador y el que contiene la ecliptica se intersectan en una recta.
Cuando el Sol estd en uno de los dos puntos de esta recta, en la Tierra ocurren los equinoccios una
vez en primavera, el Sol estd entonces en el punto T, y otra vez en otono. En cada uno de los dos
equinoccios, el dia y la noche son igual de largos en toda la tierra. Dado que el eje de rotacion esta
inclinada respecto a la ecliptica, la Tierra expone medio ano mas el hemisferio norte y la otra mitad
mas el hemisferios sur. Esta desigualdad produce las estaciones en el ano.

eccinoccio

vernal

La ubicacion de las estrellas en el orbe celeste se suele dar
con respecto al ecuador. Se dan dos coordenadas: la decli-
nacién J y la ascencién recta a.

La declinacion ¢ es el angulo que la estrella se eleva sobre
el ecuador celeste, visto desde el centro C. Para estrellas
en el hemisferio norte y sur la latitud es positiva resp. ne-
gativa.

La ascencion recta o es el angulo que se mide a partir del
equinoccio de primavera 7" en sentido matematico, es decir
en contra de las manecillas del reloj si vemos el orbe desde
arriba.

Las dos coordenadas, declinacién y ascencién recta, con-
forman las coordenadas ecuatoriales.

En nuestro sistema solar, todos los planetas se mueven en planos que tienen poca inclinacién respecto
al plano en el que se mueve la Tierra. Por ello, los planetas se ven desde la Tierra cercanos a la
ecliptica, en una cinta que va desde 5° abajo a 5° arriba. Esta cinta alrededor de la ecliptica se
llama Zodiaco.
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Para dar la posicién de un planeta se dan por ello coordenadas con respecto a la ecliptica. Estas
coordenadas se llaman latitud y longitud. Calcular de unas coordenadas a las otras constituye uno
de los principales problemas de la trigonometria esférica. Veamos un problema sencillo: la longitud
del Sol indica el dia del ano en el cual estamos. Se debe calcular la declinacion y la ascencién recta
del Sol a partir de su longitud .

El primero que escribié un libro para resolver estos problemas es
MENELAO DE ALEJANDRIA (ca. 70-130). De su vida se sabe poco.
PTOLOMEO registré observaciones que hizo MENELAO en Roma
en el ano 98. Escribid el libro Sphaerica en el que introduce el
concepto de tridngulo esférico.

Los lados de un triangulo esférico son arcos de circulos maximos.
La figura muestra un tridangulo esférico ABD. El punto C' es el
centro de la esfera.

Para entender lo que ahora se llama el Teorema de MENELAO,
hay que saber que los griegos calculaban las cuerdas en funcién

del angulo que las subtiende.
d(e
exd(6) crd() denota la cuerda que se ve desde

‘ el centro del circulo bajo un angulo 6.

En el tercer tomo de su libro demuestra una proposicién, que en
la actualidad se conoce como el Teorema de MENELAO.

Se intersecta el tridngulo con un arco de circulo maximo y obtiene
asf los puntos F sobre BD, F sobre AD y G sobre AB.

El Teorema de MENELAO dice lo siguiente:

ad2LACG) _ crd2<LACF) cad(2<{DCE)

crd(2<LGCB)  crd(2<{FCD) crd(2<{ ECB)’

Hoy en dia usariamos la funcién seno, en vez de las cuerdas y el
Teorema se ve asi:
sen(<L ACF) sen(<{ DCE) sen(<{ BCG)
sen(<{ FCD) sen(<{ ECB) sen(<{GCA)

1.

Similarmente demuestra

crd(2<L ACB)  crd(2<CDCB) crd(2< FCE) 319
card(2<XACG) ~ «rd(2<{DCE) crd(2<L FCG) (3.19)
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Para demostrarlo, considera el plano por los puntos
del tridngulo original ABD y proyecta los otros tres
puntos desde C' a este plano. Se obtienen asi los puntos
E' FyG.
MENELAO usa sin demostrar la afirmacion analoga en
el plano:

AG' AF’ DF’

G'B~ F'D EB’
El hecho de que la usé sin demostrar indica que ya se
conocia antes. Pero como es la primera fuente donde
aparece, se considera hoy también como Teorema de
MENELAO. La demostracién es facil y elemental al usar
homotecias.

AG' d(2<C ACG
Luego usa que OB z dE2;Z): o Bi . Esto se ve al considerar el circulo
que pasa por A, G’ y B: Se erigen perpendiculares a CG por A y por
B, entonces se obtienen tridngulos semejantes ASG’ y BT'G'. Por ello

se tiene

AG'  AS 245 cd(2LACG)
G'B BT 2BT cad(2<LGCB)’

. . AF’"  crd(2<L ACF) .. DE'"  crd(2<9 BCG)
Similarmente se obtiene FD~ ad23 FCD) y también BB~ ad2< GCA) Con ello queda

demostrado el Teorema de MENELAO.

Véamos ahora como se aplica este 1ltimo resultado para determinar la declinacién § del Sol a partir
de su latitud A.

Para ello se usa el polo norte celeste B, el Sol serd el pun-
to E'y F = 7T el punto vernal de primavera. El circulo
méaximo por F'y D es el ecuador y aquel por F 'y E la
ecliptica. Ademads se usa el circulo maximo que es per-
pendicular al ecuador y a la ecliptica y que intersecta a
estos en A y G respectivamente.

Entonces se tiene la situacion del Teorema de MENE-
LAO. Nétese que <L ACG = ¢ = 23.44° y que <L ACB =
S FCG = LDCB = 90°. Al sustituirlo en (3.19) se
obtiene

crd(180°)  crd(180°)  crd(2\)

crd(2e)  crd(26)  crd(180°)

de donde se obtiene:
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crd(2e) - crd(2))

crd(26) = 5
,

En la notacién moderna esto es
sen(d) = sen(e) sen(N).

Las primeras tablas trigonométricas

Del primero que se sabe que construyé algo parecido a lo que hoy llamamos tablas trigonométri-
cas fue HIPARCO DE NICEA (190-120 a.e.c). A HIPARCO se le considera uno de los mds grandes
astronomos de la antigiiedad. Desarrollé parte de la trigonometria esférica, la cual consideraremos
mas adelante en este capitulo, y se le conoce por haber descubierto la precesién de los equinoccios,
es decir que el eje de rotacion de la Tierra no esta fijo sino que gira lentamente. Sin duda HipPARCO
tenfa una extrema destreza matemadtica.

HIPARCO DE NICEA

Se sabe que calculé una tabla de cuerdas, es decir, para diferentes dangulos 6, la longitud de la cuerda
que abarca el dngulo 6 en un circulo de cierto radio.

D\ eno
<

crd(f) denota la cuerda que se ve desde
el centro del circulo bajo un angulo 6.

Lamentablemente casi todos los trabajos de HIPARCO se perdieron. Se piensa que la siguiente tabla
podria ser una buena reconstruccién de su tabla de cuerdas.
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0 |crd(6) 0 |crd(6) 0 |crd(6) 0 |crd(6) 0 |crd(6)

0° 0 37°30'| 2210 75° 4186 112°30'| 5717 150° 6641
7°30| 450 45° 2631 82°30'| 4533 120° 5954 157°30'| 6743
15° 897 52°30"| 3041 90° 4862 127°30'| 6166 165° 6817

22°30"| 1341 60° 3438 97°30'| 5169 135° 6352 172°30'| 6861
30° 1780 67°30'| 3820 105° 5455 142°30'| 6511 180° 6876

Hay varios aspectos que deben observarse. Los célculos se hacian sobre un circulo con un radio muy
grande. Podemos obtener el radio de ese circulo usando r = crd(60°), que arroja el valor r = 3438.
Los valores de crd(f) aparecen redondeados a niimeros enteros. La tabla no resulta muy ttil para
fines préacticos ya que la diferencia entre dos dngulos consecutivos en ella es de 7°30’, que es un
intervalo demasiado grande para realizar cdlculos con buena precisién. Probablemente se usaba
combinada con interpolaciones lineales.

No sabemos cémo llegdé HIPARCO a estos valores. Sobre el nimero 3438 hay una especulacién: Si se
subdivide el angulo completo de 360° en minutos se obtiene 21 600 minutos y

21600
o ~3438.
2w

Esto permite comparar la longitud de arcos medidos en minutos directamente con la longitud de
las cuerdas. Por ejemplo, la cuerda correspondiente al arco de 60° = 3600 tiene una longitud de
3438, mientras el arco tiene una longitud de 3600.

Del primero que tenemos indicios claros de cémo calculd los valores en una tabla de cuerdas es de
CLAUDIO PTOLOMEO, (98-162).

o

CLAUDIUS PTOLOMEO

Se sabe poco de la vida de PTOLOMEO. Trabaj6 como astrénomo en Alejandria y elaboré un atlas de
las estrellas. Para ello retom6 datos de HIPARCO. Se sabe que hizo observaciones del ano 127 al 141.
El nombre Claudio, en latin Claudius, indica que su familia, de ascendencia griega, era respetada
por considerarseles ciudadanos romanos. Escribié un libro cuyo titulo original era “La Compilacién
Matematica”, pero pronto se le llamé “La Gran Compilacién”. Al traducirlo al arabe se le nombré
“al-majisti” y hoy lo conocemos como el “Almagest”. En 13 tomos describe el movimiento del Sol,
la Luna y los planetas conocidos en aquel entonces, todo ello basado en una teoria geocéntrica, que
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perdurd hasta que Copernico redescubriera la teoria heliocéntrico de ARISTARCO.

También escribié un libro llamado “Geografia” en donde describe, en 8 tomos, cémo hacer un mapa
y da la ubicacién de los lugares mas importantes del mundo conocido entonces, con sus longitudes y
latitudes. Por mucho tiempo, la suya fue la tinica manera conocida de hacer un mapamundi.

Para elaborar una mejor tabla de cuerdas, PTOLOMEO usa un resultado que ahora lleva su nombre:
el Teorema de PTOLOMEO, aunque es muy posible que éste fuera conocido desde antes: En un
cuadrilatero ABC'D inscrito en un circulo, el producto de las diagonales AC'- BD es igual a la suma
de los productos de los lados opuestos AB - CD + BC' - DA, es decir

AC-BD =AB-CD+ BC - DA.

El Teorema de PITAGORAS resulta un caso particular de este teorema, al tomar el cuadrildtero como
rectangulo. El Teorema de PTOLOMEO se puede demostrar de manera elemental, como veremos a
continuacion.

Sea FE sobre la diagonal AC aquel punto que satisfa-
ce L{CBE = < DBA. De ahi se sigue que <{CBD =
<X EBA, que son los 4ngulos indicados con un arco senci-
llo en la figura.

Ademés se tiene que <L BAC = <{ BDC(C, dado que son
angulos sobre la cuerda BC'. Estos angulos se mues-
tran con arcos dobles en la figura. Similarmente se tiene
<L ACB = < ADB, dado que son &angulos sobre la cuerda
AB.

De ahti se sigue que los tridngulos BAE y BDC son seme-
jantes y también lo son BCE y BDA, ya que coinciden
en los tres angulos.

Por tanto

AB DB BC _BD
AE  DC CE DA

de donde

AB-CD=BD-AE
BC-DA=BD-CE
AB-CD+ BC-DA=BD-(AE+CE)=BD - AC.

Con este Teorema, PTOLOMEO podia calcular la cuerda correspondiente a la diferencia de dos
angulos cuyas cuerdas ya conocia, es decir, si ya habia calculado a = crd(a) y b = crd(f) entonces
podia obtener crd(a — ). Para ver esto consideramos un didmetro C'D de un circulo con centro M
y colocamos A y B sobre la circunferencia de tal manera que < CMA =ay <CMB = /3, como
se puede ver en la figura del lado izquierdo.
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Se tiene ahora que

AB = crd(a — B), AC = crd(w), BC = crd(p),
CD = 2R, DA = crd(180° — o), BD = crd(180° — B).

Nétese que crd(180° — a) y crd(180° — /3) se pueden calcular con el Teorema de PITAGORAS — véase
la figura anterior a la derecha — como sigue:

crd(180° — o) = /4r? — crd(«)2.

De la relacion de PTOLOMEO se sigue que

_AC-BD—-BC-DA  crd(a)crd(180°—f) — crd(f3) crd(180° —a)
N CD N 2r ’

cd(a— 8) = AB

donde el lado derecho se puede calcular cuando se conocen crd(a) y crd(B).

Un argumento completamente similar muestra que se puede calcular crd(180° — (o + f8)), y por lo
tanto crd(a+ ), si se conocen crd(a) y crd(8). Para ello, considerando la siguiente situacién

B

crd(s)

N[

crd(0)

se obtiene la féormula

crd(180° —a) crd(180° — 38) — crd(a) crd(p)
2r '

crd(180° — (o + ) = AB =
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Adems4s, desde la época de ARQUIMEDES, se sabia cémo calcular el apotema de una cuerda y de ahi
la cuerda de la mitad del dngulo dado — ver la figura anterior derecha. Este cdlculo queda asti:

crd () = \/(“df)f +(1-a).

Los griegos conocian crd(72°) y crd(60°). A partir de esto podfan obtener crd(18°) y crd(15°). Con
la férmula para la subtraccién de dngulos podian calcular crd(3°) y con la férmula para la adicién
podian obtener crd(k - 3°) para cualquier ntimero natural £ = 0,1,...,60.

Finalmente PTOLOMEO estimé crd(1°) y elabor6 después una tabla de cuerdas para los miltiplos
de medio grado, es decir para los dngulos 0°,30/,1°,...,179°30/,180°. Su tabla daba las cuerdas en
el sistema sexagesimal, no en enteros como la de Hiparco.

En la India se empezaron a calcular tablas del seno a partir del siglo V. El primero en hacerlo
fue ARYABHATA (ca. 476-550). Se elaboraron sofisticados algoritmos para calcular muchos valores
a partir de unos pocos, similarmente a lo que vimos para la tabla de cuerdas de PTOLOMEO. La
relacion entre las dos tablas es bastante directa.

1 crd() sen(a)

Se tiene que
crd(0) = 2sen (g) y sen(a) = % crd(2a).

Por ello realmente no importa cudl de las dos tablas se usa. Hoy dia ya sélo se conoce el seno, las
cuerdas han pasado al olvido. Ademads se definieron nuevas funciones como el coseno

cos(a) = a, y vers(a) =1—a

donde a es el apotema en la figura de arriba a la derecha. Si reemplazamos las cuerdas por los senos

en la férmula
crd(a) crd(180°—B) — crd(B) crd(180° — )

2r

cd(a— B) =
y usamos ¢ = 5, 9 = g y r =1, obtenemos:

2sen(p)2 cos(y) — 2sen(B)2 cos(w)
2

2sen(p — ) =
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porque crd(180° — 8) = 2 sen(%) = 2sen(90° — 1)) = 2cos(y)). De ahi se sigue que

sen(y — 1) = sen(yp) cos(1)) — sen(B) cos(a),

que es la féormula conocida del seno de la diferencia de dos dngulos. De la férmula para crd(a + 3)
se obtiene andlogamente

cos(ip +¢) = cos(p) cos(¢p) — sin(ep) sin(¢)).

Ley de los senos y Ley del coseno

Estas dos leyes forman parte esencial de la trigonometria moderna. Pero son de procedencia relati-
vamente reciente.

La ley del coseno aparece por primera vez en Los Elementos de EUCLIDES como Proposicién I1.13
en la siguiente forma:

En los tridngulos acutdngulos, el cuadrado del lado que subtiende al dngulo agudo es

menor que [la suma de] los cuadrados de los lados que comprenden el dngulo agudo en

dos veces el rectangulo comprendido por uno de los lados del dngulo agudo sobre el que

cae la perpendicular y la [recta] interior cortada por la perpendicular hasta el dngulo

agudo.

La redaccion se aclara con un dibujo.

A

Sea « un angulo agudo del tridangulo ABC'. En el texto, el cuadrado del lado que subtiende el angulo
agudo, a2, es igual a la suma de los cuadrados de los lados adyacentes, esto es b? + ¢2, disminuido
por el doble de un rectangulo. Un lado de ese rectdngulo es uno de los lados adyacentes, tomamos
¢, y el otro es lo que la altura corta hacia el dngulo agudo, es decir ¢ = AD en el dibujo anterior.
Escrito como una férmula esto queda asi

a? =b%+ 2 — 2.

Este resultado no se considera parte de la trigonometria, es sélo una comparacién entre dreas. Sin
embargo, si se observa que ¢ = bcos(a), da lo que hoy llamamos Ley del coseno

a® = b* + ¢ — 2bccos(a).

La ley de los senos aparece explicitamente en la literatura en el libro Tratamiento sobre el cua-
drildtero de NASIR AL-DIN AL-TUST (1201-1274). Al-Tusi nacié en Tus, una ciudad en el norte de
lo que hoy es Iran. Su tio le ensené légica y fisica a una edad temprana. Se mudé a Nishapur y
alli estudi6 filosoffa, medicina y matematicas. Vivié en un tiempo de guerra: los mongoles invadian
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grandes espacios, sembraban la destruccién y cometian terribles crueldades. AL-TUSI acepté una
invitacion a unirse a los “asesinos”, una secta islamica con fuerza militar que defendia las fortalezas
en esa regién. En esa época al-Tusi escribié varios textos sobre filosofia, 16gica, mateméticas y astro-
nomia. Cuando los mongoles bajo el mando de Hulegu destruyeron el castillo Alamut, incorporaron
a al-Tusi en sus tropas como asesor cientifico. Asi, AL-TUSI acompané a Hulegu en la conquista
de Bagdad y le propuso construir un observatorio. En 1262 se completé el observatorio y AL-TUSI
empez6 a elaborar tablas muy precisas sobre el movimiento de los planetas. Tradujo varios textos
del griego al arabe.

NASIR AL-DIN AL-TUSI

La demostracién de la Ley de los senos de AL-TUSI es como sigue. Primero se prolonga AC sobre C'
a A’ de tal manera que AA’ mida r. Luego se erige una perpendicular A’A” a AB por A’ con pie A”.
Por definicién se tiene A’ A” = sen(«). Lo mismo se hace con B y se obtiene B’ B” = sen(f).

Al

B/

A// B// C/ A B B// A C/ B A//
Esto es vélido ain si uno de los angulos es obtuso — como se ve en la ilustraciéon anterior izquierda
— dado que sen(p) = sen(180° — ). Sea ademés C'C’ la perpendicular a AB por C. Entonces los
tridngulos AC'C y AA” A’ son semejantes y por ello se tiene A’/A” : A’A = CC’" : CA, es decir
sen(a)- AB = r-CC’. De manera similar BC'C' y BB” B’ son semejantes, por lo que sen(3) - BC =
r- CC’. Al igualar los lados derechos se obtiene sen(a) - AB = sen(3) - BC, es decir

sen(a) BC
sen(B) AC’
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La demostracién de AL-TUSI es similar a la moderna, ambas se basan en calcular la altura CC’
de dos maneras, usando los tridngulos rectdngulos AC’C' y BC'C. Pero AL-TUSI primero amplia
estos tridngulos para que su hipotenusa mida r. Esto deja entrever que sen(y) no era para él una
proporcién sino una longitud en un circulo de radio r.

Una vez que la comprensién de las funciones seno y coseno queda claramente establecida — sea esto
en el sentido de hoy en un circulo de radio 1, o como se hizo antes en un circulo con un radio
grande como r = 3438 — resulta inmediato interpretar el enunciado de la Proposicién 11.13 de Los
Elementos de Euclides como lo que en la actualidad conocemos como la Ley del coseno.

Se reconoce a Hiparco como padre de la trigonometria porque fue el primero en concebir la impor-
tancia de conocer las longitudes de las cuerdas en funcién del angulo. Con eso la astronomia obtuvo
una herramienta muy poderosa. Pero fue AL-TUSI, quien escribié el primer libro sobre trigonometria
y con ello la elevé a un asunto de interés matematico, independiente de la astronomia.

Mejoramiento de las tablas

En la Edad Media se reanudaron los esfuerzos para calcular tablas cada vez més precisas del seno.
Las herramientas eran esencialmente las mismas que las que ya vimos en funcionamiento en manos
de PTOLOMEO. Para mantener las férmulas lo més sencillas posible y cercanas a lo que se conoce
hoy dia, adoptamos esas herramientas aqui con r = 1, aunque en la Edad Media esto no era
comun:

(a) Calcular cos(p) a partir de sen(y) segun la férmula
cos(p) = /1 — sen(yp)2.
(b) Calcular sen(%) a partir de sen(y), segtin (a) y la formula

1 — cos(p)
—

sen(%) =

(c¢) Calcular sen(p + 1) a partir de sen(y) y sen(v), segun la férmula
sen(y + 1) = sen(p) cos(1)) + cos(¢) sen ().

(d) Calcular sen(p — 1) a partir de sen(p) y sen(v)), segin la férmula
sen(yp — 1) = sen(ip) cos(1h) — cos(¢) sen ().

Veamos cémo RICHARD OF WALLINGFORD (1292-1336) describié cémo calcular sen(1°) con la
precisién que uno desee. Se parte de que uno conoce sen(3°). Para ello se usa (d).

1. A partir de sen(3°) se calcula sen({53°) usando cuatro veces (b).

2. Se calcula sen(5 - 13—60) = sen(%o) usando varias veces (c).
3. Se calcula sen(% - 2.°) = sen(%o) usando (b) dos veces.
4

1
1°16
. Se calcula sen(ﬁ%O + %—20) = sen(g—io) usando (c).
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5. Se calcula sen(; - %o) = sen(%o) usando (b) dos veces.
6. Se calcula sen(%O + %O) = Sen(%o).

Este proceso se puede continuar tantas veces uno quiera. En este proceso se usa que

3 4n—1 3 A-(4"—1)  344ntl_4 4ntlg
4n+1 + 4n - 4n+1 4n+1 - 4n+1 - 4n+1

Conforme n aumenta, se obtienen cada vez mejores aproximaciones de 1.

En 1596 se publicé el libro Opus Palatinum de Triangulis (Obra palatina sobre tridngulos) de
GEORG JOACHIM DE PORRIS (1514-1574), también conocido como RHETICUS, completado 22 afios
después de la muerte de Rheticus por su discipulo Lucius VALENTON OTHO. Rheticus nacié en
Feldkirch, en el extremo Oeste de Austria, estudié en Ziirich y después con COPERNICO y es con-
siderado su tnico discipulo.

Elaboré tablas de las seis funciones trigonométricas que indicamos en el siguiente esquema, aunque
no usé estos nombres.

tangente

<
seno

A
coseno

cotangente

El y su discipulo usaron un radio » = 10000 000 000 y calcularon los valores de las seis funciones en

intervalos de 10" = 31@0. La obra consta de 1400 paginas tamano folio.

Una implementacion en las computadoras: el método CORDIC

La funcién seno es una funcién trascendente, es decir, es imposible calcular sen(z) con exactitud en
un numero finito de pasos, salvo para valores especiales como por ejemplo = = 0.

Con la invencién de las computadoras en los anos 50 del siglo pasado, se produjo una revolucion
en cémo se calcula. Las tablas de logaritmos, seno y tangente desaparecieron y se hicieron comun
el uso de calculadoras de bolsillo. Pero ;jcémo calcula una calculadora el valor de sen(20°)?

Una idea serfa expresar sen(z) como una seria de potencias:

1’3 LES $7 £E9 LEH

sen(z)=¢— — 4+ — — —+ — — — +...,

@) TR TR TR T T

donde n! es la factorial de n, que esta definida como el producto de los primeros n nimeros naturales,
es decir, n! =1-2-...(n— 1) - n. Es importante que aqui se use radianes, es decir la longitud del
arco de un sector con angulo z y radio 1.
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Como sen(m — x) = sen(x) y sen(x + 2m) = sen(z) es suficiente calcular sen(x) para —% <z < 7.
Por ello basta que se tome los primeros 6 sumandos en la serie arriba para obtener una exactitud
de 8 digitos.

Pero para las calculadores, llevar a cabo una multiplicacién es “costoso”, es decir cuesta mucho
tiempo. Con el esquema de Horner de WILLIAM GEORGE HORNER (1789-1837) se reduce el nimero
de multiplicaciones considerablemente:

1133 1,5 1,7 1,9 1,11

Sen(x)zx—g—kﬁ—ﬁ-l-g—ﬁ

s (et (Gt (Gt (e (6 we)

.1 . 1
Hay que calcular 22 una vez y luego hay que hacer 5 multiplicaciones. Los valores de — L

3!,...ﬁ se

pueden calcular de antemano y guardar como constantes.

Pero en 1959, ain eso era demasiado lento y se buscaba una manera de hacerlo sin multiplicacién
alguna, excepto multiplicacién o divisiéon por 2. En las computadoras y calculadoras de bolsillo, los
nimeros representan en el sistema binario. En este sistema el nimero decimal 10 se expresa como
10102 ya que

10=1-2°+0-2>+1-2"4+0-2°

El ntmero 0.2 se expresa como 0.0011001100115. EI subindice 2 indica que se trabaja en base 2 y
no en la base 10.

En el sistema binario la multiplicacion o la divisién con 2 no cuesta trabajo, ya que es simplemente
es movimiento a la izquierda resp. a la derecha de todos los digitos.

En 1959 el ingeniero Jack E. Volder desarroll6 un algoritmo que lograra calcular sen(z) sin hacer
una sola multiplicacién excepto con 2. El método fue bautizado CORDIC que es un acrénimo de
coordinate rotation digital computer.

El nombre expresa parte de la idea: se calcula la
rotatién en coordenadas.

Se tiene que al rotar por el dngulo a en contra
de las manecillas del reloj el punto (1,0) da al
punto (cos(a),sen(a)) y el punto (0,1) se rota (—sen(c),cos(a))
al punto (fsen(oz)7 cos a)). Un punto en general

(
(z,y) se rota en (z/,y") donde
x' = cos(a)z — sen(a)y,
y' = sen(a)z + cos(a)y.

Esto se puede expresar de manera compacta al usar el lenguaje de matrices:

z'|  |cos(a) —sen(a) x
Y sen(a)  cos(a) Yy
P’ Mg P

Algunas propiedades que serdn importantes:
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» Las rotaciones se pueden acumular: MgM, = M4 3.

= Las rotaciones son lineales, en particular se tiene: M, (Ap) = A(M,p), para cada punto p y
cada ntmero A.

Volder conjunté varias ideas para lograr calcular el valor de sen(«) sin usar multiplicaciones excepto
con potencias de 2:

» En vez de M, se usa

1 —tan(a
R, = L M, = L ( ) )
cos(a) cos(a) tan(c) 1
= Se usan dngulos especiales ¢, 1, ... para los cuales se tiene tan(yy) = 2% Estos angulos se
llaman dngulos de CORDIC' y se pueden calcular de antemano y guardar en constantes. Para
un dngulo de CORDIC ¢, se tiene cos(py) = cos(tan™! (55 )) = ﬁ = K,
1+ ok
1 -1
Rk = i ] 2k
Kk = 1

[N~}

Por las propiedades mencionadas se tiene

N}
x"“

RyR, =

1 1 -
1

(R
KiKg . 1 1

7 1

N
N

» El dngulo « del cual se debe calcular el valor sen(«), se aproxima como

QR EQPo T E1P1 + 2002 + ... F EnPn,
donde ¢ = +1 para k = 0,1,...n. Ademas, el nimero n se puede calcular de antemano, ya
que de él depende la precisién del valor que se calculara.
Si se juntan estas ideas se obtiene
cos(a) 1 1 —5n% 1 —512% 1 —€ogo | |1

~
~

sen(w) KoK1K2 - Kn | g, o 1 15 1 co 1 0
Se calcula K,, = 1/kgk1 - - - ky, de antemano y entonces se tiene

1 1 1
COS(O&) 1 —Engn 1 —€157 1 —€050 Kn

~
~

sen(a) Enr 1 €19 1 €05 1 0

Falta explicar cémo se calculan los signos g, €1, ...£,. Se pone

1, sia >0,
€0 = .
-1, sia<0,
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y luego de manera iterativo

. )1 sia>eppo+ ... EuPk,
k41 = .
+ -1, sia<egpo+...cLPk.

El siguiente pseudo-cédigio muestra el algoritmo
cordic(alpha):
a=0
x=K,
y=0
for k=0 ton
if alpha<a then
e=-1
else
e=1
endif
a=a+e-pg
x=x-e2Fy
y=y+e2Fx
k=k+1
endfor
cos(alpha) =x
sen(alpha) =y
La idea de Volder luego se amplié a que puede calcular también exponenciales, logaritmos y otras
funciones trascedentales. Fue un éxito de tal manera que hoy dia ya no nos damos cuenta de cémo
los aparatos que nos rodean llevan a cabo los céclculos de manera eficiente y confiable. De alguna
manera, las matemadticas se alejaron de nosotros al ser empacados en el interior intimo de los
aparatos.
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Capitulo 4

Calculo, funciones y limites

Herramientas para modelar el cambio continuo

4.1. El Calculo Diferencial e Integral

. Qué es el calculo?

El célculo infinitesimal, calculo de infinitesimales o simplemente “Calculo” constituye una parte
muy importante de las mateméticas modernas. Incluye el estudio de las funciones, los limites, las
derivadas, las integrales, las series infinitas y las ecuaciones diferenciales. El cédlculo se puede definir
como el estudio del cambio en el tiempo, de la misma manera que la geometria es el estudio del
espacio.

El célculo infinitesimal tiene amplias aplicaciones en la ciencia y la ingenieria y se usa para resolver
problemas para los cuales el dlgebra por si sola es insuficiente. Este cdlculo se construye con base
en el dlgebra, la trigonometria y la geometria analitica y como ya se menciond, incluye dos campos
principales, calculo diferencial y calculo integral, que estan relacionados por el teorema fundamental
del calculo. En matematicas mas avanzada, el calculo se suele llamar analisis matemético y puede
definirse como el estudio de las funciones.

La historia del calculo

Isaac NEWTON y GOTTFRIED LEIBNIZ son los nombres mas famosos vinculados al desarrollo del
calculo. La aplicacién méas importante en la historia del célculo es la formulacién y solucién de las
leyes del movimiento y de la gravitacion universal, y se deben a Newton.

Durante toda la historia, desde la antigiiedad remota hasta el siglo XVII los matematicos trataron
de descubrir maneras de calcular el drea de las figuras planas delimitadas por curvas, En el siglo IV
A.C. Eudoxo invento el método de exhaucién que consistia en ir llenando la figura cuya area se desea
calcular, con poligonos simples como rectangulos y triangulos, cuyas areas son faciles de calcular,
acomodando figuras cada vez mas pequenas para ir cubriendo los huecos que quedaban. La teoria
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es que si el procedimiento se continta indefinidamente, se obtiene el drea deseada. Pero los procesos
infinitos no son féciles de manejar. Arquimedes logré utilizarlos de una manera increiblemente
eficaz y rigurosa para obtener el drea acotada por una pardbola y una recta, el drea de un circulo
y los volimenes y superficies de cilindros, conos y esferas. Sobre todo su trabajo para calcular la
superficie de una esfera es una joya en elegancia y rigor matematico. Pero el método de exhaucién
no dio resultados mas alla de los obtenidos por Arquimedes, hasta que el desarrollo de la Geometria
Analitica renové el interés en él. La posibilidad de describir a las curvas con ecuaciones permitia
aplicar el método de exhaucién de una forma simplificada, analizando los problemas de calculo de
areas y volumenes utilizando ecuaciones algebraicas. Este método se desarrollé poco a poco hasta
formar una nueva disciplina llamada Célculo Integral.

Al mismo tiempo, las nociones de velocidad y aceleracién que gracias a las leyes de Newton permitian
analizar matematicamente el movimiento de los cuerpos, llevaron a la creacién del concepto de
derivada, ligado al de velocidad instantdnea o razén de cambio instantaneo, lo que da lugar a
otra nueva rama de las matematicas: el Calculo Diferencial, que permite obtener la velocidad y la
aceleracion de un cuerpo conociendo su posicién en cada instante.

El célculo antes del siglo XVII

En la antigiiedad griega se introdujeron algunas de las ideas del calculo integral, pero no se desarro-
llaron de una manera sistematica, aunque si de manera bastante rigurosa. En el cdlculo de dreas y
volimenes, la funcién bésica del calculo integral puede ser rastreada en el tiempo hasta los papiros
matematicos de Moscu que datan del ano 1890 a. C, en los que un egipcio calculé satisfactoriamente
el volumen del tronco de una piramide, sin embargo esto se hizo sin dar argumentos racionales para
justificar el método de calculo.

De la escuela de los matematicos griegos, Eudoxo us6 el método exhaustivo, el cual prefiguraba
el concepto de limite, para calcular dreas y volimenes, mientras que Arquimedes (287 - 212 aec)
desarrolld mas alla su idea inventando un método heuristico, denominado exahuciéon, que se asemeja
al calculo ya bastante al cdlculo integral, con lo cual logré obtener el volumen y la superficie de la
esfera. El método de exhacién fue usado en el siglo III aec y de manera independiente en China
por Liu HuIl para encontrar el area de un circulo, obteniendo una mejor aproximacion que la de
Arquimedes, gracias a la superior aritmética de los chinos.

En China, el siglo V, Zu CHONGZHI usé lo que més tarde serfa llamado la teoria de los indivisibles
por el matematico italiano Bonaventura Cavalieri para encontrar el volumen de una esfera.

Cerca del afio 1000, el matemdtico isldmico ALHACEN fue el primero en derivar la férmula para la
suma de la cuarta potencia de una progresién aritmética, usando un método a partir del cual es
facil encontrar la férmula para la suma de cualquier potencia integral de mayor orden. Esto senté
las bases para obtener mas adelante el area bajo las graficas de las funciones polinomiales.

En el siglo XI, el polimata chino SHEN KU0 desarroll6 ecuaciones que se encargaban de integrar. En
el siglo XII, el matematico indio, BHASKARA II, desarrollé una derivada temprana representando
el cambio infinitesimal, y describié una forma temprana del llamado teorema de Rolle.

También en el siglo XII, el matemé&tico persa SHARAF AL-DIN AL-TUSI descubrié la derivada de la
funcién cubica, un importante acontecimiento que abre el camino hacia el cdlculo diferencial.

En el siglo XIV, MADHAVA DE SANGAMAGRAMA, en conjunto con otros matematicos y astrénomos
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de la escuela Kerala de matematicas y astronomia, al sur de la India, describieron casos especiales
de lo que hoy se conocen como las series de Taylor.

Las rutas comerciales llevaron a Europa la notaciéon indo-ardbiga y los algoritmos para realizar
operaciones con ella, desplazando réapidamente el incomodo sistema de niimeros romanos que se
habia usado durante casi toda la edad media. Es importante reconocer la contribucién de LEONARDO
DE P1sA (F1BoNAccI) (1170 - 1240) en este proceso.

En la época moderna, descubrimientos independientes relacionados con el cédlculo se estaban lle-
vando a cabo por la matematica japonesa del siglo XVII, gracias al aporte de mateméaticos como
Seki Kowa, quien expandié el método exhaustivo.

En Europa, el trabajo fundacional fue un tratado del matematico italiano Bonaventura Cavalieri,
quien argumento6 que los volimenes y dreas deberian ser calculados como las sumas de los volimenes
y areas de delgadas secciones infinitesimales. Estas ideas eran similares a las expuestas en el trabajo
El método de los teoremas mecédnicos de Arquimedes, el cual estuvo perdido hasta principios del
siglo XX. El trabajo de Cavalieri no fue bien recibido por la comunidad cientifica ya que se observé
que a veces sus métodos pueden llevar a resultados erréneos, y porque las cantidades infinitesimales
que introdujo no parecian estar definidas con suficiente claridad.

El calculo en el siglo XVII

El estudio formal del calculo combiné los infinitesimales de Cavalieri con el calculo de diferencias
finitas desarrollado en Europa més o menos al mismo tiempo. La combinacién fue lograda por John
Wallis, Isaac Barrow y James Gregory, probando estos iltimos el teorema fundamental del célculo
integral cerca del ano 1675.

La regla del producto y la regla de la cadena, la nocién de derivada de mayor orden, las series de Tay-
lor, y las funciones analiticas fueron introducidas por Isaac Newton en una notacién idiosincrasica
que usé para resolver problemas de fisica, principalmente de mecanica. En sus publicaciones, New-
ton reformulé sus ideas para acomodar el idioma matemaético de la época, reemplazando célculo con
infinitesimales por argumentos geométricos equivalentes, los cuales estaban maés alld de reproches.
Usé los métodos del célculo para resolver el problema del movimiento planetario, la forma de la
superficie de un fluido rotante, y se refirié a lo achatada que es la tierra por los polos, asi como a mu-
chos otros problemas, los cuales discutié en su Principia mathematica. En otro trabajo, desarrollé
una serie de expansiones para las funciones, incluyendo las potencias fraccionarias e irracionales.
Estaba claro que Newton entendia perfectamente los principios de las series de Taylor. Sin embargo
no publicé muchos de sus descubrimientos. En su tiempo los sistemas infinitesimales tenian mala
reputacién.

Las ideas del Célculo fueron descubiertas independientemente por Gottfried Wilhelm Leibniz, quien
ademsds las sistematizé de manera magistral, arrebatando a Newton gran parte del mérito por el
descubrimiento del cédlculo, gracias a su magnifica organizacion del tema a su excelente y sugestiva
notacion. Leibniz fue acusado de plagio por Newton, pero se le reconoce sin ninguna duda como
inventor independiente del cdlculo y como gran contribuyente a su formalizacién y organizacién. Su
principal contribucién fue el proveer un conjunto de reglas claras para la manipulacién de cantidades
infinitesimales, permitiendo el cémputo de derivadas de segundo orden y de orden superior, y
estableciendo la regla del producto y regla de la cadena en su forma diferencial e integral. A
diferencia de Newton, Leibniz le puso mucha atencién al formalismo y a menudo le dedicaba varios
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dias a determinar los simbolos apropiados para cada concepto.

La controversia entre Newton y Leibniz sobre la invenciéon del calculo

Usualmente se acredita tanto a Leibniz como a Newton con la invenciéon del calculo. Newton fue
el primero en aplicar el cdlculo a la fisica general y Leibniz desarrolld la notaciéon usada en cédlculo
hasta nuestros dias. Las ideas principales que ambos Newton y Leibniz estipularon fueron las leyes
de diferenciacién e integracion, las segundas derivadas, las derivadas de orden superior, y la nocién
de una aproximacién de series de potencias, conocida actualmente como las series de Taylor.

Cuando Newton y Leibniz primero publicaron sus resultados, hubo gran controversia sobre qué
matemadtico (y por ende qué pafs) merecia el crédito por la invencién de esta disciplina. Newton
lleg6 primero a sus resultados, pero Leibniz publicé primero. Newton acusé a Leibniz de robar sus
ideas de sus notas inéditas, las cuales Newton habia compartido con unos cuantos miembros de la
Royal Society. Esta controversia dividi6 a los matematicos de habla inglesa de los matematicos con-
tinentales por varios anos, causando un retraso de las matematicas inglesas. Un cuidadoso examen
de los papeles de ambos matematicos demuestra que ellos llegaron a sus resultados independiente-
mente, con Leibniz empezando primero con la integracién y Newton con la diferenciacién. Hoy, se
les da crédito a ambos matemaéticos por desarrollar el calculo independientemente. Fue Leibniz, sin
embargo, quien le dio el nuevo nombre a su disciplina. Newton llamé su calculo el método de las
fluziones. La simbologia usada por Newton, tal como & (derivada primera), & (derivada segunda),
no fue muy afortunada y retrasé el avance del calculo en Gran Bretana. En cambio, la simbologia
de Leibniz fue manejable y apuntalé el progreso del cdlculo en Europa.

Desde los tiempos de Leibniz y Newton, muchos matematicos han contribuido al desarrollo del
célculo. En el siglo XIX, el célculo comenzo6 a ser planteado més rigurosamente por matematicos
como Cauchy, Riemann y Weierstrass. También fue en este periodo que las ideas del célculo fueron
generalizadas al espacio euclidiano y al plano complejo. Lebesgue generalizé la nocién de la integral
de tal manera que virtualmente cualquier funcién tenga una integral, mientras que Laurent Schwartz
extendi6 la diferenciacién casi de la misma manera.

La importancia del calculo

En la actualidad el célculo es un tema omnipresente en la mayoria de los programas de educacién
superior y en las universidades. Los matematicos alrededor del mundo contintian contribuyendo al
desarrollo de esta disciplina, la cual ha sido considerada como uno de los logros mas grandes del
intelecto humano. El desarrollo de las ecuaciones diferenciales, inconcebibles sin el cdlculo, ha jugado
un gran papel de cambio cualitativo en la ciencia y la tecnologia, comparable con el control del
fuego en la época primitiva, las ecuaciones diferenciales son un salto enorme para la ciencia.

Mientras que algunas ideas del cédlculo fueron desarrolladas tempranamente en las matematicas
griegas, chinas, indias, islamicas y japonesas, el uso moderno del cdlculo comenzé en Europa, durante
el siglo XVII, cuando Isaac Newton y Gottfried Leibniz construyeron con base al trabajo de antiguos
matematicos los principios béasicos de esta disciplina. El desarrollo del cédlculo fue constituido con
base en los conceptos de movimiento instantdneo y el drea bajo las curvas.

Las aplicaciones del calculo diferencial incluyen computos que involucran velocidad, aceleracion, la
pendiente de una recta tangente a una curva y optimizacion. Las aplicaciones del calculo integral
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estan en computos que incluyen elementos de area, volumen, centro de masa, longitud de arco,
trabajo y presién. Aplicaciones mas avanzadas incluyen series de potencias y series de Fourier.
El célculo puede ser usado para computar la trayectoria de una nave acopldndose a una estacién
espacial o la cantidad de nieve en una calzada para coches.

El célculo es también usado para obtener un entendimiento mas preciso de la naturaleza del es-
pacio, el tiempo y del movimiento. Por siglos, matematicos y filésofos lucharon con paradojas que
involucraban la divisién por cero o sumas de series infinitas de nimeros. Estas preguntas surgen en
el estudio del movimiento y area. El antiguo filésofo griego Zenén dio varios ejemplos famosos de
tales paradojas. El calculo provee herramientas que pueden resolver tales paradojas, especialmente
los limites y las series infinitas.

Limites vs infinitesimales. Los fundamentos del calculo.

En matematicas, los fundamentos se refieren al desarrollo riguroso de un tema a partir de axiomas
y definiciones precisas. El obtener un fundamento riguroso para el cdlculo ocupé a los matemaéticos
durante la mayor parte del siglo que sigui6 a Leibniz y Newton y es atin un area activa en el siglo XXI.
Los fundamentos del cédlculo fueron objeto de diversas especulaciones filoséficas e interpretaciones
informales, la falta de rigor y laxitud con que fueron afrontados ciertos problemas de fundamentacién
contribuyeron a la crisis de los fundamentos de las matematicas.

Sin embargo, ya durante el siglo XIX se empezd a trabajar en una aproximacién rigurosa para
los fundamentos del cédlculo. El mas usual hoy en dia es el concepto de limite definido en la con-
tinuidad de los ndmeros reales (el concepto de limite es esencialmente un concepto topoldgico).
Una alternativa es el andlisis no estdandar, en el cual el sistema de niimeros realeses aumentado
con infinitesimales y numeros infinitos, como en la concepcién original de Newton y Leibnitz. Los
fundamentos del calculo son incluidos en el campo del andlisis real, el cual contiene las definiciones
completas y pruebas matematicas de los teoremas del cdlculo, asi como también generalizaciones
tales como la teoria de la medida y la teoria de distribuciones.

El cédlculo se desarrolld mediante la manipulacién de “cantidades pequenas”. Histéricamente, el
primer método para lograr eso se basaba en los infinitesimales. Estos son objetos que pueden ser
tratados como ntmeros pero que son, en algun sentido, “infinitamente pequenos”. Tratandose de
ntimeros, éstos serfan puntos que no son cero, pero que tienen una distancia cero del niimero ’cero’.
Desde este punto de vista, el cdlculo es una coleccién de técnicas para manipular infinitesimales.
Este punto de vista perdié terreno en el siglo XIX porque era dificil lograr una nocién precisa del
infinitesimal. El concepto cobr6 fuerza nuevamente en el siglo XX con la introduccién del analisis
no estandar y del “andlisis infinitesimal suave” (del inglés smooth infinitesimal analysis) , los que
proporcionaron fundamentos sélidos para la manipulaciéon de infinitesimales.

En el siglo XIX, los infinitesimales fueron reemplazados por los limites. Los limites describen el
valor de una funcién en un cierto valor de entrada en términos de sus valores en un punto cercano.
Capturan el comportamiento a pequena escala, como los infinitesimales, pero usan el sistema ordi-
nario de los nimeros reales. En este contexto, el calculo es una coleccién de técnicas usadas para la
manipulacién de ciertos limites. Los infinitesimales son reemplazados por nimeros muy pequenos y
el comportamiento infinitamente pequeno de la funcién es encontrado mediante el comportamiento
limite para nimeros cada vez més pequenos. Los limites son facil de poner en fundamentos, y por
esta razén son usualmente considerados como el acercamiento estandar al calculo.
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Ambos célculos, el diferencial y el integral fueron el resultado de muchas ideas acumuladas durante
siglos, de pensadores como Eudoxo, Arquimedes, Nicole Oresme, Galilei, Kepler, Descartes, Fermat,
Cavallieri, Torricelli, e Isaac Barrow, maestro de Newton. Apoyados en las ideas acumuladas durante
tantos siglos, Isaac Newton y Wilhelm Leibniz, casi simultdneamente y de manera independiente
uno del otro, dieron origen al Calculo Diferencial e Integral. A Newton se deben sobre todo las
aplicaciones de esta rama de las matematicas a la fisica, sobre todo al movimiento de los cuerpos. A
Leibniz se deben sobre todo la notacién que se usa en el calculo para denotar derivadas e integrales,
que no es un logro menor. Pero a ambos se debe la unificacién de ambas ramas, el Calculo Diferencial
e Integral con la aplicacién sistematica del llamado Teorema Fundamental del Calculo para generar
una tecnologia que permite resolver problemas de integracién utilizando el proceso inverso a la
derivacién.

4.2. El calculo

El célculo diferencial

Linea tangente en (z, f(z)). La derivada f’(z) de una curva en un punto es la pendiente de la linea
tangente a la curva en ese punto. El calculo diferencial es el estudio de la definicién, propiedades,
y aplicaciones de la derivada de una funcién, o lo que es lo mismo, la pendiente de la tangente
a lo largo de su grafica. El proceso de encontrar la derivada se llama derivacién o diferenciacion.
Dada una funcién y un punto en su dominio, la derivada en ese punto es una forma de codificar el
comportamiento a pequena escala de la funcién cerca del punto. Encontrando la derivada de una
funcién para cada punto en su dominio, es posible producir una nueva funcién, llamada la funcion
deriwada o simplemente la derivada de la funcién original. En lenguaje técnico, la derivada es un
operador lineal, el cual toma una funcién y devuelve una segunda funcién, de manera que para cada
punto de la primera, la segunda proporciona la pendiente de la recta tangente a la grafica en ese
punto.

Para entender la derivada es importante familiarizarse con su notacién. Un simbolo comin para la
derivada de una funcién es una marca parecida a un acento o apostrofo llamada simbolo primo. Asi
la derivada de f es f’ (pronunciado “efe prima”). En lo siguiente la segunda funcién es la derivada
de la primera:

si f(x) = max + b, entonces f'(x) =m
si f(x) = 2%, entonces f'(z) = 2z
si f(z) = sen(z), entonces f'(x) = cos(x)
si f(x) = log(z), entonces f'(z) = %
si f(x) =€, entonces f'(x) =e

Si la variable de la funcién representa tiempo, entonces la derivada representa el cambio de la
funcién con respecto del tiempo. Por ejemplo, si f es una funcién que tiene al tiempo como variable
y sus valores dan la posicién de una pelota en cada momento, entonces la derivada de f determina
cuanto esta cambiando en el tiempo la posicién de la pelota, esto es, la velocidad de la pelota.
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El célculo integral y su teorema fundamental

El calculo integral es el estudio de las definiciones, propiedades, y aplicaciones de dos conceptos
relacionados, la integral indefinida y la integral definida. El proceso de encontrar el valor de una
integral es llamado integracién. En lenguaje técnico, el cédlculo integral estudia dos operadores
lineales relacionados.

La integral indefinida es la antiderivada, es decir, la operacién inversa de la derivada. La funcién F'
es una integral indefinida de la funcién f cuando f es una derivada de F. (El uso de mayusculas y
minusculas para distinguir entre la funcién y su integral indefinida es comin en el célculo).

La integral definida transforma una funcién definida en un intervalo [a,b] en un ndmero que se

denota por
b
[ #as
a

y que es el valor del drea entre una curva definida por y = f(z) y el eje-z, en el intervalo [a,b]. La
definicién técnica de la integral se realiza como el limite de sumas de areas de rectangulos, que se
llaman sumas de Riemann:

b
/a fle)dz :||11>1\I|§ozf on) B

donde P representa una particién del intervalo [a,b] en subintervalos de longitudes {Aw,}"=N |
cada x, es un punto del intervalo de longitud Az, y ||P|| es la norma de la particion P que se
define como el méximo de los valores Ax,,.

El teorema fundamental del cdlculo establece que la diferenciacion y la integracion son operaciones
inversas. Mds precisamente, relaciona los valores de las antiderivadas para definir las integrales. Ya
que es normalmente mas facil computar una antiderivada que aplicar la definicién de una integral
definida, el teorema fundamental del cédlculo provee una forma préactica de computar integrales
definidas. También puede ser interpretado como una declaracion precisa del hecho de que la dife-
renciacion es la inversa de la integracion.

El teorema fundamental del cdlculo establece: Si una funcién f es continua en el intervalo [a, b] y
si F' es una funcién cuya derivada en el intervalo (a,b) es f, entonces

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a)

Asi entonces, para cada x en el intervalo (a,b), es cierto que:

= [ swar= s

Este hecho, descubierto tanto por Newton como Leibniz, quienes basaron sus resultados en el
trabajo previo de Isaac Barrow, fue clave para la masiva proliferacion de resultados analiticos luego
que su trabajo fuese conocido. El teorema fundamental provee un método algebraico para calcular
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muchas integrales definidas — sin necesidad de calcular limites — mediante el encuentro de férmulas
apropiadas para las antiderivadas.

Otra versi6 de Teorema nos dice que si a partir de una funcién f(z) creamos otra F'(x) definiéndola
como el drea bajo la grafica de f(z) entre un punto fijo a y uno variable x, entonces F'(z) se puede
derivar, es decir, se pueden calcular las pendientes de su gréafica y estan dadas por la funcién original
f(x). En la notacién de LEIBNIZ,

si F(z) = /w f(z)dz, entonces Z—F = f(=z)

X

Como ya dijimos, este resultado permite obtener las dreas bajo muchas curvas mediante el pro-
cedimiento de representarlas como funciones que son las derivadas de otras, de manera que para
calcular el area bajo la grafica de ellas basta tomar la diferencia de las segunas entre los dos ex-
tremos del intervalo de integracién: Si f(x) = %, entonces la integral de a a b de f(x) es igual a
F(b) — F(a). Y esto crea un método muy general para obtener las dreas bajo curvas, para lo cual
basta tener una larga lista de funciones y sus derivadas, es decir una tabla de derivadas o, vista
en orden inverso, una tabla de integrales. Cabe aclarar que el proceso de obtener las derivadas de
muchas funciones es relativamente simple, gracias a unos cuantos resultados béasicos que se pueden

aplicar recursivamente para cubrir muchos casos de interés.

El aprendizaje del célculo

Conocer y dominar el célculo consiste en lo siguiente:

1) Descubrir c6mo obtener el drea bajo la grafica de una funcién escalonada (es decir que es constante
en intervalos consecutivos) sumando términos de la forma f(&;)(x;11 — x;) donde f(&;) es el valor
constante de f entre z; y x;11.

2) Utilizando una funcién f(z) que es la derivada de otra funcién F(x) descubrir el Teorema
Fundamental del Célculo que le permite obtener el drea bajo la gréifica de f(x) entrez =ay =10
como

b
| f@de=Ft) - F@

. Para ello aproximar la funcién f(z) en el intervalo [a,b] por una funcién escalonada con valo-
res
Flais) = F(x)
fl&) = ——"——"
Tit1 — Ti
en los intervalos de la particién a = g < 1 < 29 < ... < x,, < T,,41 = b. El drea bajo la grafica de

esta funcion es
n

D ) (@iv — @) =Y F(i) — F(a;) = F(b) - F(a)
=0

=0

Tomando particiones cada vez mas finas se puede concluir que

b
| fade=Ft) - F@
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Esto demuestra el Teorema Fundamental del Célculo que permite calcular facilmente el drea bajo
la grafica de una funcién f(z) si se conoce su antiderivada F(z), es decir una funcién tal que

F'(z) = =

f(x)
3) Conocer el concepto de integral indefinida o antiderivada y saber que dos antiderivadas de una
funcién sélo difieren en una constante, por lo cual en general éstas se denotan como:

/f(m)dx =F(z)+c

donde ¢ es una constante arbitraria.

4) Entender el significado histérico de este descubrimiento. El Célculo se convirtid, a partir del siglo
XVIII, en una herramienta matematica esencial que permitia resolver problemas como el célculo
de areas de figuras curvas, volimenes de todo tipo de cuerpos, longitudes de todo tipo de curvas,
trayectorias de particulas sujetas a fuerzas conocidas y otras cantidades de interés cientifico como
el trabajo realizado por una fuerza, o la media y la desviacién estandar de una distribucién de
probabilidad, que anteriormente eran intratables o ni siquiera podian definirse con precisién.

Gracias al Teorema Fundamental del Cdlculo que relaciona la integral con la derivada, el Céalculo
Diferencial e Integral se convirtié en una poderosa herramienta que ha sido por siglos el lenguaje
comun de las Ciencias y ademads abrié una nueva era de las matematicas participando intimamente
en el desarrollo de varias nuevas areas como la teoria de Ecuaciones Diferenciales, el Anélisis Real
y Complejo, el Anélisis Funcional y la Geometria Diferencial. Los detalles de todos los desarrollos
descritos brevemente en este capitulo, asi como algunos de los desarrollos posteriores al Célculo
podrén encontarse en el resto de los capitulos del libro.

Las ecuaciones diferenciales y las aplicaciones del calculo

Las ecuaciones diferenciales relacionan a una funcién con sus derivadas, y son omnipresentes en
las ciencias pues se utilizan para plantear modelos cuantitativos del comportamiento de diversos
sistemas.

La Espiral logaritmica de la concha del Nautilus es una cldsica imagen usada para representar el
crecimiento y cambio relacionados con el cédlculo. El calculo es usado en cada rama de las cien-
cias fisicas y de informatica, estadistica, ingenieria, economia, negocios, medicina, demografia y en
otras areas donde un problema pueda ser modelado matematicamente y una solucién 6ptima sea
deseada.

La fisica hace un particular uso del cdlculo; todos los conceptos en la mecédnica clasica estan relacio-
nados a través del cdlculo. La masa de un objeto, el momento de inercia de los cuerpos, la energia
total de un objeto dentro de un campo conservativo, todo esto se define usando el célculo. Un
ejemplo histéricamente més impactante del uso del célculo en la fisica son las leyes del movimiento
de Newton, donde se usa expresamente la tasa de cambio de la posicién para definir la velocidad y
la tasa de cambio de la velocidad para definir la aceleracién y finalmente para enunciar la segunda
ley del movimiento de Newton: la tasa de cambio de momentum (el momentum es el producto e
la masa por la velocidad) de un cuerpo es igual a la fuerza que actia sobre el cuerpo. Incluso la
expresion comun de la segunda ley de Newton como fuerza = masa x aceleracién involucra el calculo
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diferencial porque la aceleracién debe entenderse como la razén de cambio, o la derivada respecto
al tiempo, de la velocidad.

En la electricidad y el magnetismo, el calculo se usa para describir los campos electromagnéticos.
Gracias a tal descripcién Maxwell descubrié las ondas electromagnéticas ya que las ecuaciones del
campo electromagnético pueden manipularse para obtener una ecuaciéon de onda. También la Teoria
de la relatividad general de Einstein y la mecénica cudntica se expresan en el lenguaje del célculo
y las ecuaciones diferenciales.

El céalculo también puede ser usado en conjunto con otras disciplinas matematicas. Por ejemplo,
puede ser usado con el dlgebra lineal para encontrar la mejor aproximacién lineal para un conjunto
de puntos en un dominio. También puede ser usado en la teoria de la probabilidad para determinar
la probabilidad de una variable continiia al azar desde una densidad de funcién asumida.

El teorema de Green, el cual establece la relacion entre una integral lineal alrededor una simple
curva cerrada C y una doble integral sobre el plano de regién D delimitada por C, es aplicado en
un instrumento conocido como planimetro, el cual es usado para calcular el area de una superficie
plana en un dibujo. Por ejemplo, puede ser usado para calcular la cantidad de drea que toma una
piscina cuando se bosqueja el disenio de un pedazo de propiedad.

En geometria analitica, el estudio de los graficos de funciones, el calculo es usado para encontrar
puntos maximos y minimos, la tangente, asi también como para determinar la concavidad y los
puntos de inflexién.

La quimica también usa el cilculo para determinar los ritmos de las reacciones y el decaimiento
radioactivo.

En la medicina, el cilculo puede ser usado para encontrar el angulo de ramificacién 6ptimo de vaso
sanguineo para maximizar el flujo.

En economia, el calculo permite determinar el beneficio méximo por medio del costo marginal y del
ingreso marginal.

El célculo también puede ser usado para encontrar soluciones aproximadas para ecuaciones, usando
métodos como por ejemplo el método de Newton, la iteracién de punto fijo y la aproximacién
lineal. Por ejemplo, las naves espaciales usan una variacién del método de Euler para aproximar
trayectorias curvas dentro de entornos de gravedad cero.

4.3. Las funciones en el calculo

Todo el lenguaje del cédlculo se basa en el concepto de funcién. Concretamente, se basa en las
llamadas funciones reales de variable real, que son aquellas cuyas graficas pueden representarse en
un plano cartesiano como lugares geométricos consistentes en aquellos puntos (z,y) del plano para
los cuales y = f(x).

La geometria analitica de Fermat y Descartes habia preparado el terreno para la creacién del
concepto de funcién como se describié en el parrafo anterior. Ademds la propia geometria analitica
proporcion6 muchos ejemplos concretos de funciones que pudieron aplicarse directamente al cdlculo.
Para empezar, los de funcién lineal y = ax + b y funcién cuadratica y = ax? + bx + ¢ sirven al
célculo como puntos de partida para comprobar la validez de sus métodos en unos casos en que las
derivadas y las integrales pueden encontrarse facilmente.
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Por ejemplo, si y = ma entonces la razén de cambio % es igual a m en cualquier parte de la gréfica.
Y es que la recta tangente a la gréfica de la funcién f(z) = maz coincide exactamente con la recta
y = ma. En otras palabras, si f(x) = mx, entonces f’(z) = m. Por otro lado, en este caso la regién
entre la curva y el eje-z es siempre un trapecio y su area puede calcularse directamente:

b 2 2
_ fla) + f(b) _ (mb+ma)(b—a) mb® ma
De manera que si se define la funcién F(z) = ngCZ, se tiene que

/ f(x)dz = F(b) — F(a)

Finalmente, es f4cil comprobar que F'(z) = ma. La grafica de y = mz® o5 una parabola con foco

2
en el punto (0, 5--) y directriz y = —5. Sea (a, mTaQ) un punto cualquiera de esta pardbola. La
recta tangente a la pardbola en ese punto es la mediatriz de los puntos (a, —5=) y(0, 7= (el foco) y

’2m
por tanto es ortogonal a la recta que los une, la cual tiene pendiente —ﬁ) Por tanto la pendiente

ma?
2

de la recta tangente a la gréafica de y = me® o o] punto (a,

2
derivada de f(x) = ’”5”2 es f'(x) = mz.

) es ma. Esto demuestra que la

Otra manera de obtener la recta tangente en el punto (a, m2“2 ) es considerar directamente la ecuacién
de la mediatriz de los puntos (0, 7--) y (a, —5-). Su ecuacion es: 2%+ (y—5=-)* = (z—a)’+(y+ 5= )%

que al desarrollarse y tras simplificar los cuadrados de z, y y ﬁ (los tres desaparecen) queda

2y 2 2y
——— = —2ar +a —
2m tant 2m
que puede escribirse como
ma?
=mar — ——
Y 2

que es la ecuacién de una recta con pendiente ma, lo que constrituye otra prueba de que la derivada
2
de f(x) = = es f'(x) = ma.

Pero hay otra prueba de este hecho que muestra un método més general para obtener la derivada
de ua funcién y es la que corresponde a lo que propiamente se considera el calculo diferencial. La
idea es ésta: la pendiente de la recta tangente a la grifica y = f(x) de una funcién cualquiera
f(x) en el punto (z, f(z)) es el limite de las pendiente de la recta (secante) que pasa por los dos
puntos cercanos (z, f(z)) y (x+h, f(x+h)), cuando h tiende a cero. En simbolos esto lo escribimos
asf

A pesar de que aparentemente esta definicién de la derivada es més dificil de entender que alguna de
las versiones alternativas mas intuitivas, resulta ser la tnica de caracter completamente general. Y
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ademas, su aplicacién para obtener derivadas es mas sencilla que los métodos que nos proporciona
la geometria analitica y que solo aplican a funciones muy particulares, como es el caso anterior de

2
fo) = m.
Efectivamente, si aplicamos la definicién a esta funcién vemos que debemos obtener el limite cuando
h — 0 de

m(z+h)? _ ma?
2 2

h

Desarrollando el binomio en el numerador, simplificando los términos en 22 que se anulan y divi-
diendo término a término por h, se tiene

+h)2 2 .2 2 2 2 2
m(€E2 - mza méc + mQ:ch + m2h o 77;2;5 maxh + m2h mh
= = = €T —|— —_—

h h - h MmET

Asi resulta muy fécil ver que

m(z+h)? ma?
A S mh.
W R ammer )= me
. 2
y por tanto, que la derivada de f(z) = ™5~ es f'(z) = ma.

Las dos grandes ventajas del método del calculo diferencial para obtener derivadas son que se
puede aplica a muchas funciones y que sus resultados son muy generales, de manera que solo hay
que aplicarlos una vez a ciertas funciones y, utilizando algunas reglas ficiles de aprender y de
justificar, resulta muy facil obtener las derivadas de un gran nimero de funciones.

La tecnologia del calculo diferencial tiene dos aspectos:

(1) Encontrar las derivadas de las principales funciones de uso comiin como las potencias de x, las
funciones trigonométricas, la funciéon exponencial y la funcién logaritmo.

(2) Obtener las reglas para derivar funciones que se forman por medio de sumas, multiplicaciones
y divisiones de otras funciones, por la composicién de funciones y por la definicién de una funcién
inversa.

En las dos secciones siguientes se presentan, en orden inverso, y de manera resumida, estos dos
aspectos del cédlculo diferencial. Todo esto se hizo lo hicieron los creadores del célculo diferencial
sin tener una definicién precisa del concepto de limite. Y es que como se verd, para los propdsitos
planteados, los limites que se calculan son bastante sencillos y pueden obtenerse sin necesidad de
profundizar mucho en el concepto de limite. Sin embargo, el de limite es un concepto tan fundamen-
tal para el desarrollo de as matematicas contemporaneas, que su comprensién es imprescindible,
por lo que se estudiara su desarrollo detenidamente en las secciones posteriores.

Reglas para derivar las funciones formadas por operaciones con otras

A continuacién presentamos las reglas de derivacién para las funciones definidas mediante opera-
ciones de otras funciones. Demostraremos sélo dos de estas reglas, las que resultan un poco més
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complicadas de probar. Casi todas ellas las enuncié y demostré GOTTFRIED LEIBNIZ. Al enunciar
la reglas usaremos las dos notaciones, la de f’ y la de % para denotar las derivadas.

Regla de la suma

(f +9)(z) = f(x) + ¢'(x) equivalentemente: W = % + %‘i

Regla del producto

(f0)'(x) = F/(@)(x) + (@) (@) eauivalentemente: 2SI — Vg (0

Regla de la cadena para composicién de funciones:

d({l;g)) _ %(g)g/

(f(9))'(z) = f'(g9(x))g'(x) equivalentemente:

La demostracion de la regla de la cadena se hace dividiendo y multiplicando expresién cuyo limite
hay que obtener por g(z + h) — g(x):

flg(z+h)) = flg(x) _ flg(z+h)) - flg(x)) g(z+h) — g(x)

h gl +h) —g(x) h

Si la funcién g(z) es constante en una vecindad de z, la divisién no es vélida, y en ese caso estd
claro que f(g(z+h)) — f(g(x)) es igual a 0 para h suficientemente pequena y por tanto en ese caso
tanto la derivada de g(x) como la de f(g(z)) son cero y por tanto la regla de la cadena se umple
de manera trivial en ese caso. Si g(x) no es constante en una vecindad de x, entonces g(x + h) es
un numero cercano a g(x) (aqui, claro, se estd suponiendo que g es una funcién bien portada, es
decir, continua y derivable) y por tanto el primer factor del segundo término de la igualdad anterior
tiende a f'(g(z)) cuando h — 0. El segundo factor, por definicién, tiene a g’(z) cuando h — 0. Con
esto queda demostrada la regla de la cadena.

Regla de la funcién inversa

Esta tltima regla se obtiene derivando ambos lados de la expresién f(f~1(x)) = =z, que es la
que define a la funcién inversa. Al aplicar la regla de la cadena al miembro izquierdo y derivar
diretamente el derecho, se obtiene:

FU @) f ) =1
La regla se obtiene despejando f~!(z) de esta igualdad.

La regla de la divisiéon de funciones

_ f@)g(x) — f2)g (2) d fy_ L9-1¢

equivalentemente: —
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es muy util también y puede obtenerse aplicando sucesivamente la regla del producto a f %7 luego

la regla para derivar potencias, que aparece en la siguiente subseccion, y la regla de la cadena. Este
es un magnifico ejemplo de cémo funciona la tecnologia del célculo diferencial. Dejamos los detalles
como ejercicio para el lector.

Derivadas de las funciones comunes
Derivadas de las potencias z?

La férmula

— = p;[;p_l

dz
para derivar potencias x, es decir, funciones de la forma f(x) = zP es muy general. En realidad,
aplica a cualquier ntimero real p, pero s6lo vamos a demostrarla para valores enteros, tanto positivos
como negativos de p y para valores fraccionarios de p = 7* con m y n ntimeros enteros arbitrarios.
La demostracién se basa en la férmula binomial:

(n—1)

-1 -2
(a+b)n:an+nan—1b+ n (n )(n )

a2 + +n

T 3l a3+ L+

Si aplicamos la férmula binomial al primer sumando del numerador de la expresién cuyo limite hay
que calcular para obtener la derivada de x™, tendremos:

(!,l? + h)n — " - " +n$n_1h+ n("m*l)xn—QhZ + "(nflz)))!(”*Q) mn—3h3 + ..+ R — ™

h h

Cancelando z" con —z" y dividiendo por h término a término, obtenemos

(z+h)" —a" e n(n — 1)x"*2h+ n(n—1)(n—2)

- —r ) 2" 3R 4+ 4 R

Todos los términos de esta suma, excepto el primero, tienen como factor alguna potencia positiva
de h, por lo tanto todos ellos, salvo el primero, tienden a 0 cuando h — 0. Por lo tanto

hn_ n
P GO
h—o h

n—1

s P _ .
lo cual demuestra la férmula ‘% = paP~! para el caso en que p es un entero positivo.

Para el caso en que p es un entero negativo p = —n aplicamos la regla del producto a la funcién
f(x) =2z~ =1 y obtenemos

dx™"

dx =0

nmnfll,fn + l,n

igualdad de la cual podemos despejar dgfi—;", con lo que obtenemos:
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dx=" nxnflen et
=— = —nx
dx xn
lo cual demuestra nuestra férmula para el caso p = —n.

Para demostrar el caso en que p = % aplicamos la regla de la cadena a la funcién

obteniendo

1
dxw
n( %L)n—l " _
dx
1
Despejando d(”i”;' obtenemos
1
dxw 1 1 14
_ = — = —In
dx ng;l_ﬁ n

que demuestra la férmula para el caso p = +

n

Finalmente, para el caso p = ™ basta aplicar la regla de la cadena a la funcién f(x) = (x%)m =xn.
Dejamos los detalles de este tiltimo paso como ejercicio para el lector.

Es importante observar que la demostracién de cada caso casi siempre se realiza utilizando un
caso anterior y la aplicacién de una varias de las reglas de derivacién para funciones formadas
con operaciones de otras funciones. La clave estd, claro en la inventar estas funciones de manera
adecuada para que nos permitan obtener la derivada buscada, en general, despejandola de una
ecuacion a la que se llega aplicando las reglas mencionadas.

Derivadas de las funciones trigonométricas

Las férmula de derivacién para el seno y el coseno

dsen(x)
dz

dcos(x)

pra —sen(x)

=cos(z) y

se obtiene aplicando las férmulas para el seno y el coseno de una suma

sen(a + B) = sen(a)cos(B) + cos(a)sen(B)
cos(a + B) = cos(a)cos(B) — sen(a)sen(fB)

a las expresiones cuyos limites hay que calcular para obtener las derivadas correspondientes

sen(h)
h

sen(z + h) — sen(z) _ sen(z)cos(h) 4 cos(x)sen(h) — sen(z) _ sen(z)
h h

cos(h) — 1
h

+ cos(x)
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y
cos(x 4+ h) — cos(x) _ cos(x)cos(h) — sen(x)sen(h) — cos(x) — cos(x) cos(h) -1 sen(z) sen(h)
h h h h

Por tanto, para obtener las derivadas del seno y el coseno basta demostrar que

. 1—cos(h)

o =0 )
y
. sen(h)
fm = =1 (42)

Estos resultados se pueden demostrar compando las tres dreas sombreadas en este esquema

sen(h)
2

>

tan(h)
2

<_

[\)

Si multiplicamos por 2 y dividimos por sen(h)

h 1
<

1< sen(h) ~ cos(h)

Invertimos la desigualdad y obtenemos

sen(h)

1
3 <

cos(h) <

Esto demuestra (4.2)). Por otro lado, comparando segmentos sobre el
eje x, se ve que
1 —cos(h) < tan(h)sen(h)

Dividiendo por h:

1 — cos(h)
h

sen(h)

< tan(h) N

< tan(h)

lo cual demuestra (4.1J).

1-cos(h)
tan(h)sen(h)

Derivadas de las funciones logaritmo y exponencial

Hay varias maneras de definir las funciones exponencial y logaritmo. Una de ella es definir la
exponencial aritméticamente, que aparentemente es la més natural. Para esto se parte de
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a®=a-a-..-a (m factores)

para m entero positivo. A continuacién se define b = a» como el nimero para el cual b = a™.
Luego se define para una fraccion p, b = a~P como el nimero para el cual b-aP = 1. Finalmente, se
comprueba que aPT? = aPa? para cualquier par de fracciones p y q.

Pero aqui aparece una dificultad. ; Cémo definir, por ejemplo, a\ﬂm 0 a™? Definir a® para ntmeros
irracionales b requiere de realizar una extensién de la definiciéon de exponenciacién. Se expresar b
como el limite de una sucesién de niimeros racionales {p, } tal que b = lim,,_,oc pn, v definir

a’ = lim ao”"
n—oo

Para justificar esta definiciéon hace falta demostrar que la exponenciacién en suna funcién continua
en los racionales. Dejamos los detalles al lector. Finalmente, se puede ver que

x x+h x h
da? gy 00 ey © L
dzx h—0 h h—0

Para completar la construccion de la funcién exponencial por este camino, se define el niimero e
como aquel para el cual

h—0

En particular,

Si definimos e, = (1 + %)”, vemos que para todo n,

3=

lo cual sugiere que podriamos definir
, , 1.,
e= lim e, = lim (1+ —)
n—oo n—oo n

Finalmente se define la funciéon exponencial como

x

exp(z) =e

Todos estos pasos pueden justificarse rigurosamente, y se hace en libros de andlisis y en algunos
libros de célculo.
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Otro camino que se puede seguir para definir la funcién exponencial es usar el limite
, x
exp(z) = lim (14+ —=)"
n

n— oo

este camino presenta una dificultad de inicio ya que aunque a partir de ella resulta natural definir
el niimero e como

1
e=-exp(l) = nlirr;o(l + E)”

nada nos garantiza que

T

exp(x) =e
Otra definicién equivalente de la funcién exponencial es
_1 2?2 ad
exp(x) = +x+§+§+...
que presenta el mismo problema de entrada que la anterior.

En cualquiera de las opciones que hemos mencionado hasta ahora, la definicién de la funcién loga-
ritmo se hace como la funcién inversa de la exponencial. Es decir,

log(xz) =y significa que x = exp(y)

Finalmente, hay una manera de definir primero la funcién logaritmo como

1
log(x) :/ ;dz
1

y entonces definir la funcién exponencial como la funcién inversa del logaritmo, es decir,

exp(z) =y significa que z = log(y)

Explorar todos estos caminos enriquece nuestra comprensién de estas dos importantes funcio-
nes.

4.4. Desarrollo del concepto de limite

En lo que sigue el concepto de limite jugard un papel importante. En el Capitulo [3|se vieron algunos
ejemplos donde se uso la idea de la aproximacién: en la Seccién [3.5]se vié cémo se puede aproximar
la longitud de una circunferencia por poligonos inscritos y circunscritos, en la Seccién [3.6] se obtuvo
la superficie de la esfera por aproximacién y en la Seccién [3.4] se obtuvo el drea de un segmento de
parabola, también por aproximacion.

Aqui se quiere retomar esta idea, analizarla y generalizarla a todo tipo de sucesiones. Veamos ahora
algunos ejemplos de sucesiones.
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Ejemplos de sucesiones convergentes y divergentes

En la siguiente figura se muestra un cuadrado, que incluye algunos tridngulos sombreados. Deseamos
calcular el contenido A del area sombreada suponiendo que el lado del cuadrado grande es 1.

<

Calculemos esta area paso a paso. Vamos a juntar las dreas de los tridngulos de igual tamafno
para luego sumarlas todas. El area de los primeros cuatro es la mitad del cuadrado mayor, es
decir F} = % La de los siguiente cuatro tridngulos es a su vez la mitad del cuadrado de lado %,
. 1 A . <z 1 1/1
es decir es 5(7). Con esto obtenemos la siguiente aproximacién para A que es Io = 5 + 5(3).
Luego juntamos los cuatro tridngulos del siguiente tamano y obtenemos una nueva aproximacién

2 . . .
F; = %—i—% (i) +1 (i) . De esta manera obtenemos cada vez mejores aproximaciones para A:

2
1 1 2 1 n—1
1+ - - . - . 4.3
+4+<4)+ +(4> ] (4.3)
La pregunta inicial acerca del drea A se reformula ahora como: a qué valor tiende F,, cuando n se
hace méas y mas grande? El paréntesis del lado derecho tiene la forma

1
Fn:§

th=1+az+2>+23+... +2" ! Conx:%.
Si se multiplica ¢,, por 1 — x se obtiene

th-(I—z)=0+z+22+2°+... +2" .- (1 -2

=l+z+22+22+... +2" '+

—x—a?—d— . g

=1-2".

De ahi que

1—2a™

11—z



114 CAPITULO 4. CALCULO, FUNCIONES Y LIMITES

En el caso del drea sombreado de arriba se tiene x = i por lo que

g1 12G)

3 o -G (4.4)

3
1

1
)

n . , . .
Como (%) tiende a cero cuando n se crece, el limite al que tiende F), es:

1 1- 1 4

A==. 3027.,’

2 g 2 3
es decir )
A==
3

Veamos de nuevo la diferencia de las dos representaciones de F,, como se dan en las ecuaciones
y ([#4). En la ecuacién se aproxima A por una suma y de antemano no es evidente qué
valor se obtendrd. En cambio, en , se transformé la expresiéon algebraicamente de manera que
se puede ver bien a qué tiende cuando n se hace grande. Se podria decir que la expresion esta
“madura para obtener el limite”, pero no.

El ejemplo anterior es algo especial en el sentido de que de antemano se sabe que la sucesion Fj,
tiene que converger: por un lado crece cada vez que nm aumenta porque se anade m&s area, por
otro la suma no puede crecer demasiado dado que el area sombreado debe ser menor que 1. En
este tipo de ejemplos la nocién de convergencia es intuitivamente clara. De hecho, durante mucho
tiempo a lo largo de la historia de las matematicas, el desarrollo de esta nocién fue guiado por la
intuicién.

Hay muchos casos en los que la intuicién también nos permite determinar si la sucesién converge o
no. Por ejemplo la sucesion a,,:

a1:1, a2:2, (l3:3, a4=4, ey Ap =N,

crece indefinidamente, es decir rebasa cualquier cota, y por lo tanto no converge. Por otro lado, es
evidente que la sucesién b,,:

1 1 1 1
b1:1, b2:§; b3:§a b4:Z7 a| bn:Z7
converge a 0. Finalmente la sucesion c,:
ca=1, =3 =1, ¢&4=3, ..., c=1+(-1"

no converge porque oscila indefinidamente entre dos valores fijos.

Pero no siempre es tan facil determinar si una sucesiéon converge o no. Veamos el siguiente ejem-
plo:
di=1, dy=1+3, ds=14+3+3, ..., dp=1+5+3+...+1

n’

Utilizando una computadora se obtiene
d10000 ~ 979, dgoooo ~ 1048, d30 000 ~ 10.89.

Aparentemente la sucesién no va a crecer mucho més. Pero ;jnos basta esto para concluir que la
sucesién converge?
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No olvidemos que la sucesién d,, se construye sumando cada vez més términos. Asi que se requiere
de un argumento més sélido para determinar si la sucesién converge o no. Como la sucesion crece,
es claro que s6lo hay dos situaciones posibles: o la sucesién es acotada y entonces converge a algin
valor, o no es acotada y tiende a infinito.

El siguiente argumento demuestra que la sucesién d,, diverge. Construimos una segunda sucesién
Sp, sustituyendo algunos bumandOb de d por otros mas pequenos, de manera que s, < d, para

todo n. Sustitumos el sumando + % pbor 2—17 cuando k satisface 271 < k < 2P. Por ejemplo

dio=1+3+3+i+t+s+7+s+5+1
so=1+3+i+i+i+i+i+3+5+5
~—— ——

1 1
2 2

Por ello se tiene para n = 2*
ko 282k :].—’—k%,

lo que muestra que la sucesién d,, eventualmente rebasa cualquier cota dada y por lo tanto no
converge.

El estilo informal del siglo XVIII

Los ejemplos anteriores muestran dos cosas: por un lado en algunos casos se pueden usar argumentos
intuitivos para determinar si una sucesion converge y por otro lado que debemos ser muy cuidadosos
porque a veces la intuicién puede malaconsejarnos. En el siglo XVIII se pudieron determinar los
limites de muchas sucesiones utilizando la intuicién y el ingenio. Por ejemplo JOHANNES BERNOULLI
infirié que
1 1 1

1-2 + 2-3 * 3-4

{,Como lo hizo? Utilizé la iguadad

+...=1 (4.5)

1 1 1

k k+1  k(k+1)

con la que puede escribir
1+1+1—|— = 1+1+1+ 1+1+1+
1.2 2:3 3.4 2 3 7 2 3 4 7
que es la diferencia de dos infinitos, pero observé que todos los sumandos se cancelan mutuamente

excepto el 1, lo que prueba (4.5)). ;Es vdlido este argumento? Este argumento no pasaria la exigencia
de rigor de hoy dia. Sin embargo produjo el resultado correcto.

Ejercicio. Para profundizar en este tema sugerimos al lector producir un ejemplo en el que un argumento
similar llevarfa a un error. Esto muestra que hace falta un argumento més riguroso para demostrar (4.5).
Sugerimos al lector producir tal argumento.

Un resultado sorprendente de esta época, que se debe a LEONHARD EULER, es el siguiente:
2

}:érf% (4.6)

k=1
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La manera como llegé a ello muestra a la vez su genio y su atrevimiento para descubrir resulta-
dos.

Dado que
1 1

Er12 SkkiD

concluyé que
(SN NS S SRS NI S SN
1+4+9+16+”'< T2tg3tg 1t =
por lo que la serie de los reciprocos de los cuadrados estd acotada y por lo tanto converge. Para
obtener el limite observé que si una ecuacién polinomial tiene término constante igual a 1 entonces
el coeficiente del término lineal es la suma de los reciprocos de sus raices, con el signo invertido.

Por ejemplo para el grado dos, la ecuaciéon polinomial se puede escribir asi
(x —a)(x—b) =0,
donde las raices son a y b. Si expandimos el producto y dividimos entre ab obtenemos
= (L4 Pz +1=0,

que es una ecuacion polinomial con las mismas soluciones y con término constante 1. El coeficiente
del término lineal es en efecto la suma de los reciprocos de las raices, con el signo invertido. Esto
se puede generalizar a polinomios de cualquier grado.

Ahora EULER parte de la ecuacién sen(xz) = 0 y desarrolla sen(x) en serie de potencias:

3 2 27
1’*54’5 F‘F :0
Al dividir entre x obtiene
x2 ozt S
y al sustituir 22 =y
2 3
Yy Yy Yy -
17§+5*ﬁ+...—0. (4.7)

Como las raices de sin(x) = 0 son & = +kn, donde k recorre los nimeros naturales, al dividir
entre z se pierde la solucién x = 0 y al sustituir 22 = y obtiene la ecuacién (4.7 cuyas raices son
y = k%72, con k natural.

Ahora manipula la ecuacién (4.7]) como si fuera un polinomio. Dado que el término constante es 1,
el coeficiente del término lineal, es decir —3% = é, deberia ser igual a la suma de los reciprocos de
las raices, con el signo invertido:

Y S S N B
6 w2 Ax?  9x2 1672 )7

Al multiplicar por —72 obtiene (4.6).

Vemos dos aspectos importantes en el desarrollo anterior. Por un lado, JOHANNES BERNOULLI y
LEONHARD EULER y sus contemporaneos descubrieron resultados muy importntes al manipular
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“sumas infinitas” de manera ingeniosa. Por otro lado extiraban, sin justificaciéon alguna, la validez
de las propiedades de las sumas finitas a las infinitas. Hoy dia sabemos que hacer esto es algo muy
delicado y que puede conducir a errores. Curiosamente nunca se ha descubierto que EULER haya
cometido un error manipulando sumas infinitas. Tenia una intuicién muy profunda que le permitia
actuar con gran atrevimiento sin caer nunca en el error. Lamentablemente no todos somos como
Euler. Por ello necesitamos navegar por las aguas més seguras que nos brinda el rigor desarrollado
en siglos posteriores.

Podemos resumir esta leccion de historia diciendo que con la intuicién y el atrevimiento se descubre
y con el rigor se demuestra. Para hacer matematicas conviene aprovecharlo todo.

El camino hacia una definicién rigurosa de limite

Aunque a lo largo de los dos siglos en los que se trabajé con una nocién intuitiva de limite se
obtuvieron muchos resultados importantes, durante ese tiempo también se encontraron ejemplos
que desafiaban la intuicién. Por eso algunos matematicos del siglo XIX llegaron a la conclusion de
que era conveniente aclarar el concepto de limite y definirlo de manera rigurosa. Esto no fue un
camino facil.

A continuacién vamos a recrear el proceso que llevé a una definicién rigurosa de limite basandonos
en algunas formulaciones histéricas e inventando otras que ayudan a dar continuidad al desarrollo.
En el proceso usaremos algunas sucesiones creadas artificialmente para senalar las debilidades de los
sucesivos intentos de definicién. La definiciéon que buscamos debe poder aplicarse a cualquier caso,
aun al mas artificial, es decir, debe poder determinar, para cualquier sucesién que se nos ocurra, si
ésta converge o diverge.

Representaremos las sucesiones graficamente. Por ejemplo, a la sucesién

2345
- =, =, = 4.
17 2’ 3’ 47 ( 8)
la representamos con este dibujo:
a"L
2 T+ °
®
1 ] ! ! ! !
0 T T T T T T T n
0 1 2 3 4 5 6 7

Intuitivamente es claro que esta sucesion tiende a 1, o que converge a 1. Observemos que ambas
palabras, tiende y converge, reflejan un pensamiento dindmico. En lo que sigue veremos que esta
descripcién dindmica, que es tan natural y sugerente, es muy enganosa y serd necesario reemplazarla
por una mas estdtica.
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A continuacién daremos una lista de formulaciones tentativas de lo que quiere decir que una su-
cesion tiende a 1, junto con una critica que muestra que la formulaciéon ain no capta el sentido
correctamente.

1. La sucesion se acerca cada vez mas a 1. Esto significa que la distancia de a,, a 1 es cada
vez mds pequenia, es decir que disminuye en todos los pasos.

Critica: La distancia de a,, a 0.5 también disminuye en cada paso, y sin embargo es claro que
la sucesién no converge a 0.5.

2. La distancia de a, a 1 se vuelve arbitrariamente pequena. Esta formulacién ya es
mas acertada que la anterior, sin embargo atin es insuficiente.

Critica: Consideremos ahora la sucesién a,, definda por:

1 .
)1+, sinespar,
ap =

2, si n es impar.
Su representacion grafica es:

an

2 — (5] ® ® (5}
o
¢ °

1 —
0 T T T T T T T n

0 1 2 3 4 b) 6 7

Se puede decir, y no sin razén, que en esta sucesion la distancia de a, a 1 se hace arbitra-
riamente pequena para muchos miembros de la sucesién, pero no para todos. Para los indices
impares la distancia es siempre igual a 1. De hecho esta sucesién no tiene un limite, en todo
caso tiene dos. Ain no hemos captado bien una parte importante del concepto de limite.

3. La distancia de a, a 1 disminuye cada vez mas y se hace arbitrariamente pequena.
Aqui se conjuntan las ideas de los intentos 1 y 2 y con ello evitamos la critica a la definicién
anterior.

Critica: Segun esta definicién la siguiente sucesién no converge:

. = 14 -5, sines par,
n — . .
1+ %, si n es impar.

Mostramos aqui la representacion grafica de esta sucesion:
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an

2 4 .

1 - ! ! ® ? o ’

0 T T T T T T T n
0 1 2 3 4 5 6 7

Se trata de una sucesion que converge a 1, pero que no cumple la propiedad expresada en 3,
ya que la distancia de a, a 1 no disminuye conforme el indice n aumenta. En una sucesion
que converge es posible que la distancia al valor limite aumente temporalmente y maés tarde
disminuya.

4. Para indices N suficientemente grandes, la distancia entre ay y 1 se hace arbitra-

riamente pequena y después no vuelve a rebasar esta distancia. Lo tdltimo quiere
decir que la distancia de a,, a 1 para n > N nunca es mayor que la de ay a 1.

Critica: En esta formulaciéon hay un problema: para cada indice N el miembro ay tiene
una distancia fija a 1. Por ello no tiene sentido decir que si escogemos N suficientemente
grande, ay estarda “arbitrariamente” cerca de 1, ya que es un valor fijo. Un valor que estd
“arbitrariamente” cerca de otro es idéntico a éste.

Ahora llegamos al punto clave: en todos los intentos anteriores se ha tratado de definir el
limite por cémo se comporta la distancia de a,, a 1 cuando n crece. En el ultimo tratamos
de describir qué pasa con la distancia a partir de un indice N “suficientemente grande”. En
la siguiente formulacién invertimos el orden entre indice y distancia: tratamos de describir
cémo deben ser los indices para que la distancia sea suficientemente pequena.

Para cada distancia a 1 que consideremos, hay un indice N tal que los miembros
an, con n > N distan de 1 menos que ella. Esta es la definicién correcta. Para llegar a
ella tuvimos que fijar primero una distancia y después dar una cota del indice tal que todos
los elementos de la sucesién a partir de esa cota distaran de 1 menos que la distancia dada.

Es una definicién compleja y formularla solamente con palabras resulta torpe y dificil de leer.
Es un caso tipico en donde la introduccién de una variable, aqui € para “la distancia dada”,
ayuda a presentar la idea en forma maés concisa y legible. Asi es como se llega a la definicién
que se encuentra en los libros de texto.

Definicién. Una sucesién a,, converge a 1 si

para cada ¢ > 0 existe N tal que |a, — 1| < ¢ para todo n > N.

Esta formulacién la di6é BERNARD BOLZANO en 1817 en palabras y después KARL WEIERSTRASS
de manera formal con la ¢, tal como la dimos arriba.

Observemos que esta formulacién es meramente estatica, en ella ha desaparecido por completo el
aspecto dinamico. La expresién “la sucesién tiende a 1”7 se sigue usando porque refleja la nocién
intuitiva que tenemos del concepto de limite. Pero su uso tiene ahora el significado, més riguroso,
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de la formulacién de BOLZANO y WEIERSTRASS.

Puntos de acumulacién, sucesiones de Cauchy y nimeros reales

Se dice que a es un punto de acumulacion de una sucesion s, si en cualquier intervalo abierto que
contenga a hay un numero infinito de miembros de la sucesién. La definicién formal de punto de
acumulacion la dio primero GEORG CANTOR en 1872, pero una década antes KARL WEIERSTRASS
ya habia usado el concepto, de manera implicita, en sus estudios sobre la convergencia.

Hay dos maneras de formular que una sucesién converge a a basadas en el concepto de punto de
acumulacion :

a es el tinico punto de acumulacién de la sucesién.

Cada intervalo abierto que contiene a a, contiene a todos los puntos de la sucesion,
excepto a un nimero finito de ellos.

La siguiente formulacién, que se debe a AUGUSTIN Louis CAUCHY, expresa cuando una sucesién
converge sin mencionar en ningiin momento el valor al que converge.

Si para cada distancia € > 0 existe una cota N tal que para todos los m,n > N se tiene
|sm — $n| < €, entonces la sucesién converge.

Las sucesiones que tienen esta propiedad, es decir para las cuales “dada una distancia ¢ > 0, existe
una cota N tal que para todos los m,n > N sucede que |s,, — s,| < &” se llaman sucesiones de
Cauchy, de manera que la formulacién anterior se puede abreviar diciendo que ”las sucesiones de
Cauchy convergen”.

A veces los miembros de una sucesién pertenecen a un conjunto M, como por ejemplo los niimeros
racionales M = Q, en donde es posible hablar de la distancia entre sus elementos y de las sucesiones
de Cauchy formadas con sus elementos, pero para los cuales los limites de estas sucesiones de Cauchy
no siempre existen como miembros del conjunto. Este es el caso de las sucesiones de ntmeros
racionales que convergen a valores irracionales, como por ejemplo la sucesion s, = (1+ 1)", cuyos
miembros son nimeros racionales, pero cuyo limite es el niimero de EULER e, que es irracional y no
pertenece a M. Las sucesiones de Cauchy permiten determinar niimeros que no se encuentran en
M vy asi ampliar el conjunto M. La cerradura M de un conjunto M se define como el conjunto de
todos sus puntos de acumulacién. Es facil ver que para cada punto de acumulacién de M se puede
construir una sucesién de Cauchy que converja a él. En otras palabras, la cerradura de un conjunto
M consta de todos los limites de las sucesiones de Cauchy formadas con elementos de M. Esta idea
es la que se utiliza para definir el conjunto de los ntimeros reales como R = Q, es decir, como la
cerradura del conjunto de los niimeros racionales. No desarrollaremos formalmente la construccién
de los ntimeros reales, que involucra detalles sutiles como el concepto de “clases de equivalencia de
sucesiones de Cauchy”, pero en realidad la idea central de tal construccién ya estd expuesta.

Conclusiones

Las matemadticas no siempre se desarrollan con el mismo rigor. Sobre todo al principio del desarrollo
de una nueva area, cuando se aprovecha el uso de conceptos que apenas se estan analizando, el rigor
es de segunda importancia. Mucho mas atractivos parecen los logros que se pueden obtener con esos
nuevos conceptos y sélo mas tarde empieza una fase de reflexién sobre sus fundamentos. Esto es muy
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marcado en el desarrollo de toda el area que hoy llamamos “andlisis” y se ejemplifica perfectamente
con la historia del concepto de limite.

4.5. Leyes del movimiento Planetario

Copérnico, Kepler, Newton

4.6. Expansion del Calculo

El Célculo diferencial e integral como tecnologia.

4.7. Ecuaciones diferenciales

como herramienta de modelaciéon de procesos y fenémenos. Ejemplo significativo: el oscilador
arménico forzado y amortiguado.

4.8. Series de Potencias

Una herramienta 1til en sitios insospechados. Euler.

4.9. Formalizacion del Calculo

Descubrimiento de funciones monstruosas: necesidad de formalizar el calculo. El anélisis real, com-
plejo y funcional.

Cauchy y Weierstrass
Cantor y los niimeros infinitos

Una funcién inyectiva del cuadrado (0,1) x (0,1) al intervalo (0,1)

Representaremos a los niimeros reales del intervalo abierto I = (0,1) con un desarrollo binario de
manera que la representacién de cada uno sea tnica. Lo haremos evitando las representaciones que
tiene s6lo ceros a partir de algin indice. Si z € I, entonces x € (0, %] ox € (1/2,1). En el primer
caso tomamos a; = 0y en el segundo a; = 1. Si en el primer caso ademas x = % entonces definimos
a; = 1 para todo ¢ > 1. Para los siguientes pasos procedemos por induccién. Supongamos que ya
tenemos definidos los elementos a; para ¢ < n pero aun no han quedado definidos los elementos a;
para i > n. Entonces z € (22, 2551 o 3 € (2811 2542) para algiin entero no negativo k < 2" —1. En
el primer caso definimos a,=0 y en el segundo dos a,=1. Y si en el primer caso ademas = = 2’;[1,
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entonces definimos a; = 1 para todo i > n. Esto define una sucesién a,, de ceros y unos para cada
z € I tal que

o0

Qn

= 227
n=1

La representacién es unica porque si dos representaciones de este tipo a, y b, no son idénticas,
deben diferir en algun indice, es decir, a; # by para algun indice k. Entonces alguno de los dos
elementos ay y bg es igual a 0 el otro es igual a 1. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad,
que ax = 1y b = 0. La tnica manera de que ambas sumas infinitas pudieran ser iguales, es decir,
de que

\}

[eS) o0

PO
on n

n=1 n=1

es que b; = 1y a; = 0 para todo j > k. Pero esto tltimo es imposible porque ninguna de las
representaciones que definimos tiene ceros en la cola.

Ahora definimos la siguiente funcién f : I x I — 1. Para cada (x,y) € I x I, tomamos las
representaciones binarias unicas de = y y. Supongamos que

o0 o)
a’TL . _ bTL
on’ Yy = on

n=1 n=1

xr = on

Con ellas definimos ca,,—1 = ay, ¥ c2, = by, para todo entero positivo n y definimos

fla,y) =" g%
n=1

La funcién asi definida es inyectiva porque si (z',y’) € I x I no es igual a (z,y), entonces x # z’
oy # y'. En cualquiera de los dos casos resultarfa que la representacién de f(a',y’) tendria algin
indice diferente de la correspondiente representacion de f(z,y) y por tanto f(z,y) # f(a',y').

La existencia de esta funcién nos dice que, en cierto sentido, el conjunto (0,1) x (0, 1) tiene al menos
tantos elementos como (0, 1), y esto contradice nuestra primera intuicién.

4.9.1. Sumas de Riemann y teoria de la medida

4.10. Métodos numéricos en el Calculo
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